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总 序 


国防 科技 工业 是 国家 战略 性 产业 ,是 国防 现代 化 的 重要 工业 和 技术 基础 ,也 
是 国民 经 济 发 展 和 科学 技术 现代 化 的 重要 推动 力量 。 半 个 多 世纪 以 来 ,在 党 中 
央 、 国 务 院 的 正确 领导 和 亲切 关怀 下 ,国防 科技 工业 广大 干部 职工 在 知识 的 传承 、 
科技 的 攀登 与 时 代 的 洗礼 中 ,取得 了 举世 瞩目 的 辉煌 成 就 。 研 制 \ 生 产 了 大 量 武 
器 装备 ,满足 了 我 军 由 单一 陆军 ,发 展 成 为 包括 空军 ,海军 第 二 炮兵 和 其 他 技术 
兵种 在 内 的 合成 军队 的 需要 ,特别 是 在 尖端 技术 方面 ,成 功 地 掌握 了 原子 弹 、 氨 
弹 、 洲 际 导弹 、 人 造 卫星 和 核潜艇 技术 ,使 我 军 拥有 了 一 批 克 敌 制胜 的 高 技术 武器 
装备 ,使 我 国 成 为 世界 上 少数 几 个 独立 掌握 核 技术 和 外 层 空 间 技术 的 国家 之 一 。 
国防 科技 工业 沿 着 独立 自主 、 自 力 更 生 的 发 展 道路 ,建立 了 专业 门类 基本 齐全 , 科 
研 \ 试 验 、 生 产 手 段 基本 配套 的 国防 科技 工业 体系 , 英 定 了 进行 国防 现代 化 建设 最 
重要 的 物质 基础 ;掌握 了 大 量 新 技术 、 新 工艺 ,研制 了 许多 新 设备 、 新 材料 ,以 “两 
弹 一 星 ”“ 神 舟 " 号 载 人 航天 为 代表 的 国防 尖端 技术 ,大 大 提高 了 国家 的 科技 水 平 
和 竞争 力 , 使 中 国 在 世界 高 科技 领域 占有 了 一 席 之 地 。 十 一 届 三 中 全 会 以 来 , 伴 
随 着 改革 开放 的 伟大 实践 ,国防 科技 工业 适时 地 实行 战略 转移 ,大 量 军工 技术 转 
向 民用 ,为 发 展 国民 经 济 作出 了 重要 贡献 。 

国防 科技 工业 是 知识 密集 型 产业 ,国防 科技 工业 发 展 中 的 一 切 问 题 归根 到 底 
都 是 人 才 问 题 。50 多 年 来 ,国防 科技 工业 培养 和 造就 了 一 支 以 “两 弹 一 星 ?元 助 为 
代表 的 优秀 的 科技 人 才 队 伍 , 他 们 具有 强烈 的 爱国 主义 思想 和 艰苦 奋斗 ,无 私 奉 
献 的 精神 , 勇 挑 重担 ,敢于 攻关 ,为 攀登 国防 科技 高 峰 进行 了 创造 性 劳动 ,成 为 扒 
动 我 国 科技 进步 的 重要 力量 。 面 向 新 世纪 的 机 遇 与 挑战 ,高 等 院 校 在 培养 国防 科 
技 人 才 ，, 生 产 和 传播 国防 科技 新 知识 、 新 思想 ,攻克 国防 基础 科研 和 高 技术 研究 难 
题 当 中 ,具有 不 可 替代 的 作用 。 国 防 科 工 委 高 度 重视 ,积极 探索 ,锐意 改革 ,大 力 
推进 国防 科技 教育 特别 是 高 等 教育 事业 的 发 展 。 

高 等 院 校 国防 特色 专业 教材 及 专著 是 国防 科技 人 才 培 养 当中 重要 的 知识 载 
体 和 教学 工具 ,但 受 种 种 客观 因素 的 影响 , 现 有 的 教材 与 专著 整体 上 已 落后 于 当 
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今 国防 科技 的 发 展 水 平 ,不 适应 国防 现代 化 的 形势 要 求 , 对 国防 科技 高 层次 人 才 
的 培养 造成 了 相当 不 利 的 影响 。 为 尽快 改变 这 种 状况 ,建立 起 质量 上 乘 、 品 种 齐 
全 、 特 点 突出 、 适 应 当代 国防 科技 发 展 的 国防 特色 专业 教材 体系 ,国防 科 工 委 全 额 
资助 编写 、 出 版 200 种 国防 特色 专业 重点 教材 和 专著 。 为 保证 教材 及 专著 的 质 
量 , 在 广泛 动员 全 国 相关 专业 领域 的 专家 学 者 竟 投 编著 工作 的 基础 上 ,以 陈 元 章 、 
王 泽 山 、 陈 一 坚 院士 为 代表 的 100 多 位 专家 、 学 者 ,对 经 各 单位 精 选 的 近 550 种 教 
材 和 专著 进行 了 严格 的 评审 ,评选 出 近 200 种 教材 和 学 术 专 著 , 预 盖 航 空 宇航 科 
学 与 技术 、 控 制 科学 与 工程 、 仪 器 科学 与 工程 、 信 息 与 通信 技术 、 电 子 科学 与 技术 、 
力学 .材料 科学 与 工程 \ 机 械 工程 .电气 工程 兵器 科学 与 技术 、 船 舶 与 海洋 工程 、 
动力 机 械 及 工程 热 物理 、 光 学 工程 、 化 学 工程 与 技术 、 核 科学 与 技术 等 学 科 领 域 。 
一 批 长 期 从 事 国 防 特 色 学 科教 学 和 科研 工作 的 两 院 院士 ,资深 专家 和 一 线 教师 成 
为 编著 者 ,他 们 分 别 来 自 清华 大 学 、 北 京 航 空 航天 大 学 、 北 京 理工 大 学 、 华 北 工学 
院 、 沈 阳 航 空 工业 学 院 \ 哈 尔 滨 工业 大 学 ,哈尔滨 工程 大 学 、 上 海 交通 大 学 、 南 京 航 
空 航天 大 学 、 南 京 理工 大 学 、 苏 州 大 学 、 华 东 船 舶 工业 学 院 、 东 华 理工 学 院 、 电 子 科 
技 大 学 、 西 南 交通 大 学 、 西 北 工业 大 学 、 西 安 交 通 大 学 等 ,具有 较为 广泛 的 代表 性 。 
在 全 面 振兴 国防 科技 工业 的 伟大 事业 中 ,国防 特色 专业 重点 教材 和 专著 的 出 版 ， 
将 为 国防 科技 创新 人 才 的 培养 起 到 积极 的 促进 作用 。 

党 的 十 六 大 提出 ,进入 二 十 一 世纪 ,我 国 进入 了 全 面 建设 小 康 社会 、 加 快 推进 
社会 主义 现代 化 的 新 的 发 展 阶段 。 全 面 建设 小 康 社 会 的 宏伟 目标 ,对 国防 科技 工 
业 发 展 提出 了 新 的 更 高 的 要 求 。 推 动 经 济 与 社会 发 展 ,提升 国防 实力 ,需要 造就 
宏大 的 人 才 队 伍 , 而 教育 是 莫 基 的 柱石 。 全 面 振兴 国防 科技 工业 必须 始终 把 发 展 
作为 第 一 要 务 , 落 实 科 教 兴国 和 人 才 强 国 战 略 ,推动 国防 科技 工业 走 新 型 工业 化 
道路 ,加 快 国防 科技 工业 科技 创新 步伐 。 国 防 科技 工业 为 有 志 青 年 展示 才华 , 实 
现 志 向 ,提供 了 缤纷 的 舞台 ,希望 广大 青年 学 子 刻苦 学 习 科 学 文化 知识 ,树立 正确 
的 世界 观 、 人 生 观 、 价 值 观 , 努 力 担当 起 振兴 国防 科技 工业 、 振 兴 中 华 的 历史 重任 ， 
创造 出 无 愧 于 祖国 和 人 民 的 业绩 。 祖 国 的 未 来 无 限 美好 ,国防 科技 工业 的 明天 将 
再 创 辉煌 。 
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气体 动力 学 的 发 展 经 历 了 三 个 重要 的 历史 时 期 ,一 是 从 19 世纪 下 半 叶 到 20 
世纪 30 年 代 , 这 是 气体 动力 学 的 初步 黄 基 阶段 。 这 个 时 期 低速 飞机 的 设计 技术 
已 日 趋 成 熟 , 由 杜 朗 (W. F. Durand) 主 编 的 六 卷 本 《空气 动力 学 理论 》 
(Aerodynamic Theory) 丛 书 已 于 1934 年 开始 出 版 ,这 是 一 套 世 界 性 权威 丛书 , 普 
朗 特 (L. PrandtD)、 泰 勒 (G. I. Taylor) 和 卡门 (T. von Karman) 等 都 参加 了 该 丛书 
的 撰写 ;二 是 从 1935 年 至 20 世纪 60 年 代 初 ,这 是 气体 动力 学 高 速 流动 大 发 展 的 
阶段 , 它 标 志 着 人 类 进入 了 超声 速 时 代 。 正 是 在 这 个 时 期 里 ,由 查 雷 (J. Charyk) 
任 主编 的 12 卷 本 《高 速 空气 动力 学 与 喷气 推进 》(High Speed Aerodynamics and 
Jet Propulsion) 丛 书 由 普林斯顿 大 学 出 版 ,一 百 多 位 当时 在 美国 的 第 一 流 科学 家 ， 
例如 卡门 .钱学森 、 林 家 起 、 郭 永 怀 等 都 是 该 从 书 的 作者 ;三 是 从 20 世纪 60 年 代 
至 今 的 近 50 年 ,在 这 个 时 期 里 载 人 的 和 不 载 人 的 高 超声 速 飞行 器 已 成 为 现实 ,而 
且 航 空 航天 事业 的 迅速 发 展 ,拉动 了 气体 动力 学 各 方面 的 研究 工作 ,特别 是 跨 声 
速 流 场 以 及 高 超声 速 流 场 的 数值 计算 。 大 量 的 研究 工作 表明 :在 高 超声 速 气体 动 
力学 中 ,高 温 热效应 十 分 突出 ,气动 热力 学 (Aerothermodynamics) 的 研究 ,尤其 是 
数值 计算 技术 的 飞速 发 展 极 大 地 丰富 了 气体 动力 学 的 基本 内 容 。 显 然 , 这 些 近 50 
年 新 近 发 展 的 前 沿 内 容 应 该 反映 到 我 们 的 教科 书 中 。 

本 书 是 供 工程 热 物理 等 专业 本 科 生 使 用 的 一 本 风格 别致 的 基础 性 教科 书 。 
全 书 贯穿 了 基础 实用、 简练 、 前 沿 这 四 条 原则 ,深入 浅 出 、 构 思 巧 妙 ,充分 表明 了 
作者 们 的 造 诺 深 厚 与 匠心 独 运 。 在 内 容 的 讲解 上 ,注重 物理 概念 清晰 、 数 学 推导 
严谨 , 尽 可 能 把 严密 的 数学 方法 与 工程 实际 相 结合 , 密切 关注 以 实际 问题 为 背景 
的 各 种 力学 模型 条 件 的 分 析 , 引 导 学 生 用 现代 数值 计算 方法 去 求解 气体 动力 学 的 
基本 问题 。 全 书 共 分 10 章 , 涵 盖 了 气体 动力 学 的 主要 基本 内 容 , 它 涉及 从 低速 到 
高 速 ,从 一 维 到 三 维 流动 ,从 亚 声 速 、 足 声速 、 超 声速 到 高 超声 速 的 流动 问题 ;特别 
是 跨 声 速 流动 ,高超 声速 流动 以 及 气动 声学 基础 这 三 章 内 容 在 现 有 的 气体 动力 学 
教科 书 中 是 不 多 见 的 。 

本 书 的 第 一 作者 王 保 国 博士 是 数学 、 力 学 功底 深厚 的 中 青年 气体 动力 学 学 术 
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带头 人 之 一 。 他 治学 严谨 ,处 理 问 题 强调 物理 直观 ,科学 研究 注重 联系 实际 。 大 
学 毕业 后 ,他 在 国防 科 工 委 菜 研究 机 构 工作 过 8 年 ,担任 我 国 某 型 歼 击 飞 机 发 动 
机 的 延寿 改 型 工作 。 他 深入 制造 工厂 车间、 试车 台 并 参加 飞机 试飞 ,处 理 过 大 量 
工程 问题 。 他 在 中 国 科学 院 学 习 与 工作 过 16 年 ,在 清华 大 学 任教 授 10 年 ,在 理 
论 与 实践 两 方面 都 经 受过 比较 全 面 的 训练 并 且 吸 取 了 众 家 精华 。 他 曾 在 清华 大 
学 工程 力学 系 为 流体 力学 专业 与 工程 热 物理 专业 的 本 科 生 讲授 过 近 10 年 的 气体 
动力 学 课程 , 深 得 同学 们 的 厚爱 并 荣获 清华 大 学 教学 优秀 奖 。 他 在 AIAA、 
ASME 力学 学 报 、 应 用 数学 和 力学 、 空 气动 力学 学 报 、 工 程 热 物 理学 报 等 国内 外 
重要 学 术 刊物 上 发 表 过 160 余 篇 文章 ,其 中 许多 文章 被 SCI、EI 检索 收录 ,得 到 了 
国内 外 同行 们 的 认可 与 关注 ,而 且 多 次 获奖 。 第 二 作者 刘 涉 艳 教授 一 直 从 事 流体 
力学 与 气体 动力 学 的 教学 与 研究 工作 。 她 在 增 压 器 气动 设计 方面 颇具 特色 并 获 
得 过 国家 发 明 奖 。 第 三 作者 黄 伟 光 研究 员 是 在 国外 留学 9 年 之 后 于 1991 年 回国 
创业 的 工程 热 物理 界 的 新 秀 ,他 是 中 国 科学 院 工程 热 物 理 研究 所 所 长 与 气动 热力 
学 的 学 科 带 头 人 ,是 中 国 科学 院 知 识 创新 工程 项 目的 首席 科学 家 。 他 一 直 从 事 高 
速 与 高 超声 速 气动 与 燃烧 方面 的 研究 ,指导 着 多 名 博士 生 与 硕士 生 。 他 在 非 定常 
流动 数值 模拟 ,尤其 是 叶轮 机 械 动 静 叶 干扰 方面 的 研究 获得 了 国内 外 同行 们 的 高 
度 评价 。 三 位 作者 密切 合作 ,优势 互补 ,共同 编著 了 这 部 叙述 清晰 、 论 证 细致 、 内 
容 丰 富 、 贴 近 前 沿 的 基础 性 教材 。 毫 无 疑问 , 它 的 出 版 必 将 丰富 与 完善 我 国 气体 
动力 学 教材 的 建设 。 


才 兽 注 港 『 几 十 J 涛 叶 车 慨 三 
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个 请 人 
2003 年 9 月 于 中 国 科学 院 


前 言 


本 书 是 遵照 国防 科 工 委 “ 十 五 ?重点 教材 建设 编写 大 岗 的 要 求 , 考 虑 到 目前 动 
力 机 械 及 工程 热 物理 学 科 的 学 生 已 修 过 流体 力学 基础 课程 ,在 这 个 基础 上 为 80 
学 时 气体 动力 学 课程 编著 而 成 。 本 教材 注重 揭示 气体 流动 的 基本 力学 原理 ,注意 
阐明 典型 处 理 方法 的 基本 思想 ,密切 关注 气体 动力 学 学 科 的 新 进展 ,力求 采用 现 
代 观 点 与 现代 数值 计算 技术 去 叙述 那些 经 典 性 的 基本 内 容 , 反 映 当 代 气 体 动力 学 
数值 计算 的 新 趋势 。 全 书 共 分 10 章 , 反 映 了 气体 动力 学 从 低速 到 高 速 , 从 一 维 到 
三 维 流动 ,从 亚 声速 、 跨 声速 ,超声 速 ,一 直到 高 超声 速 流 动 的 基本 内 容 , 并 对 气动 
声学 ,尤其 是 计算 气动 声学 基础 作 了 简明 扼要 的 阐述 。 显 然 , 跨 声 速 流动 .高 超声 
速 流动 以 及 气动 声学 基础 这 三 章 内容 在 现 有 的 气体 动力 学 教科 书 中 是 不 多 见 的 。 
在 内 容 的 讲解 上 ,力求 物理 概念 清晰 ,数学 推导 严 说, 尽 可 能 把 严密 的 数学 方法 与 
工程 实际 相 结合 ,数学 的 描述 与 力学 原理 相 联 系 ,密切 关注 以 实际 问题 为 背景 的 
各 种 力学 模型 条 件 的 分 析 , 注意 引导 学 生 联 系 工程 应 用 ,用 现代 数值 计算 方法 去 
求解 气体 动力 学 的 基本 问题 。 全 书 共 列 出 近 千 篇 参考 文献 ,这 对 于 学 有 余力 的 读 
者 是 一 个 很 好 的 文献 索引 。 在 每 章 书后 习题 的 编写 中 ,除了 其 中 一 小 部 分 是 参考 
国内 外 教科 书 之 外 ,其 余 相当 多 的 题目 是 编著 者 自己 根据 所 讲 内容 及 从 事 科学 研 
究 的 实践 之 中 提炼 .升华 而 编写 的 。 毫 无 疑问 ,这 些 题目 对 加 深 理 解 所 讲授 的 基 
本 内 容 , 密 切 与 现代 科研 方向 的 联系 ,提高 学 生 解 决 实际 问题 的 能 力 是 一 个 很 好 
的 基本 训练 与 基本 练习 , 它 不 仅 使 同学 们 完成 了 课 后 作业 ,更 重要 的 是 从 解 题 之 
中 获得 了 更 多 的 新 思想 、 新 知识 、 新 内 容 、 新 方法 。 

三 位 作者 万 分 感谢 中 国 科学 院 力学 研究 所 证 荫 焉 教授 对 本 书 编写 所 给 予 的 
关心 与 支持 。 证 先生 早 在 20 世纪 60 年 代 就 曾 在 中 国 科 学 技术 大 学 主编 并 出 版 
了 《理想 气体 动力 学 》, 并 亲自 为 学 生 讲 授 这 门 课程 ; 童 冬 岗 院士 等 在 1990 年 出 版 
.了 《气体 动力 学 》 陈 懋 章 院 士 出 版 了 《粘性 流体 动力 学 基础 》, 这 三 本 书 是 我 们 在 
本 书 编著 过 程 中 最 重要 的 参考 书 。 这 里 我 们 衷心 感谢 三 位 前 莫 长 期 以 来 对 我 们 
工作 的 支持 与 厚爱 。 

本 书 可 作为 理工 科 院 校 工程 热 物理 专业 、 力 学 专业 、 航 空 航天 专业 、 燃 气 轮机 
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赴 障 过 江 『 贱 十 J 凯 HH 关 可 加 


革 葡 注 洪 了 由 十 」 炳 是 基本 到 


内 燃 机 专业 、 热 能 与 动力 工程 专业 及 理工 科 有 关 专 业 本 科 生 的 气体 动力 学 课程 孝 
材 ,也 可 供 有 关 教 师 ,科技 人 员 及 研究 生 参 考 。 目 录 中 注 以 x 号 的 章节 ,对 本 科 生 


可 不 作 要 求 ,但 可 作为 研究 生 课程 的 讲授 内 容 。 


由 于 作者 的 水 平 有 限 , 本 书 难免 存在 缺点 和 不 足 之 处 , 效 请 广大 读者 及 专家 
给 予 批评 指教 。E-mail: bguowang@ bit. edu. cn;liushy@ bit. edu. cn; huangwg@ 


mail, etp. ac. cn。 


编著 者 
2003 年 8 月 
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第 1 章 可 压缩 流体 的 热力 学 、 


流体 力学 基础 及 有 关 数 学 工具 


由 于 动力 机 械 及 工程 热 物 理学 科 的 学 生 是 在 修 完 流体 力学 基础 、 工 程 热力 学 以 及 高 等 
数学 与 工科 工程 数学 之 后 学 习气 体 动力 学 这 门 课程 的 ， 因 此 本 章 针对 气体 动力 学 问题 中 将 要 
涉及 的 一 些 流体 力学 、 热 力学 的 基础 知识 以 及 相关 的 高 等 数学 方面 的 工具 作 一 简明 扼要 的 复 
习 ， 个 别 地 方略 有 提高 。 虽 然 本 章 主 要 是 复习 ， 但 却 是 全 书 的 基础 。 


$1.1 气体 动力 学 发 展 概况 及 研究 范畴 
1.1.1 气体 动力 学 研究 的 对 象 及 特点 


气体 动力 学 (Gasdynamics) 也 叫 可 压缩 流体 力学 ， 它 是 流体 力学 的 一 个 分 支 ， 主 要 研 
究 气体 在 其 可 压缩 性 呈 显 著作 用 时 的 流动 规律 以 及 气体 与 周围 物体 之 间 的 相互 作用 〈 例 如 力 
和 热 的 作用 等 )。 经 典 气 体 动力 学 是 流体 力学 和 经 典 热力 学 相 结合 的 一 门 科 学 ， 它 主要 研究 
气体 的 亚 、 跨 、 超 声速 流动 问题 ， 近代 气体 动力 学 除了 研究 亚 、 跨 、 超 声速 流动 之 外 ， 还 应 
该 包括 高 超声 速 (Hypersonic， 我 国 著名 科学 家 钱学森 先生 认为 中 这 时 的 马赫 数 Ma>5) 的 
流动 。 当 飞行 器 以 高 超声 速 再 次 进入 大 气 层 时 ， 它 与 稠密 大 气 层 相互 作用 ， 在 飞行 器 头 部 周 
围 产生 一 个 弓形 的 强 激 波 。 由 于 粘性 耗 散 效应 和 激 波 强烈 压缩 ， 动 能 中 的 一 部 分 转变 为 激 波 
层 内 气体 的 内 能 ， 因 此 空气 穿 过 头 部 激 波 时 被 加 热 、 温 度 突然 升 高 ， 典 型 的 高 超声 速 飞 行 器 
头 部 区 域 的 气体 温度 高 达 10 000 K 以 上 ， 这 使 空气 分 子 产生 离 解 和 电离 并 发 生化 学 反应 ， 
所 以 研究 这 类 流动 问题 将 涉及 到 流体 力学 、 化 学 热力 学 、 化 学 动力 学 、 统 计 物 理 和 量子 物理 
等 方面 的 知识 ， 冯 。 卡门 (Von Karman ) 还 特意 定义 这 类 流动 为 “气动 热 化 学 ” 
(Aerothermochemistry) 问题 中 。 

研究 可 压缩 气体 的 流动 是 以 流体 动力 学 与 热力 学 中 的 一 些 基本 物理 定律 为 基础 ， 其 控制 
方程 组 主要 来 自 四 个 方面 ， 即 

@ 运动 学 方面 : 质量 守恒 定律 ; 

加 动力 学 方面 : 牛顿 (Newton) 第 二 定律 〈 即 动量 定理 ); 

@ 热力 学 方面 : 能 量 守恒 定律 〈 即 热力 学 第 一 定律 ) 以 及 炉 方 程 ( 即 热力 学 第 二 定律 ); 

图 气体 的 物理 和 化 学 属性 方面 : 例如 气体 状态 方程 、 气 体 组 元 间 的 化 学 反应 速率 方程 、 
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气体 的 输 运 机 理 和 对 应 的 输 运 系数 如 扩散 系数 、 粘 性 系数 以 及 热传导 系数 ) 等 。 

由 上 面 四 个 方面 组 成 的 基本 方程 组 再 加 上 给 定 求解 域 边界 上 气体 物理 量 应 满足 的 初始 与 
边界 条 件 ， 便 构成 一 个 非 线性 ( 拟 线 性 ) 偏 微分 或 积分 ) 方程 组 8 人。 显然 ， 这 个 方程 组 
在 数学 上 的 解析 与 数值 求解 都 是 十 分 困难 的 。 因 此 ， 解 决 气体 动力 学 问题 便 产生 了 三 种 方 
法 : 一 是 实验 ， 二 是 理论 分 析 ， 三 是 数值 模拟 计算 。 实 验 研究 能 提供 许多 感性 知识 ， 使 人 
不 断 深入 物理 现象 ， 能 使 研究 者 从 大 量 定性 和 定量 的 资料 中 分 析出 流动 的 规律 来 ， 从 而 为 理 
论 研究 与 数值 计算 提供 理论 模型 。 理 论 研究 则 是 运用 基本 概念 、 定 律 和 数学 工具 ， 抓 住 问题 
的 主要 作用 因素 ， 选 取 某 种 抽象 出 来 的 模型 ， 作 定量 的 分 析 ， 从 而 获得 规律 和 结果 ， 给 出 所 
研究 问题 的 解析 解 或 简化 方程 。 然 而 ， 由 于 数学 分 析 发 展 水 平 的 限制 ， 理 论 分 析 研究 方法 往 
往 只 局 限于 比较 简单 的 理论 模型 ， 不 能 满足 实际 流动 问题 的 需要 。20 世纪 60 年 代 以 来 ， 随 
着 电子 计算 机 和 一 系列 有 效 近似 计算 方法 中， 如 有 限 差分 法 、 有 限 元 法 、 有 限 体积 法 和 谐 方 
法 等 的 发 展 ， 使 数值 方法 在 气体 动力 学 研究 方法 中 的 作用 和 地 位 不 断 提高 ， 并 且 已 成 为 与 实 
验 研究 、 理 论 分 析 并 列 的 研究 方法 中 。 数 值 方法 能 够 解决 理论 分 析 研 究 无 法 解决 的 复杂 流动 
问题 ， 和 实验 相 比 ， 所 需 的 费用 和 时 间 都 比较 少 ， 有 些 流 动 ， 例 如 现代 跨 声 速 高 压 压气 机 转 
子叶 片 叶 尖 与 机 匣 环 壁 间 的 复杂 间隙 流动 趾 ， 在 实验 室 里 进行 有 困难 ， 但 采用 数值 计算 方法 
便 能 很 方便 地 对 其 进行 研究 ， 可 以 得 到 这 种 复杂 流动 的 拓扑 结构 。 当 然 数 值 方法 也 有 其 局 限 
性 ， 对 于 一 个 复杂 的 物理 问题 ， 要 建立 一 个 正确 的 数学 方程 (或 模型 )， 特 别 是 对 工程 热 物 
理学 科 中 复杂 的 流动 问题 如 燃烧 、 多 相 流 、 测 流 等 ， 还 必须 与 实验 研究 以 及 理论 分 析 方法 相 
结合 。 更 重要 的 是 气体 动力 学 中 所 求解 的 大 都 是 非 线性 偏 微分 〈 积 分 ) 方程 组 ， 其 数值 方法 
的 现 有 数学 理论 尚 不 够 充分 ， 严 格 的 稳定 性 分 析 、 误 差 估 计 和 收敛 性 证 明 等 理论 工作 的 发 展 
还 跟 不 上 数值 模拟 方法 的 进展 。 虽 然 关 于 广义 解 惟一 存在 性 等 问题 的 严格 数学 理论 已 取得 了 
长 足 进展 ， 但 还 不 足以 对 一 些 复杂 流动 的 求解 问题 给 出 明确 的 回答 中 。 所 以 实验 研究 、 理 论 
分 析 和 数值 模拟 方法 是 互相 依赖 、 互 相 促进 的 ， 它 们 是 研究 气体 动力 学 的 三 种 基本 方法 。 


1.1.2 气体 动力 学 的 发 展 概况 


气体 动力 学 的 发 展 大 体 上 可 分 成 三 个 阶段 

第 一 阶段 ，19 世纪 下 半 叶 一 20 世纪 30 年 代 ， 这 是 气体 动力 学 的 初期 研究 阶段 。 这 一 时 
期 的 工业 背景 是 19 世纪 下 半 叶 ， 蒸 汽机 、 炮 弹 的 爆炸 技术 的 发 展 都 涉及 气体 流动 的 可 压缩 
性 问题 。1903 年 莱特 兄弟 〈W.Wright 和 0.Wright) 设计 制造 了 带动 力 的 载 人 飞机 并 试飞 成 
功 ， 从 此 开创 了 飞机 飞行 的 纪元 。 随 着 飞机 飞行 速度 的 不 断 提高 ， 动 力 机 械 中 绕 过 涡轮 机 叶 
栅 蒸 汽 〈 或 燃气 ) 的 压力 、 速 度 和 温度 不 断 提高 ， 炸 药 爆炸 产生 的 爆 户 波 强度 不 断 增强 
都 有 力 地 推动 了 气体 动力 学 的 迅速 发 展 。 在 这 个 时 期 ， 创 立 了 一 系列 经 典 理论 ， 其 中 代表 
性 的 有 : 黎 曼 (Riemann，1860) 发 表 了 关于 有 限 振幅 波 在 空气 中 传播 的 重要 论文 ， 兰 金 
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(Rankine，1870) 和 雨 贡 纽 (Hugoniot, 1887) 提出 了 激 波 基本 理论 。 同一 时 期 , 雷 卡 切 夫 (M.A. 
PukaudeB，1871) 提出 了 测定 旋转 的 螺旋 桨 升力 的 方法 ; 马赫 〈E.Mach，1887) 研究 了 抛 
射 体 以 超声 速 运动 时 产生 的 波 ， 得 到 了 马赫 角 关 系 。 其 后 阿 克 莱 (J.Ackeret，1929) 把 流速 
与 声速 之 比 命名 为 马赫 数 : 在 此 期 间 ， 儒 可 夫 斯 基 (H.E. 冰 ykoBckun) 发 表 了 一 系列 著作 ， 
其 中 包括 “飞行 原理 ”(1890)、“ 论 鸟 类 的 飞翔 ”(1892)、“ 航 空 理论 基础 ”(1912)、“ 飞 机 
空气 动力 学 计算 ”(1917)、“ 飞 机 纵向 稳定 性 的 动力 学 研究 方法 ”(1920〉 等 。 另 外 ， 瑞 利 
(Rayleigh，1896) 发 表 了 “声学 理论 ”， 恰 普 雷 金 (C.A、，dannurus) 发 表 了 “ 论 气体 射流 ” 
(1902)、“ 论 平面 平行 流 作用 在 物体 上 的 压力 ”(1910)、“ 翼 栅 理 论 ”(1914〉 以 及 “ 单 翼 机 
机 翼 的 一 般 理论 ”(1922) 等 ， 普 朗 特 〈Prandtl) 和 迈 尔 Th. Meyer) 1908 年 提出 了 斜 激 波 
和 膨胀 波 理论 ， 库 塔 (W. M. Kutta，1902) 和 侍 可 夫 斯 基 〈1906) 分 别 独立 地 提出 了 特殊 的 
与 一 般 的 库 塔 - 儒 可 夫 斯 基 定 理 和 假定 ， 1910 年 布 拉 修 斯 (H. Blasius) 与 恰 普 雷 金 分 别 独立 
地 提出 一 般 二 维 物 体 受 力 公 式 , 从 而 建立 了 完整 的 二 维 升 力 理论 ; 关于 圆锥 激 波 的 求解 问题 ， 
则 先 由 布 泽 曼 (Busemann，1928) 提出 图 解法 , 后 又 由 泰勒 和 马 可 尔 (G.T. Taylor & Maccoll， 
1993) 提出 数值 解 。 拉 瓦尔 (de Laval, 1882) 发 明了 收缩 扩张 形 喷 管 , 其 后 斯 多 道 拉 (Stodola， 
1903) 以 及 普 朗 特 和 迈 尔 (1908) 观测 了 这 种 喷 管 的 流动 特性 ， 另 外 ， 小 扰动 线 化 方法 、 特 
征 线 方法 和 速度 图 方法 也 都 在 20 世纪 初 相继 问世 。 泰 勒 和 马 可 尔 在 “可 压缩 流体 力学 ”一 
文中 总 结 了 上 述 一 系列 葛 基 性 成 果 并 发 表 在 杜 朗 (W.F. Durand，1935) 主编 的 《空气 动力 
学 理论 》 丛书 5 第 I[ 卷 中 。 这 套 丛书 共 六 卷 ， 是 美国 戈 根 海 姆 基金 会 资助 的 。 著 名 力学 家 
普 朗 特 、 泰 勒 及 冯 “。 卡门 等 均 为 该 从 书 撰写 了 重要 章节 。1932 年 兰 姆 (Lamb.H) 出 版 了 《 理 
论 流体 动力 学 》 第 六 版 00，1934 年 普 朗 特 和 蒂 金 斯 〈Tietjens，0.G.) 出 版 了 《流体 与 空气 
动力 学 基础 》 02， 四 年 后 ， 戈 尔 欧 坦 〈S. Goldstein，1938) 主编 了 两 卷 本 的 《流体 力学 新 
发 展 》 "3， 另 外 ， 考 夫 曼 〈W. Kaufmann) 也 分 别 在 1931 和 1934 年 出 版 了 《应 用 流体 力学 》 
并 被 选 为 德国 高 等 学 校 教科 书 。 在 压气 机 和 涡轮 的 气体 动力 学 方面 , 凯 勒 和 马克 (C. Keller & 
L.S. Marks，1937) 出 版 了 《 轴 流风 扇 性 能 和 理论 分 析 》049;， 斯 贝 哈 克 (W. Spannhake，1934) 
出 版 了 《离心 泵 、 涡 轮机 械 及 喷气 推进 器 》03 等 ， 最后， 特别 应 指出 的 是 ，1935 年 在 罗马 
召开 了 第 五 次 沃 特 学术 会 议 (Volta Congress), 讨论 了 航空 中 的 高 速 流动 问题 , 普 朗 特 、 冯 * 卡 
门 、 布 泽 曼 、 泰 勒 等 先辈 均 出 席 了 该 会 ， 使 这 次 会 议 成 为 通 向 近代 气体 动力 学 的 里 程 碑 。 
第 二 阶段 ，20 世纪 30 年 代 一 20 世纪 60 年 代 ， 这 是 气体 动力 学 的 大 发 展 时 期 。 首 先 ， 
普 朗 特 〈1904 年 ) 提出 了 一 个 突破 性 的 重大 见解 ， 他 认为 流 场 可 划分 为 两 个 区 域 处 理 ， 远 
离 物 面 的 区 域 用 无 粘 理论 处 理 ， 贴 近 物 面 的 一 层 流动 区 域 作 粘性 计算 ， 在 两 个 区 域 的 边界 上 
物理 参数 相 匹配 ， 即 著名 的 边界 层 理论 09 。 它 为 第 二 阶段 气体 动力 学 中 粘性 理论 的 研究 开 
辟 了 一 条 新 的 发 展 之 路 ， 从 此 才 使 气体 动力 学 真正 地 服务 于 飞机 和 叶轮 机 械 等 领域 的 气动 设 
计 。 从 第 一 次 世界 大 战 到 20 世纪 30 年 代 末期 第 二 次 世界 大 战 开始 ， 这 是 亚 声 速 飞机 成 熟 的 
时 期 ， 也 是 低速 空气 动力 学 对 航空 事业 做 出 重大 贡献 的 时 期 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 及 战 后 ， 
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航空 发 动机 功率 不 断 提高 ， 并 且 出 现 了 涡轮 喷气 发 动机 ; 飞机 的 速度 也 不 断 提高 并 且 逐 渐 接 
近 声 速 。 高 速 飞机 在 跨 声 速 时 要 遇 到 “ 音 障 ”。 所 谓 “ 音 障 ” 即 此 时 的 空气 动力 学 特性 急剧 
变化 ， 出 现 阻 力 大 大 增加 ， 升 力 降低 ， 飞 行 器 操纵 性 和 稳定 性 恶化 。 围 绕 克 服 “ 音 障 ”问题 
人 们 花费 了 巨大 的 精力 ， 最 后 才 突破 了 声速 ， 达 到 了 超声 速 飞行 。 应 该 指出 ，1945 年 前 后 ， 
飞行 器 的 最 高 速度 只 能 达到 3 一 4 倍 的 声速 ， 当时 的 人 们 对 高 超声 速 流动 〈 指 大 于 五 倍 
声速 的 流动 ) 并 不 太 感 兴趣 。 在 这 个 时 期 ， 气 体 动力 学 得 到 了 飞速 发 展 ， 例 如 阿 克 莱 (1925) 
提出 了 超声 速 轻型 的 线 化 理论 ， 并 由 此 开始 了 超声 速 机 翼 理 论 的 研究 。 普 朗 特 〈1930) 提出 
了 以 他 名 字 命 名 的 相似 性 准则 ， 在 亚 声 速 范围 内 用 它 可 以 修正 翼 型 升力 的 压缩 性 影响 。1939 
年 与 1941 年 钱学森 "与 汉 。 卡 门 分 别 独立 地 提出 了 一 个 更 精确 的 准则 常 被 称 作 卡 门 - 钱 
学 森 近 似 方法 ) 并 得 到 了 著名 的 卡门 -钱学森 公式 。 这 一 公式 是 对 小 扰动 条 件 下 亚 声速 流动 
中 相似 法 则 的 一 种 修正 ， 而 且 还 能 用 到 高 亚 声 速 范围 的 翼 型 设计 。 在 这 一 时 期 ， 一 批 优秀 的 
著作 与 教材 问世 了 ， 如 :， 柯 朗 和 弗 里 德里 克 斯 〈(R. Courant & K.O. Friedrichs，1948) 的 《 超 
声速 流 与 激 波 》59， 李 普 曙 和 鲍 凯 特 〈H.W. Liepmann & A.E. Puckett，1947) 的 《可 压缩 
空气 动力 学 引 论 )》 09; 费 里 (A. Ferri, 1949) 的 《超声 速 空气 动力 学 ) 0; 夏 皮 罗 (A.H. Shapiro， 
1953) 的 《可 压缩 流 的 动力 学 与 热力 学 》 520;， 堆 华 斯 (L.Howarth，1953) 主编 的 《高 速 流 
体 动 力学 的 新 发 展 ) 1， 朗 道 和 栗 费 席 兹 〈( JIaHaay，JInqumu，1954) 的 《连续 介质 力学 》 
5p3， 洛 强 斯 基 〈 了 区 T.JIonuaHcknm 1950) 的 《液体 与 气体 力学 》 52 ， 阿 尔 然 尼 可 夫 和 马 
尼采 夫 ( ApxaHukoB，ManbueB，1952) 的 《空气 动力 学 》 25。 与 此 同时 ， 由 于 高 推 重 比 
涡轮 喷气 发 动机 的 推力 不 断 增 加 ， 叶 轮机 械 内 气体 的 流 场 也 逐渐 地 由 亚 声速 增加 到 跨 声 速 及 超 
声速 流动 。 这 种 工程 背景 促使 内 流 气体 动力 学 有 了 较 大 的 发 展 。 这 一 时 期 ， 在 内 流 以 及 叶 杨 理 
论 方面 也 出 现 了 许多 优秀 著作 与 教科 书 ， 如 : 库 赫 曼 和 维 贝尔 (D. Kuhemann &]J .Weber，1956) 
的 《航空 发 动机 空气 动力 学 》 69， 杰 依 奇 (M.E.Ieaq，1953) 的 《工程 气体 动力 学 》 571; 柯 
青 (HLE.Koyns, 1949) 的 《 叶 栅 的 流体 动力 学 理论 》 2， 阿 勃 拉 莫 维 奇 ( [.H.A6paMoBH9) 
的 《实用 气体 动力 学 》f29)， 斯 捷 金 〈( 6.C.Credkna，1956) 的 《喷气 发 动机 原理 (叶片 机 )》 
99， 普 罗斯 库 拉 〈 人. 中 .Tpocxkypa，1954) 的 《涡轮 机 流体 动力 学 》GJ， 鲍 里 先 柯 (A. 
BopuceHKo，1962) 的 《发 动机 气体 动力 学 》 2; 哈 洛 克 〈J. H. Horlock，1958) 的 《 轴 流 
式 压 气 机 的 流体 力学 与 热力 学 》53， 瓦 夫 拉 〈M.H. Vavra，1960) 的 《涡轮 机 械 中 的 气动 热 
力学 和 流动 》54 等。 特别 应 指出 的 是 ， 在 这 一 时 期 吴 仲 华 〈Wu Chung-Hua) 教授 在 叶轮 机 
械 气 动 设 计 方面 为 世界 科技 界 作出 的 贡献 。 从 1949 年 起 ， 他 连续 发 表 了 一 系列 论文 ， 提 出 
了 径 向 平衡 55)、 通 流 理论 69 等 重要 方法 。1952 年 他 又 发 表 了 著名 论文 “ 轴 流 、 径 流 和 混流 
式 亚 声速 与 超声 速 叶轮 机 械 中 三 元 流动 的 普遍 理论 ”27 ,创建 了 叶轮 机 械 三 元 流动 理论 ， 
并 被 国际 学 术 及 工程 技术 界 公认 为 “ 吴 氏 通用 理论 "， 其 主要 方程 被 称 作 “ 吴 氏 方程 ”。20 
世纪 60 年 代 中 期 ， 他 又 提出 了 使 用 任意 非 正 交 曲 线 坐 标 与 相应 的 非 正 交 速 度 分 量 的 叶轮 机 
械 三 元 流动 基本 方程 组 B9 。 在 此 基础 上 ， 他 领导 发 展 了 一 整套 亚 、 跨 、 超 声速 流 场 的 计算 
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方法 与 计算 机 程序 。 正 由 于 其 在 叶轮 机 械 气 动 热力 学 方面 的 卓越 成 就 ， 国 际 吸 气 式 发 动机 大 
会 在 每 两 年 一 次 的 年 会 上 设立 了 永久 性 的 “ 吴 仲 华 讲座 ”， 以 纪念 他 的 贡献 。 另 外， 自从 1947 
年 世界 上 有 了 第 一 台电 子 计算 机 后 ， 数 值 模拟 方法 便 得 到 了 迅速 发 展 并 成 为 继 实验 方法 和 理 
论 分 析 方 法 之 后 第 三 种 解决 气体 动力 学 问题 的 有 效 方法 。 就 在 这 一 年 ， 科 帕 尔 (Kopal，Z) 
用 电子 计算 机 求解 了 泰勒 - 马 可 尔 方程 ， 获 得 了 超声 速 气流 绕 圆锥 的 数值 解 。 此 外 ， 在 20 世 
纪 50 年 代 末 还 有 几 件 特别 值得 回忆 的 事 : 查 雷 〈J Charyk) 任 主编 ， 从 1947 年 开始 一 直到 
1964 年 汇集 了 一 百 多 位 科学 家 集体 编著 的 《高 速 空 气动 力学 及 喷气 推进 丛书》591 共 计 12 卷 
的 问世 ， 著 名 空气 动力 学 专家 钱学森 、 林 家 竹 、 郭 永 怀 等 都 是 丛书 的 作者 ;在 英国 以 堆 华 斯 
任 主编 ， 汇 集 众多 科学 家 总 结 1949 年 以 前 气体 动力 学 在 各 方面 的 发 展 ， 出 版 的 两 卷 本 《 流 
体 动力 学 的 新 发 展 一 一 高 速 流 》:o; 德国 著名 气体 动力 学 家 奥 斯 瓦 梯 许 (K.Oswatitsch, 1956) 
出 版 了 《气体 动力 学 》 专著 50; 意大利 的 费 拉 里 和 脱 里 柯 米 (C. Ferrari & F. G. Tricomi，1962) 
出 版 了 《 跨 声 速 空气 动力 学 》[ 呈 专 著 。 上 述 这 两 套 丛 书 和 两 部 专著 的 确 很 好 地 反映 了 第 二 
阶段 经 典 气 体 动 力学 发 展 的 重要 成 果 。 

高 超声 速 飞行 是 从 1949 年 开始 的 。 这 年 2 月 美国 用 V-2 火箭 加 上 WAC 下 士 (Corporal) 
火箭 组 成 了 两 级 火箭 进行 了 飞行 试验 ， 飞 行 高 度 392.6 km， 飞 行 速度 达 8 286 km/h， 这 是 世 
界 上 第 一 个 以 商 超 声速 飞行 的 飞行 器 [9]。1957 年 10 月 4 日 ， 前 苏联 发 射 了 世界 第 一 蜂 人 造 
地 球 卫星 ，1961 年 4 月 12 日 ， 前 苏联 航天 员 加 加 林 (IO A.TaraprH) 乘 “东方 一 号 ”飞船 
以 马赫 数 Ma=25( 即 速度 为 8.7 km/s), 绕 地 球 一 圈 仅 用 108 min， 实 现 了 绕 地 球 的 轨道 飞行 ， 
1961 年 2 月 美国 空军 的 试验 飞机 X-15 首次 试飞 ， 飞 行 马赫 数 Ma 超过 5.3; 1969 年 7 月 20 
日 , 美国 发 射 了 “阿波 罗 ”(Appolo) 登 月 飞行 器 ,飞行 马赫 数 Ma 为 36 ( 即 速度 为 12 km/s )， 
并 顺利 地 返回 地 球 。 为 了 解决 火箭 、 载 人 飞船 在 高 超声 速 飞行 时 尤其 是 弹头 和 飞船 再 入 大 气 
层 时 所 遇 到 的 复杂 气动 力 和 气动 热 问题 ， 这 个 时 期 气体 动力 学 在 高 超声 流动 方面 发 展 得 很 快 ， 
到 20 世纪 50 年 代 末 期 已 经 基本 上 形成 了 高 超声 速 气体 动力 学 的 理论 体系 ， 其 中 代表 性 的 著 
作 有 : 1959 年 美国 海 斯 和 普 洛 斯 坦 (W.D. Hayes & R.F, Probstein) 合 著 的 《高 超声 速 流 理 
论 》c9， 同 年 前 苏联 契 尔 内 依 〈T.T.depHata) 的 《高 超声 速 气体 流动 》[53，1960 年 帝 维 
尼 (FM. Devienne) 的 《 稀 注 气 体 动力 学 》'49，1962 年 多 兰 斯 (W.H.Dorrance) 的 《高 超 
声速 粘性 流动 》[41，1952 年 查 普 曼 和 考 林 〈S. Chapman && T.G. Cowling) 合 著 的 《 非 均匀 气 
体 的 数学 理论 》 [ 唔 以 及 1966 年 泽 尔 道 维 奇 和 莱 依 杰 尔 ( 91.B. 3enpnoBuy，IO.II. Pansep) 
合 著 的 《 激 波 和 高 温 流体 动力 学 的 物理 现象 》"9 ， 这 几 本 书 系统 地 总 结 了 20 世纪 60 年 代 
气体 动力 学 在 高 超声 流动 方面 的 重要 研究 成 果 。 

第 三 阶段 ，20 世纪 60 年 代 至 今 ， 这 是 计算 气体 动力 学 与 高 超声 速 气体 动力 学 大 发 展 的 时 
期 。 下 面 从 航天 技术 及 高 超声 速 气体 动力 学 的 进展 ， 亚 声速 、 跨 声速 及 超声 速 计算 气体 动力 学 
的 进展 以 及 高 性 能 动力 装置 ,尤其 是 叶轮 机 械 跨 声速 气动 热力 学 的 进展 这 三 个 大 侧面 作 一 简介 。 

航天 技术 及 气体 动力 学 在 高 超声 速 流动 领域 的 进展 。20 世纪 80 年 代 中 期 ， 高 超声 速 气 

5 


Vv 气体 动力 学 


体 动力 学 的 发 展 出 现 了 一 个 新 高 潮 。 这 个 高 潮 是 和 天 地 往返 运输 系统 的 发 展 密切 相关 的 。 所 
谓 天 地 往返 运输 系统 就 是 在 地 面 和 空间 站 之 间 往返 运送 人 员 和 货物 的 运输 工具 。 为 了 进一步 
开发 空间 资源 ， 出 现 了 长 期 在 地 球 低 轨 道上 运行 的 空间 站 。 前 苏联 在 发 射 了 7 艘 礼炮 号 空间 
站 之 后 , 于 1968 年 2 月 发 射 了 和 平 号 空间 站 的 核心 舱 ; 美国 在 发 射 了 空 天 实验 室 之 后 于 1984 
年 7 月 决定 建设 自由 号 国际 空间 站 , 这 个 计划 得 到 了 西欧 9 国 以 及 加 拿 大 与 日 本 的 支持 ;1993 
年 9 月 美 俄 两 国 决定 联合 建设 国际 空间 站 。 早 期 的 天 地 往返 系统 多 采用 一 次 性 使 用 的 飞船 来 
达到 将 人 送 入 空间 的 目的 。 在 前 苏联 ， 已 有 “东方 号 “上 升 号 ”和 “联盟 号 ”三 个 系列 的 
飞船 ， 并 且 于 1967 年 4 月 发 射 的 第 一 稻 联 盟 号 飞船 至 今 已 为 和 平 号 空间 站 提供 了 20 多 年 的 
服务 ， 在 美国 ， 也 有 “水 星 号 ”“ 双 子 星座 号 ”和 “阿波 罗 ” 三 个 系列 的 飞船 。 后 来 ， 天 地 
往返 系统 开始 发 展 重复 使 用 的 航天 飞机 。 航 天 飞机 装载 量 大 ， 而 且 轨 道 器 能 够 重复 使 用 。 不 
过 ， 运 输 费 用 高 、 使 用 维护 不 方便 和 体积 利用 率 低 仍 是 航天 飞机 的 不 足 之 处 。 现 在 ， 世 界 各 
国正 在 研究 和 发 展 先进 的 天 地 往 友 运输 系统 ， 特 别 是 发 展 空 天 飞机 。1994 年 8 月 美国 总 统 
签发 了 美国 新 的 空间 运输 政策 ， 决 定 让 NASA 负责 研究 重复 使 用 的 运载 飞行 器 。 目 前 NASA 
提出 了 三 种 重复 使 用 的 单 级 入 轨 火 箭 方 案 ， 其 中 HL-20 升力 体 构 形 (5) 是 一 种 很 有 前 途 且 较 
为 实用 的 构 形 之 一 。 就 尺寸 上 讲 ，HL-20 只 有 美国 目前 航天 飞机 的 110， 所 使 用 的 防 热 瓦 
(HRSI) 的 数目 也 很 少 ， 只 要 1 000 片 ( 而 美国 航天 飞机 要 装 2 万 7 千 片 )， 并 且 它 在 上 升 
段 具 有 良好 的 应 急救 生 能 力 550。 发 展 先进 的 天 地 往返 运输 系统 ， 特 别 是 发 展 空 天 飞机 ， 对 
气体 动力 学 中 高 超声 速 流动 提出 了 更 高 的 要 求 。 它 要 求 在 更 宽 的 马赫 数 范围 内 对 气动 性 能 预 
测 得 更 加 精确 ， 要 求 提供 从 低速 到 高 超声 速 都 具有 和 良好 的 气动 性 能 并 考虑 机 体 与 发 动机 一 体 
化 的 构 形 ， 要 求 研究 更 加 复杂 的 现象 ， 包 括 有 化 学 反应 的 流动 、 测 流 、 转 换 、 激 波 、 旋 涡 及 
这 些 现象 的 相互 作用 。 为 了 满足 这 些 要 求 ， 必 须 改建 和 新 建 地 面 模拟 设备 ， 发 展 高 精度 、 高 
分 辨 率 的 流 场 观 测 方法 和 气体 动力 学 的 计算 方法 ， 发 展 必要 的 缩 比 验证 飞行 器 。 这 样 就 把 气 
体 动力 学 中 高 超声 速 流动 的 研究 推 向 了 一 个 新 高 潮 。 应 该 指出 : 目前 ， 世 界 各 国 还 没有 一 个 
地 面 模拟 设备 能 够 模拟 高 超声 速 飞行 器 在 Ma>8 以 上 飞行 时 的 真实 环境 ， 因 而 计算 气体 动 
力学 对 高 超声 速 飞行 器 的 设计 来 讲 就 显得 更 加 重要 。 

亚 声 速 、 跨 声速 及 超声 速 计算 气体 动力 学 的 进展 。20 世纪 70 年 代 以 来 ， 从 求解 所 使 用 
的 数学 方程 来 讲 经 历 了 四 个 阶段 ， 即 : @ 求解 线性 无 粘 流 方程 ， 如 定常 亚 声 速 、 超 声速 的 小 
扰动 速度 势 函数 方程 ， 它 是 典型 的 椭圆 或 双 曲 型 方程 ，@ 求解 非 线性 无 粘 流 方 程 ， 如 定常 跨 
声速 小 扰动 速度 势 函 数 方程 ( 它 是 混合 型 非 线性 方程 )、 定 常 无 旋 流 方程 (或 全 位 势 流 方程 )、 
定常 流 的 Euler 方程 (Ma>1 时 为 双 曲 型 ，Ma<1l 时 为 双 曲 椭圆 型 ) 与 非 定 常 流 的 Euler 方 
程 (对 时 间 + 而 言 为 纯 双 曲 型 ); @@ 求解 雷诺 平均 Navier-Stokes 方程 ， 如 抛物 化 的 可 压缩 定 
常 N-S 方程 〈 双 曲 抛物 型 方程 组 )、 抛 物化 的 可 压缩 非 定常 N-S 方程 ( 双 曲 抛物 型 方程 组 )、 
可 压缩 定常 完全 N-S 方程 〈 双 曲 椭圆 型 方程 组 )，@@ 求解 可 压缩 非 定常 完全 N-S 方程 (对 于 
时 间 + 而 言 它 是 双 曲 抛物 型 方程 组 )。 以 上 是 从 求解 的 数学 方程 来 逐步 逼近 可 压缩 非 定常 完 
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全 Navier-Stokes 方程 组 的 过 程 ， 它 经 历 了 一 个 从 易 到 难 的 发 展 过 程 。 从 渤 流 模型 的 发 展 上 
讲 大 概 经 历 了 如 下 七 个 过 程 ， 即 : @ 零 方程 模型 (在 20 世纪 五 六 十 年 代用 得 最 多 )， 例 如 
Cebeci-Smith 平衡 模型 (1968 年 )，Baldwin-Lomax 模型 《1978 年 ) 等 ，@ 一 方程 模型 ， 例 
如 Bradshow 〈1967) 的 漠 动 能 方程 模型 ，Baldwin-Barth 的 一 方程 模型 (1991 年 提出 ) 和 
Spalart-Allmaras 的 一 方程 模型 (1992 年 提出 ) 等 ; @@ 两 方程 模式 , 例如 Jones-Launder(1972) 
的 上 -8 模型 ，Saffman (1976) 的 上 -oo 模型 以 及 Ekaterinaris 和 Menter (1994) 发 展 的 SST 
《Shear Stress Transport) 一 @ 模 型 等 ，@ 非 线性 〈 即 雷诺 应 力 与 平均 流 的 应 变 率 间 为 非 线性 
的 ) 模型 ， 例 Launder (1996 年 ) 的 非 线性 模式 和 Gatski & Speziale (1993 年 ) 的 非 线 性 模 
型 等 ，@ 雷诺 应 力 模式 (RSM) (包括 代数 应 力 模式 (ASM) 和 微分 应 力 模式 (DSM))， 例 
如 Launder (1996)，Lumeley (1992) 都 对 DSM 做 了 研究 ，@ 大 涡 模 拟 (LES);， 人 @ 直接 数 
值 模拟 (DNS)。 应 该 指出 ， 在 复杂 流 场 的 计算 中 ， 例 如 在 飞机 的 翼 身 组 合体 计算 以 及 叶轮 
机 械 中 的 三 维 流 场 计算 时 ， 目 前 较 多 使 用 前 四 种 灌流 模型 。20 世纪 70 年 代 以 来 ， 从 计算 中 
使 用 的 计算 网 格 来 讲 经 历 了 先 由 20 世纪 五 六 十 年 代 的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 或 圆柱 坐标 网 格 发 展 
到 20 世纪 70 年 代 的 贴 体 曲线 坐标 系 下 任意 曲线 网 格 ; 然后 由 20 世纪 80 年 代 的 结构 网 格 发 
展 到 今天 的 非 结构 网 格 ; 另外 ， 从 计算 机 的 使 用 上 , 也 从 单纯 依靠 计算 机 单机 性 能 的 提高 ( 例 
如 发 展 向 量化 计算 以 提高 单机 的 潜力 ) 发 展 到 今天 的 大 规模 并 行 计算 ， 也 就 是 说 大 型 并 行 计 
算 机 的 问世 为 该 学 科 的 发 展 提供 了 新 的 机 遇 。 上 面 我 们 从 几 个 大 的 方面 回顾 了 20 世纪 70 年 
代 以 来 气体 动力 学 在 计算 方法 和 计算 技术 方面 的 一 些 进展 ， 下 面 举 几 个 具有 重大 影响 的 具体 
实例 : @ 1968 年 Magnus、Gallaher 和 Yoshihara 用 时 间 推 进 法 求解 了 超 临 界 有 激 波 机 翼 绕 流 
流 场 的 Euler 方程 组 3, 他 们 首次 用 时 间 推 进 法 得 到 了 一 个 收敛 的 定常 解 ;@ 1970 年 Murmann 
和 Cole55 提 出 了 混合 差分 格式 ， 首 次 用 松弛 和 迭代 法 求解 了 定常 跨 声 速 小 扰动 速度 势 方程 ， 

他 们 的 工作 被 公认 为 开辟 了 跨 声速 气体 动力 学 新 的 领域 。 随 后 Jameson 提出 了 旋转 差分 格 
式 ， 进 一 步 将 混合 格式 推广 到 全 位 势 方程 ，@) 1974 年 Ballhaus 和 Steger 提出 了 隐 式 近似 因 
式 分 解法 〔AF 方法 ) 9， 其 收敛 速度 大 大 超过 了 线 松弛 迭代 法 的 收敛 速度 ， 他 们 并 用 此 方 
法 求解 了 非 定常 跨 声速 流动 ，@@ 1975 年 Beam 和 Warming 提出 了 求解 双 曲 守恒 型 Euler 方程 
组 的 隐 式 近似 因 式 分 解法 〈AF 方法 ) 59， 随 后 又 推广 求解 N-S 方程 ， 另 外 ，MacCormack 
也 分 别 于 1969 年 、1980 年 与 1984 年 提出 了 他 自己 的 三 种 格式 59， 并 求解 了 可 压缩 流 N-S 
方程 组 ，@ 1979 年 Steger 和 Warming 提出 了 矢 通 量 分 裂 格式 ，1981 年 Jameson 和 Turkel 提 
出 了 隐 式 LU 分 解 格式 5 ， 从 而 使 该 算法 较 AF 方法 大 大 减少 了 计算 量 ，@@ 1983 年 Harten 
首次 提出 了 高 分 辨 率 〈High Resolution) 和 总 变 差 不 增 (Total Variation Diminishing ) 的 概念 ， 
构造 了 TVD 格式 5 中。 在 随后 的 数 十 年 里 TVD 型 的 高 分 辨 格式 ， 例 如 基本 无 振荡 格式 
(Essentially Non-Oscillatory Schemes) ENO、 加 权 ENO 格式 (WENO) 和 NND 格式 等 相继 
产生 。 这 类 格式 的 重要 特点 是 : 引入 了 节点 模板 (Stencil〉 和 限制 函数 的 概念 , 使 捕捉 的 激 波 
有 较 高 的 分 辨 率 。 这 些 格 式 可 以 模拟 含 激 波 和 旋涡 的 复杂 流 场 , 并 且 可 以 抑制 数值 解 的 振荡 。 

学 
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在 高 性 能 动力 装置 ， 尤 其 叶轮 机 械 跨 声 速 气动 热力 学 方面 的 主要 进展 。20 世纪 60 年 代 
以 来 ， 围 绕 高 性 能 动力 装置 的 气动 设计 ， 叶 轮机 械 的 三 元 流 场 计算 尤其 是 三 维 跨 声速 流 场 的 
计算 一 直 是 国际 上 学 术 界 主攻 的 焦点 。20 世纪 60 年 代 末 期 ， 吴 仲 华 教授 首先 倡导 使 用 非 正 
交 曲 线 坐 标 系 并 使 用 相应 的 非 正 交 速度 分 量 , 在 其 基础 上 他 给 出 了 任意 回转 $, 流 面 与 翘 曲 5 
流 面 上 的 流 函 数 主 方程 。 不 久 ， 他 的 助手 们 便 首 次 使 用 这 套 方 程 得 到 了 亚 声速 与 高 亚 声 速 时 
5, 与 9。 两 类 流 面 流 场 的 数值 解 9 。 之 后 吴 仲 华 教授 便 向 中 国 工程 热 物理 界 提出 了 主攻 跨 
声速 流 函 数 方法 的 设想 。 在 其 指导 下 , 他 的 学 生 们 成 功 地 求解 了 两 类 流 面 的 跨 声 速 流 场 *'' 6 ， 
并 使 我 国 在 20 世纪 80 年 代 在 两 类 流 面 的 研究 方面 处 于 世界 领先 水 平 。 与 此 同时 ， 在 20 世 
纪 八 九 十 年 代 我 国 在 直接 求解 叶轮 机 械 三 维 流 场 方面 也 取得 了 很 大 的 进展 I。 到 了 20 世 
纪 90 年 代 中 期 ， 涡轮 级 由 静 叶 排 与 动 叶片 排 组 成 ) 与 压气 机 级 , (由 动 叶 排 与 静 叶 片 排 
组 成 ) 的 三 维 跨 声 速 粘性 流 场 计算 已 能 顺利 完成 "~”。20 世纪 末 ， 我 国 工程 热 物理 界 气 
动 热力 学 的 主攻 方向 已 由 单 级 流 场 计算 转 向 多 级 动静 叶 级 间 相互 干涉 的 三 维 非 定常 流 场 计 
算 "? 人 9， 其 发 展 态势 与 国际 同步 。 


$1.2” 场 论 基 础 与 张 量 计算 初步 


在 工程 物理 及 流体 力学 、 气 体 动力 学 中 ， 经 常 要 遇 到 各 种 不 同 的 标量 场 、 矢 量 场 与 张 量 
场 。 温 度 场 、 压 力 场 、 密 度 场 等 都 是 标量 场 ， 速 度 场 、 力 场 、 电 磁场 等 都 是 矢量 场 ， 而 应 力 
场 、 粘 性 应 力 场 、 变 形 率 场 等 都 是 张 量 场 。 场 论 是 研究 标量 场 及 矢量 场 数学 性 质 的 一 门 数学 
分 支 ， 而 张 量 分 析 则 是 将 张 量 的 共同 特性 抽象 出 来 加 以 定义 并 对 张 量 的 性 质 加 以 数学 上 的 探 
讨 。 因 此 场 论 和 张 量 方面 的 知识 对 学 习气 体 动力 学 是 必 不 可 少 的 工具 。 本 节 简 明 扼要 地 介绍 
流体 力学 与 气体 动力 学 中 常用 的 场 论 与 张 量 知识 ， 供 读者 学 习 中 使 用 。 应 该 指出 ， 本 节 是 在 
任意 曲线 坐标 系 下 讨论 张 量 计算 所 需 的 最 低 基 础 知识 ， 这 些 知识 有 些 是 大 学 本 科 工 科学 生 必 
须 具 备 的 〈 即 在 大 学 工程 数学 及 有 关 课 程 中 已 讲 过 )， 有 些 略 超出 一 点 范围 ， 但 它 不 会 影响 
本 节 的 使 用 ， 初 学 者 可 用 笛 卡 儿 坐 标 系 作为 特例 去 体验 、 校 核 与 理解 本 节 给 出 的 一 般 表 达 式 
的 通用 性 与 正确 性 。 之 所 以 在 任意 曲线 坐标 系 〈 不 仅 限于 正 交 曲线 坐标 系 ) 下 讨论 张 量 计算 
而 不 选用 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 ， 其 原因 有 三 点 : 一 是 它 较 笛 卡 儿 张 量 计算 更 具有 普遍 性 ;二 
是 当今 气体 动力 学 数值 计算 广泛 采用 贴 体 曲线 坐标 系 ， 它 具有 很 强 的 实际 应 用 背景 ， 对 它 不 
可 能 回避 ， 三 是 10 余年 讲授 气体 动力 学 实践 表明 ， 这 种 处 理 有 益 于 本 科 生 知识 结构 的 培养 。 


1.2.1 基 矢 量 与 张 量 的 并 矢 表示 法 


一 、 基 矢量 与 度量 张 量 
令 (y',y, 六 ) 代 表 笛 卡 儿 直 角 举 标 系 ，(ii,i,s) 为 它 的 单位 切 矢量 ; 令 (na,z,P) 代 表 任 
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和 


意 曲 线 坐标 系 ， (eex,e;) 是 该 坐标 系 的 基 矢 量 ， 并 用 (wu,u,,ww) 代表 单位 基 矢 量 ; 令 尽 为 矢 
径 ， 于 是 

o- 恕 -5 台 - VECw (这 里 不 对 a 作 和 ) (1-2-D 
这 里 采用 了 爱 因 斯 坦 (Einstein) 求 和 规约 。 式 中 ,gou =ec ee; 令 ew 与 e* 为 埃 丁 顿 (Eddington) 
张 量 ， 并 且 令 曲 线 坐 标 系 ( 凡 , 妆 , 妇 2) 与 曲线 坐标 系 (六 , 国 ) 互 易 ， 因 此 (ei,e,,e3) 与 (el,ez,e3) 
构成 对 偶 基 矢 量 〈 又 称 倒 易 基 矢 量 )， 则 有 


vd e'xe/ =ee, (1-2-2) 

。_ 流 ， 

e°=—=i (这 里 不 对 Qa 作 和 ) (1-2-3) 
Or 

g™ ee (1-2-4) 


式 中 ，w 为 曲线 坐标 系 (xm,z5,z) 的 单位 基 矢 量 。 令 go 与 g” 分 别 表示 曲线 坐标 系 
(0 天, 划 ) 与 (m1,b, 加 ) 的 度量 张 量 ， 则 有 


上 jv 


gop = = ge (1-2-5) 


=e" .0 = 一 -一 -= (1-2-6) 


并 且 有 


Bx dr ox i 
中 EE 三 


ol 3 
2 2 
中 中 中 中 日 (1-2-8) 
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gn Ba Bn a i 
8=|gn g2 gnl, =ls” 82 83 (1-2-9) 
ga Bn 8 8 | er a 
el (1-2-10) 
请 
1 
Val xe) = (1-2-11) 
1 
再 exe- 于- (1-2-12) 
8 ej oy 
eire!=g8/ =6/, e're)=8)=0) (1-2-13) 
Kronecker » 9(y,y,y )/9(x ,x ,x) | Jacobian 
式 中 ，6/ 与 6) 为 克 罗 奈 克 ( ) 记号 9。9(y',y,)/9(x',xe, 台 ) 为 牙科 比 ( > 


函数 行列 式 p9 。 
二 、 张 量 的 并 矢 表示 法 以 及 张 量 的 并 乘 与 点 积 
令 G 表示 度量 张 量 (又 称 单位 张 量 )， 则 在 同一 个 坐标 系 中 可 有 如 下 不 同 种 类 〈 协 变 或 
逆 变 ) 的 分 量 表示 
G=8ieej=8iee'=5iee' =eel=aleei=elei (1-2-14) 
令 T 与 8 为 任意 阶 张 量 ，( 不 妨 以 二 阶 张 量 为 例 ， 令 了 =Tyeej， 而 S=Swete" )， 则 TS 表示 
两 个 张 量 并 乘 ， 便 有 


TS =T?Sueeese” (1-2-15) 
而 ST =S,T’e'e"ee, (1-2-16) 
这 时 TS 与 ST 都 是 四 阶 张 量 。 显 然 ， 张 量 并 乘 时 顺序 不 能 任意 交换 ， 即 
TS#ST (1-2-17) 
另外 ， 对 于 两 个 张 量 的 双 点 积 有 两 种 定义 ， 一 种 叫 并 联 式 ， 另 一 种 叫 串 联 式 ， 其 结果 分 别 为 
(并 联 式 ) T:S=(T'ee)):(Sme'e")=T’Sh, (ee Ne, +e")=TS, (1-2-18) 
(串联 式 ) TS =(T'ee)) (Sme'e")=T" Si (ee*)ei*e")=T"S, (1-2-19) 
令 V 表 示 矢 量 ， 则 7 与 V 的 点 积 使 为 
TeV =(T’ee) (ve)=Tve, (1-2-20) 
而 V 与 了 的 点 积 应 为 
VT=(Ve').(T’ee)=vT"e) =T™e, (1-2-21) 


这 时 T.Y 与 Y.T 都 变 为 一 阶 张 量 即 矢量 。 显然 , 当 T 不 是 对 称 张 量 时 , 则 有 (TV )#(V .T)。 
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1.2.2 张 量 场 的 微分 运算 


一 、 基 矢量 的 导数 及 Christoffel 符号 
在 曲线 坐标 系 中 协 变 基 矢 量 {ej} 及 其 互 易 基 {e'}) (又 称 对偶 基 ) 都 是 曲线 坐标 {x'} 的 函 


数 ， 因 此 e, 与 e' 的 全 微分 分 别 是 


=a (1-2-22) 
， 
de = de (1-2-23) 
令 上 和 Ts 分别 表 示 第 二 类 与 第 一 类 Christoffel 符号 ， 则 ae /ax' 与 ae' /ar/ 可 分 别 表 为 
入 =ne =roe (1-2-24) 
， 
中 =-Thet (1-2-25) 
， 
rt =et 加 = (1-2-26) 
De, 1fags。 ,84 98， 9e 
rs = 著 - 悦 =e Ta (1-2-27) 
gs ai 
ed aA er 01-2-28) 
-18 19s_dnye 
特别 是 Dh (1-2-29) 
Tyr = guoTh (1-2-30) 
Bg, _ ene, a 
车 = Ta tT (1-2-3D 


注意 ， 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 下 ，Christoffel 符号 恒 为 零 。 

二 、 张 量 分 量 对 坐标 的 协 变 导 数 

1. 协 变 导数 

在 三 维 空间 中 ， 先 讨论 n 阶 张 量 场 函数 T=T(R) 对 矢 径 尺 的 导数 。 根 据 张 量 分 析 中 的 商 
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规则 Ps' 四， 这 个 导数 是 m+1 阶 张 量 。 张 量 微分 与 导数 间 满 足 


上 am fu- 了 an a 
re) 基 上 骂 (1-2-32) 
注意 ，97 /axt 的 表达 式 中 ， 不 仅 包含 分 量 对 坐标 的 偏 导数 ， 也 包含 并 矢 基 张 量 对 坐标 的 偏 
导数 。 今 以 T 为 二 阶 张 量 为 例 说 明 如 下 : 令 T=Tiee'， 则 


al, ， , 
和 2 -到 (ree) = 下 ern 六 y dE -nee (1-2-33) 


式 中 ，VT, 为 协 变 分 量 五 对 坐标 关 的 协 变 导 数 ， 显 然 YeT 为 一 个 三 阶 张 量 的 协 变 分 量 ， 其 
具体 表达 式 为 


ol, 

Vi = -ToT 一 TeTw (1-2-34) 
x 

类 似 的 有 
LA ar’ J ~ 

VT = +I" +Ie7 (1-2-35) 
97 

VD = tT -IT (1-2-36) 


令 V 为 一 阶 张 量 ( 即 矢量 )， 即 V = we' =vie,， 于 是 
ay 


BV) = Ve (1-2-37) 
Vn =r, 

(1-2-38) 
Viv = te” 


2. 度量 张 量 与 置换 张 量 的 协 变 导数 
在 任意 曲线 坐标 系 中 ， 度 量 张 重 G 的 任何 分 量 ( 协 变 、 逆 变 或 者 混合 ) 的 协 变 导 数 恒 
为 零 ， 即 


Vigy =0, Ver =0, Vig’ =0 (1-2-39) 
并 且 在 任意 曲线 坐标 中 ，Eddington 张 量 〈 又 称 置换 张 量 ) 的 分 量 其 协 变 导数 也 恒 为 零 ， 即 
Ve =0, Ven =0 (1-2-40) 


因此 ， 度 量 张 量 G 与 置换 张 量 e 对 矢 径 及 的 导数 分 别 是 三 阶 零 张 量 与 四 阶 零 张 量 ， 即 
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dG/dR=0 de/dR=0 (1-2-41) 

下 面 给 出 关于 度量 张 量 G 的 几 个 重要 人 恒等式 (这 里 T 为 任意 二 阶 张 量 ，a 与 5 为 矢量 ，9 为 
任意 标量 ) 

qa:G=G.a=a 

T.G=G.T=T 

axG=Gxa 

qa.(Gxb)=(Gxa).b=axb 

Gx(axb)=ba-ab (1-2-42) 

(axG).T =(Gxa).T =axT 

V.(9G6)=V9 

V.(Gxa)=Vxa 

Vx(9G)=(V9)xG 
式 中 ，V 为 哈密 顿 (Hamilton) 算 子 "5 7。 

三 、 微 分 算 子 及 张 量 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 等 运算 


1. 张 量 的 梯度 
引进 哈密 顿 (Hamilton) 算 子 ， 在 任意 曲线 坐标 系 中 ， 其 定义 为 
vae 译 (1-2-43) 


令 张 量 T 为 任意 n 阶 张 量 ， 则 7T 的 梯度 便 为 n+1 阶 张 量 ， 其 定义 为 (以 T 为 二 阶 张 量 为 例 ， 
令 T=T,e'e!) 


Ae) - 
oo 


VT=e ere'e/V,T, (1-2-44) 


式 中 ，Vk 为 张 量 分 量 对 坐标 六 的 协 变 导 数 ， 又 称 协 变 微分 算 子 。 
应 当 指出 : 张 量 梯度 的 定义 有 两 种 ， 一 种 是 左 梯度 ， 一 种 是 右 梯度 ， 显 然 本 节 采 用 了 左 
梯度 的 概念 。 今 对 矢 径 RR 求 梯度 ， 即 


VR=et Be =ete, = gye'e’ =8yeiei (1-2-45) 

也 就 是 说 ， 矢 径 尺 的 梯度 是 度量 张 量 G ; 在 三 维 空间 中 ，x =const 曲面 的 单位 法 矢量 为 ui 
(1-2-46) 

(1-2-47) 


(1-2-48) 
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这 里 ws 与 uy 都 是 单位 矢量 ,但 在 一 般 曲 线 坐 标 系 中 ws 通常 并 不 与 ug 平行， 只 有 在 正 交 曲 
线 耸 标 系 中 ， 这 时 ws 与 wy 才 平行 并 且 相等 ， 且 有 ,We'〈 但 两 者 的 模 通 常 并 不 相等 )。 令 及 


为 拉 梅 (Lame) 系数 即 及 = V8 =1/WV8”， 于 是 在 正 交 曲 线 坐 标 系 中 便 有 
ea = V8au = hu， (不 对 i 作 和 ) 


ei ew - 计 (不 对 i 作 和 ) (1-2-49) 
Ve =hih 


作为 正 交 曲 线 坐 标 系 的 特例 ， 这 里 给 出 圆柱 坐标 系 和 球面 坐标 系 中 的 一 些 重要 关系 。 对 于 贺 
柱 坐 标 系 ， 令 〈 r,9,z ) 为 圆柱 坐标 系 ，( y',y*,y?) 为 笛 卡 儿 坐 标 系 ， 则 有 


y=rcos0 
六 =rsing (1-2-50) 
y=z 
其 拉 梅 系数 为 
Kee 
所 = 有 =r (1-2-51) 
h=h=1 
令 u,uo,u, 为 圆柱 坐标 系 的 单位 切 矢量 ， 而 6,,e6,e, 为 柱 坐 标 系 的 基 矢 量 ， 则 有 
2 CA 
或 者 2 和 (1-2-52) 
台 =- 
对 于 球面 坐标 系 〈m6,9 )， 它 与 〈 多 ,六 , 史 ) 间 有 如 下 关系 D9 
六 =rsingcosy 
六 =rsingsing (1-2-53) 
Fe 
此 球面 坐标 系 的 拉 梅 系数 为 
a 
如 ==r (1-2-54) 
h, =h =rsinO 


令 ,ue,u, 为 球面 坐标 系 的 单位 切 矢量 ， 则 有 
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CA 0 
39 3 a (1-2-55) 
Es =u, sin0 39 =u, cos0 到 =—(u, sin0 +u, cos0) 


2. 张 量 的 散 度 与 旋 度 
下 面 讨论 张 量 的 散 度 。 以 了 为 二 阶 张 量 为 例 ， 则 了 的 散 度 将 变 为 一 阶 张 量 ( 即 矢量 )， 
其 表达 式 为 


ei 
V7 


et ele/V,T, =eVTY (1-2-56) 
一 般 来 讲 ，n 阶 张 量 的 散 度 为 n-1 阶 张 量 。 类 似 的 ，7 的 旋 度 为 ( 仍 以 二 阶 张 量 为 例 》 
x =etxe'e/V,T, =ee,e!ViT, =e:VT (1-2-57) 


这 里 为 置换 张 量 。 一 般 来 讲 ，n 阶 张 量 的 旋 度 仍 为 n 阶 张 量 。 作 为 特例 ， 讨 论 一 阶 张 量 的 
散 度 与 旋 度 。 令 V 为 一 阶 张 量 ， 则 Y 的 散 度 为 


VxT =e* 


= (1-2-58) 
Ve a 
式 中 ，Vw = g'V jv。 
另外 ，Y 的 旋 度 为 
1 | 1 33 
Vy exe Vw eave Vv, MA hE pr (1-2-59) 
WW 用 觅 
™ 3 » 


3. 二 阶 反对 称 张 量 及 其 反 偶 矢量 
首先 讨论 任意 一 阶 张 量 V 的 梯度 ， 显 然 


VV =e'e/Vy) =e'eViv! =eeiVvw =ee'V'y, (1-2-60) 
这 里 VV 为 二 阶 张 量 ， 不 妨 记 作 Q@，Viv, 为 二 阶 张 量 Q 的 协 变 分 量 ，V'v/ 为 二 阶 张 量 @ 的 逆 
变 分 量 ， 这 里 算 子 V'=g*V,，V, 为 对 坐标 z 的 协 变 导 数 。 今 将 二 阶 张 量 @ 的 转 置 〈 又 称 共 
思 张 量 ) 记 为 (VV)， 即 


(VV), =e/e'Viv, =e'e'V yy, (1-2-61) 
于 是 (VV)+(VV). 变 成 一 个 对 称 张 量 (不妨 将 这 个 对 称 张 量 记 为 N )， 显 然 
Nea=aeN (1-2-62) 
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式 中 ，a 为 任意 矢量 。 
而 (VV)。 一 VV 为 一 个 反对 称 二 阶 张 量 记 为 2 ， 将 其 协 变 分 量 记 为 9 ， 于 是 便 恒 有 
9 =-9， 
Da=-a:2 
N:Q=0 (1-2-63) 
Ni:ab=ba:N 
Q:ab=-ba:Q 
式 中 ，a,b 为 任意 矢量 ，N 为 二 阶 对 称 张 量 ， 为 二 阶 反 对 称 张 量 。 
令 e 为 置换 张 量 ( 它 是 个 三 阶 张 量 。e =e” elejet =en ete'e* )， 并 且 令 二 阶 反对 称 张 量 
人 的 反 偶 矢 量 为 c ， 则 @ 与 e 间 应 该 满足 如 下 关系 


c=-le:Q 


Q=-e'c (1-2-64) 
.aa=cxa 


式 中 ，a 为 任意 矢量 。 
容易 证 明 : 当 Q =(YV).-VYY 时 ，Q 的 反 偶 矢量 c 等 于 VxV， 即 


-2e:[(VV),. -vv]=vxv (1-2-64) * 
式 中 ，e 为 置换 张 量 。 
另外 ， 也 容易 验证 矢量 Y 对 矢 径 尺 的 导数 等 于 V 的 梯度 的 转 置 ， 即 
YY vy). (1-2-65) 
oR 
对 于 矢 径 尽 ， 其 梯度 是 度量 张 量 ， 其 旋 度 为 零 ， 其 散 度 等 于 矢 径 所 在 空间 的 维 数 。 
4. 张 量 的 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 
下 面 讨论 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 对 张 量 的 作用 。 令 了 为 任意 二 阶 张 量 ，T =e'e"Tw ， 
于 是 拉 氏 算 子 作 用 7 时 便 有 
,9 | ,a(e'e"T,.) 
ViT=V.VT =e 下 和 
= gre'e”VV Tm =e'eIV'V,T, 
式 中 ，V* 为 逆 变 导数 ， 即 V* = g~“V。; 同样 地 ， 拉 氏 算 子 作 用 于 任意 矢量 V 与 任意 标量 9 
时 有 


(1-2-66) 


VV = gretVV ve =e'VV (1-2-67) 
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Vip=V.(V9)=g'VV ,p=V'V p= 圳 这 ‘ee (1-2-68) 


5. 张 量 的 两 次 协 变 导 数 及 曲率 张 量 
张 量 的 两 次 算 子 作 用 有 多 种 情况 ， 这 里 先 给 出 一 组 在 工程 数学 中 常用 的 两 次 与 一 次 微分 
算 子 的 作用 公式 (这 里 令 g,q 与 9, 分别 为 任意 标量 ，a 与 5 分 别 为 任意 矢量 ;V.V=V?) 
Vx(V9)=0 
V.(Vxa)=0 
Vx(Vxa)=V(V.a)-V.(Va)=V(V.a)-Via 
Vi (9.9;)=9V’9, +2(V9,)(V9,)+9,V’9, 
Vi(pa)=9Via+2(V9).(Va)+aV’p 
V.(axb)=b.(Vxa)-a.(Vxb) 
V(axb)=(Va)xb—(Vb)xa (1-2-69) 
V(pa)=(V9)atp(Va) 
Vx(pa)=9(Vxa)+(Vo)xa 
Vx(axb)=b.(Va)-a.(Vb)+a(V.b)-b(V.a) 
V(a.b)=b.(Va)+a.(Vb)+bx(Vxa)+tax(Vxb) 
V.(pa)=9(V.a)+(V9)a 
V(p.9,)=9 (V9,)+9, (V9,) 
令 ab 为 并 矢 张 量 ，T 为 二 阶 张 量 ，R 与 G 分 别 代 表 矢 径 与 度量 张 量 ， 则 应 用 算 子 运算 很 容 
易 得 到 下 面 几 个 重要 关系 式 
V.(VxT)=0 
Vx(Va)=0 
Vx(VxT)=V(Y.T)-V2T 
V.(op)=a.(Vb)+b(Y.a) 
Vx(ab)=(Vxa)b -ax(Vb) 
V.(pab)=(V9)-abt+p(V.a)b+pa:(Vb) 
V.[pa(Rx5b)]=Rx[V.(pab)]+9axb 
Ve[abxR]=-Rx[V.(ab)] 
v.[(ve).]=v(Y.a) 
V.(9G)=V9 
式 中 ， 下 标 c 表示 张 量 的 转 置 〈 又 称 张 量 的 共 思 )， 例 如 用 T 代表 ab 则 T=ba; 显然 ， 对 于 
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任意 矢量 Y 和 任意 张 量 7 恒 有 
T.y =V. 民 (1-2-71) 
另外 ， 对 于 任意 的 二 阶 张 量 ， 它 还 可 以 用 一 个 矩阵 来 表达 ， 例如 对 于 二 阶 张 量 VV 来 讲 ， 当 
它 的 并 矢 表达 式 为 YY =eie'Vwv) 时 ， 它 也 可 以 像 目 前 许多 教科 书 中 所 采用 的 那样 省 略 并 矢 标 
架 ete/! 采 用 矩阵 表示 ， 这 时 VV 可 表示 为 
Vo Ya Vi 
Va Vi Van (1-2-72) 
Vu Vv Vs 
同样 ， 如 果 将 VV 表示 为 eejViv/'， 则 VV 省 略 并 矢 标 架 ee) 后 用 矩阵 表示 便 为 
Vv Vi Viv 
Vy Vv Vw 
Vy Vi Vw 
式 中 ，V' = g"V。， 显 然 在 用 上 边 两 个 矩阵 表达 VV 时 所 省 略 的 并 矢 标 架 并 不 相同 ， 应 格外 


(1-2-73) 


、 注意。 


下 面 简单 讨论 张 量 二 阶 协 变 导数 的 次 序 可 否 交换 的 问题 。 首先 计 算 Vi (Va,)-V, (Ve) 的 
值 
wwaj-wwa=a[ 襄 属 - 这 H -rr | (1-2-74) 
式 中 ，R& 是 四 阶 混合 张 量 ， 它 完全 由 度量 张 量 的 一 阶 与 二 阶 偏 导数 构成 ， 显 然 在 Euclidean 
空间 中 由 于 Te =0， 因 此 R& 也 恒 为 零 ， 表明 这 时 张 量 二 阶 协 变 导数 的 次 序 可 交换 。 例 如 平 
面 或 任意 二 维 可 展 曲 面 ( 柱 面 、 锥 面 等 ) 都 是 二 维 欧 氏 空间 ， 而 球面 是 二 维 Riemann 空间 ， 
这 时 R 不 恒 为 零 ， 因 此 R& 定义 为 曲率 张 量 (又 称 Riemann-Christoffel 张 量 )。 在 黎 曼 空间 
中 ， 张 量 二 阶 协 变 导数 的 次 序 不 可 交换 。 


1.2.3，” 几 个 重要 的 积分 关系 式 


一 、 梯 度 、 旋 度 、 散 度 定义 的 统一 形式 及 广义 奥 - 高 公式 

令 Tf 为 闭 曲面 0 所 包围 的 体积 ，n 为 曲面 o 的 单位 外 法 矢量 ，9 与 a 为 定义 在 o 内 的 任 
意 一 个 标量 与 任意 一 个 矢量 , 于 是 便 有 一 组 关于 矢量 与 标量 的 广义 奥 一 高 ( OcTporpanckmn- 
Green) 公式 9 
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We)ar -=npo 
丰 (Vea)dr -nado 
Wxa)ar = 抑 nxado 
因此 ， 又 可 得 到 梯度 、 艇 度 和 族 度 定义 的 统一 形式 
vp= 
Vea -lmi nado 


Vxa =liml fnxado 
oT 


(1-2-75) 


(1-2-76) 


下 面 给 出 张 量 的 散 度 、 梯 度 和 旋 度 的 定义 (这 里 仍 以 任意 二 阶 张 量 T =eejT” =e'e'T 为 


例 ) 
v7 =lmt nT 
vr -tytnTio 
vx7 =mt fnxTuo 

相应 地 ， 便 有 关于 张 量 的 广义 奥 -高 公式 
WY.Tar=pn:Tdo 
Jiwrar- 必 amac 
JJwxrar 到 JpnxTdo 


特别 是 当 T =ab 时 ， 则 有 
po(na)dao = [eV)oro(v.a)]ar=))/v.(ab)ar = fpn.(ab)do 


注意 到 =neV 


2 
on 
这 里 m 为 单位 矢量 ， 又 可 得 到 格林 第 一 、 第 二 等 有 关公 式 


(1-2-77) 


(1-2-78) 


(1-2-79) 


(1-2-80) 
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4 do -$f": (gvy)ao= Wevv + (ve). (vw)lar 
$e 3 po = (ov -wp)ar 
pn:[ax(vVxb)]ao -JJ[wxo). (Yxb)-a.(Yx(Yxb))]dr 
ncaao -Jo.orew.Djr 
fro(vxa)ao =JVo).(vxa)ar 


式 中 ，9 与 y 为 任意 标量 ，a 与 5 为 任意 矢量 。 
对 于 任意 张 量 7 ， 则 上 面 的 有 关公 式 又 可 被 推广 为 


pn:[ax(vxT)]ao =JJ[(Vxa).(VxT)-a.(Vx(vVxT))]ar 
f(a)Tao Jt.vr+(v .a)T]dr 
neoloT)ao = ve).(vxT)ar 

二 、 线 积分 与 面积 分 间 的 相互 关系 以 及 广义 Stokes 公式 


令 曲 面 o 〈 非 封闭 面 ) 以 曲线 工 为 边界 ，dR 为 沿 环 路 方向 的 线 积分 元 ; 


法 矢量 ， 并 且 dR 与 构成 右手 螺旋 关系 。 因 此 一 组 广义 Stokes 公式 为 
$eraR = (Vxe)ndo 
Son= |/(nxvp)ao 
jaxag=_JJoxvjxaac 
$aan), =Jjnx(va)ao 
Gourdn= JJtpvxa)+ (Voxalndo 
lov)-an= Jtve)yx(ow).ne0 -Gre)an 


式 中 ，9 与 W 为 任意 标量 ，a 为 任意 矢量 。 
对 于 任意 二 阶 张 量 7 ， 则 上 述 部 分 公式 又 可 被 推广 为 


(1-2-81) 


(1-2-82) 


nn 为 o 的 单位 


(1-2-83) 
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$T.-dR=J|n-(VxT)do (1-2-84) 


式 中 ， 工 为 7 的 转 置 张 量 。 
§1.3 ”物理 场 在 绝对 与 非 惯 性 相对 坐标 系 中 的 转换 关系 


1.3.1 一 般 非 惯性 相对 坐标 系 


本 节 讨 论 两 类 坐标 系 : 一 类 是 和 地 面 固 连 在 一 起 的 绝对 坐标 系 (x,x*,x*)， 另 一 类 是 动 
坐标 系 (6',6*,6?) ， 它 相对 于 绝对 坐标 系 既 有 平 动 又 有 旋转 ， 因 此 这 是 一 个 非 惯性 相对 坐标 
系 ， 简 称 相对 坐标 系 。 在 绝对 坐标 系 中 任 一 质点 的 位 置 ( 矢 径 )、 速 度 和 加 速度 分 别称 为 绝 
对 矢 径 、 绝 对 速度 和 绝对 加 速度 ， 并 分 别 用 r,、V 和 a 表示， 时 间 用 + 表示 。 随 体 导 数 〔 又 
称 质点 导数 、 全 导数 或 物质 导数 ) 用 d/dt 表示 。 考 虑 到 在 讨论 两 类 坐标 系 下 参数 转换 时 观察 
者 所 处 位 置 的 重要 性 ， 本 节 特 用 d,/dt 表示 对 绝对 观察 者 而 言 所 观察 到 的 全 导数 或 随 体 导 
数 )， 用 ds /dt 表示 对 相对 观察 者 而 言 所 观察 到 的 全 导数 或 随 体 导 数 )。 另 外 ， 还 令 绝对 与 
相对 坐标 系 的 原点 分 别 为 O 与 Os ， 令 相对 坐标 系 原点 的 矢 径 为 而 ， 并 令 质点 的 相对 矢 径 与 
相对 速度 分 别 为 与 WW ， 因 此 便 有 如 下 关系 


到 = 矶 十 到 (1-3-1) 


注意 到 ddql/dr=dxql/dr (1-3-2) 
-oxB (1-3-3) 


式 中 ，g 与 BB 分 别 为 任意 标量 与 任意 矢量 。 
于 是 绝对 速度 、 绝 对 加 速度 与 相对 速度 、 相 对 加 速度 间 的 关系 便 可 非常 方便 地 获得 ， 其 表达 
式 分 别 为 


4 区 (1-3-4) 


do 
证 | (1-3-5) 
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a.=20xW (1-3-6) 


= +OXr 
W= 人 2 
出 
式 中 ，a,a,,a, 与 a。 分 别称 为 绝对 加 速度 、 相 对 加 速度 、 牵 连 加 速度 与 哥 里 奥 利 〈Coriolis) 加 
速度 与 (wxr ) 分 别 为 相对 坐标 系 平移 牵连 速度 与 旋转 牵连 速度 ， 而 wx(@xn ) 为 向 心 
加 速度 ，W 为 流体 质点 的 相对 速度 。 另 外 ，3, /3t 表 示 对 绝对 观察 者 而 言 所 观察 到 的 关于 时 
间 的 偏 导数 ， 9x /9t 表示 对 相对 观察 者 而 言 所 观察 到 的 关于 时 间 的 偏 导数 ， 算 子 V 与 V, 分 
别 表 示 在 相对 坐标 系 中 (5 后, 后 ) 中 与 在 绝对 坐标 系 (x*,x*,x) 中 完成 哈密 顿 算 子 的 作用 。 
在 两 类 坐标 系 的 相互 转换 中 ， 下 面 两 个 关系 式 也 非常 有 用 ， 它 们 是 
9.4 _9a9 


es on) Vrg (1-3-7) 
oe (1-3-8) 
这 里 gq 与 8 分 别 代表 任意 标量 与 任意 矢量 。 
值得 注意 的 是 ， 如 果 相 对 坐标 系 选 作 柱 坐 标 系 (r,g,z) 时 ， 则 容易 证 明 下 面 两 式 成 立 ， 即 
od (xr). “Vrg (1-3-9) 
orB 
og “(Om)°VaB (1-3-10) 


1.3.2 ”特殊 的 相对 坐标 系 以 及 物理 场 在 两 类 坐标 系 间 的 转换 关系 


在 叶轮 机 械 气动 热力 学 中 常 采用 这 种 特殊 的 相对 坐标 系 =0， 即 相对 坐标 系 固 连 于 动 
叶轮 上 并 以 角速度 w 绕 叶轮 机 械 的 转动 轴 旋 转 。 这 里 仍 约定 任意 曲线 坐标 系 (x ,x, 世 ) 为 绝 
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对 坐标 系 ， 任 意 曲线 坐标 系 (6',6*,&’) 为 相对 坐标 系 ， 并 且 约 定 柱 坐标 系 (r,6,z) 与 柱 坐 标 系 
(mg,z) 分 别 为 绝对 坐标 系 与 相对 坐标 系 ， 而 且 还 约定 这 时 叶轮 旋转 方向 与 z 轴 正 方向 构成 
右手 螺旋 系 。 在 上 述 约定 下 ， 式 (1-3-4) 与 式 (1-3-5) 简化 为 


V=W+Oxr (1-3-11) 
时 - -92oxw+oxloxrt[ 晤 en 
ay a (1-3-12) 
-至 + YY- 号 + 全 S|-vx(v.xr) 
2 
注意 到 Q@x(@xr )= -0°V, "(5] (1-3-13) 


这 里 "为 流体 质点 离 旋 转轴 的 距离 即 柱 坐标 系 中 的 坐标 r， 当 =const 时 ， 则 式 (1-3-12) 
被 简化 为 


2 
roxw-v[ 衬 ] 


= EE}re. xy)-V [ 空 ] 


V.q=Vag 
V,:B=V,:B 
VB=V.B 
V.xB=V.xB 
VV=VaW 
V.XV =Vi XW +2mw 
式 中 ，g 为 任意 标量 ，B 为 任意 矢量 。 
考虑 到 式 (1-3-15)、(1-3-2) 与 式 (1-3-3) 的 关系 ， 并 且 为 了 方便 下 文 的 书写 
因此 对 于 空间 哈密 顿 算 子 V, 与 V。 中 的 脚注 a 与 R 可 以 省 略 ， 标量 随 体 导数 的 脚注 a 与 R 也 
可 省 略 ， 但 矢量 随 体 导数 的 脚注 a 与 R 不 可 省 略 ， 另 外 ， 由 式 (1-3-7) 与 式 (1-3-8) 
可 知 : 对 时 间 的 偏 导数 ， 如 果 省 略 下 脚注 a 或 者 R 将 导致 计算 与 概念 上 的 错误 。 
在 叶轮 机 械 气 体 动力 学 中 ， 湛 止 转子 烩 (total rothalpy 或 者 stagnation rothalpy) 7 的 概 
念 十 分 重要 ， 它 被 吴 仲 华 教授 首次 提出 并 定义 为 7: 


(1-3-14) 


另外 还 有 如 下 关系 式 成 立 


(1-3-15) 
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2pt Ww (on (1-3-16) 
2 2 


这 里 为 静 夫 ，; 为 柱 坐 标 系 下 的 * 值 。 于 是 相对 坐标 系 下 叶轮 机 械 三 维 流动 基本 方程 组 ( 当 
@=const 时 ) 为 


Perv(pW)=0 (1-3-17) 
Bt20xW tox(oxr)=—B vp+ 57H (1-3-18) 
dl _19nP 

+g+— sv. :Ww (1-3-19) 
d Dae ( ) 


文中 ， .8 与 分 别 相 应 力 张 量 、 压 强 与 密度 ，5 为 外 界 对 每 单位 质量 气体 的 传 扫 率 ， 
它 与 粹 5 、 温 度 7 、 耗 散 函 数 g 间 有 下 列 关系 
Tg+9 (1-3-20) 
de p 
相对 运动 方程 的 另 一 种 形式 〈 即 克 罗 柯 (Crocco) 动 力学 方程 ) 为 


wxy)xw= =TV5S- -YY 1 (1-3-21) 


相应 地 ， 绝 对 运动 方程 为 
3 (vxV)xV =TVS-VH+LV.I (1-3-22) 
or p 

式 中 ， 如 为 总 挫 即 妞 =A+L(Y 7)， 相应 地 能 量 方程 为 


44 (TY) (1-3-23) 


$1.4 流体 力学 基本 方程 组 的 积分 与 微分 形式 
1.4.1 一 般 控制 体 及 雷诺 (Reynolds〉 定 理 


热力 学 系统 ， 简 称 系统 ， 被 定义 为 确定 的 物质 的 任意 集合 。 系 统 以 外 的 一 切 都 称 为 环 
境 。 系 统 与 环境 之 间 一 般 存在 着 相互 作用 ， 例 如 传 热 、 传 质 或 做 功 。 控 制 体 定义 为 流体 流 
过 的 、 相 对 于 某 坐 标 系 所 取 的 任 一 个 确定 的 空间 体积 。 占 据 控制 体 的 流体 本 身 是 随 着 时 间 
而 改变 的 。 控 制 体 的 边界 面 称 为 控制 面 ， 它 总 是 封闭 表面 ， 但 可 以 是 单 连通 的 ， 也 可 以 是 
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多 连通 的 。 凡 与 环境 之 间 无 质量 交换 的 系统 称 为 封闭 系统 〈 又 称 封闭 体系 )， 它 的 基本 特 
点 是 : 

@ 系统 的 边界 随 着 流体 一 起 运动 。 系 统 的 体积 、 边 界 的 形状 可 随时 间 变化 ; 

@ 系统 的 边界 与 外 界 没有 质量 交换 ， 

@ 在 系统 的 边界 上 受到 外 部 〈 即 环境 ) 作用 在 系统 上 的 表面 力 ; 

@ 在 系统 的 边界 上 ， 系 统 与 外 界 可 以 有 功 和 热 的 交换 。 

凡 与 环境 之 间 有 质量 交换 的 系统 ， 称 为 开口 系统 。 因 此 该 系统 的 边界 就 是 上 面 所 定义 
的 控制 面 ， 控 制 面 内 的 容积 就 是 上 面 所 定义 的 控制 体 。 显 然 ， 开 口 系统 对 应 于 当地 观点 〈 即 
欧 拉 表示 法 )。 而 封闭 系统 在 气体 动力 学 中 对 应 于 随 体 观 点 〈 即 拉 格 朗 日 表示 法 )。 开 口 系统 
基本 特点 是 中 ; 

@ 控制 体 和 控制 面相 对 于 某 坐 标 系 可 以 是 固定 不 动 的 ， 也 可 以 随时 间 按 一 定 规律 改变 
其 位 置 与 形状 ; 

@ 在 控制 面 上 可 以 有 质量 交换 ， 即 流体 通过 控制 面 流 进 流出 ; 

@ 在 控制 面 上 受到 控制 体 以 外 物体 施加 在 控制 体 之 内 流体 上 的 力 ; 

@@ 在 控制 面 上 有 功 、 热 和 能 量 的 交换 。 

令 r*(D) 是 某 个 移动 着 的 体积 ( 即 控制 体 )， 它 有 边界 面 ( 即 控制 面 ) o*(r) 和 单位 外 
法 线 矢量 n; 令 控制 面 局 部 边界 速度 为 b 并 且 可 在 整个 表面 o*(t) 上 变化 ， 因 此 这 样 一 个 
任意 移动 着 的 体积 就 是 通常 定义 的 一 般 控制 体 。 对 于 一 般 控制 体 ， 雷 诺 定理 可 给 出 如 下 表 
达 式 c9)， 


生 几 war= 几 aar+ 玫 re.mac (1-4-1a) 
Be 


ot 

d oa 

war UE + 罗 ebenao (1-4-1b) 
式 中 ，9 与 a 分 别 代 表 任意 标量 与 任意 矢量 。 另 外 对 于 b 值 可 由 多 种 选取 方式 ， 可 以 定义 多 
种 形式 的 控制 面 , 例如 若 b=0 时 ,该 控制 面 可 定义 为 第 一 类 控制 面 ,此 时 控制 面 没 有 运动 ， 
即 该 面 固定 在 空间 中 ; 若 b=V (这 里 为 流体 速度 ) 时 ， 即 控制 面 跟随 所 研究 的 流体 微 
团 一 起 运动 ， 该 面 可 定义 为 第 二 类 控制 面 ， 这 时 它 所 包围 的 体积 被 称 为 物质 体积 ， 若 选取 
bz#0 且 bz#V 时 ， 这 类 控制 面 可 定义 为 第 三 类 控制 面 。 显 然 ， 将 雷诺 定理 应 用 到 物质 体积 
上 Im-~9， 则 上 面 两 式 变 为 

Sear= ear+ Gor -nao (1-4-2a) 

ro 了 


ol 
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Saar = War+ geo. mda (1-4-2b) 


ot) 


1.4.2 一 般 控制 体 下 流体 运动 的 基本 方程 


一 、 流 体力 学 基本 方程 组 的 积分 与 微分 形式 
在 一 般 控制 体 下 ， 流 体力 学 基本 方程 组 为 


二 及 par+ 拖 pt -bndo = 0 (1-4-3) 
dtr ot 

名 用 vart pv- -b).ndo= Wpfar+ 各 mmadc (1-4-4) 
do 0 on 

有 pear+ 昨 pew - bendo=)|fpf Var+ fp (nn)Vdo — hando (1-4-5) 
m0 oo 0 or) ol 

各 用 psar+ 拖 ps - -endo= jor+ Car (1-4-6) 
det #0 


式 中 ，Z 为 应 力 张 量 ; ,为 单位 质量 气体 所 具有 的 广义 内 能 ; f 为 作用 在 单位 质量 流体 上 
的 体积 力 ，9 为 热流 矢量 :; 9 为 耗 散 函数 ，p,V,T 与 5 分别 为 密度 、 速 度 、 温 度 与 炉 。 

值得 注意 的 是 : 式 〈1-4-6) 右边 的 第 二 项 是 由 导热 引起 的 炉 的 增长 率 ， 右 边 第 一 项 
则 是 由 内 摩擦 引起 坑 的 增长 率 。 另 外 ， 由 流体 力学 * 中 可 知 ， 牛 顿 (Newton) 流体 的 本 构 
方程 为 


X=Nye'e! =Tieej=2HD+(-P+MV.Y)T (1-4-7) 
这 里 DD 为 应 变速 率 张 量 或 变形 速率 张 量 ，44 和 分别 为 第 二 粘性 系数 和 动力 粘性 系数 ，7 为 
度量 张 量 ( 有 了 时 又 称 单位 张 量 )。 引 进 膨胀 粘性 系数 〔 又 称 容积 粘性 系数 ) jr=4+3h=0 的 
Stokes 假定 ， 并 注意 到 


D=[VV +(VV).]/2 (1-4-8) 
T= g"ee, = gye'e! (1-4-9) 

因此 式 (1-4-7) 被 简化 为 
x=1-P1=24D-(P+3p VI (1-4-10) 


这 里 区 为 粘性 应 力 张 量 ， 显 然 应 力 张 量 z 与 粘性 应 力 张 量 互 的 协 变 分 量 分 别 为 
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zy =1, -Pg (1-4-11) 
m= tom Sav ) (1-4-12) 

另外 ， 式 (1-4-5) 中 单位 质量 流体 的 广义 内 能 e 与 热力 学 狭义 内 能 e 间 的 关系 为 
A) (1-4-13) 


在 式 (1-4-6) 中 ， 单 位 体积 流体 所 具有 的 耗 散 函 数 9 与 热流 矢量 g 分 别 定义 为 
o-[(e-$]vr rn]:p=n :pn =n :vv (1-4-14) 
g=-kVT (1-4-15) 


这 里 上 为 导热 系数 ， 而 1 为 粘性 应 力 张 量 的 逆 变 分 量 ，v, 为 V 的 协 变 分 量 ，V, 为 协 变 导数 。 
注意 到 1:D=V.V 及 引进 Stokes 假定 ， 于 是 (1-4-14) 式 简 化 为 : 


0=2p[p:p-300v)| (1-4-16) 


应 特别 指出 的 是 ， 将 雷诺 定理 式 (1-4-1la)、 式 (1-4-1lb) 与 广义 奥 - 高 公式 (1-2-78) 
式 分 别 用 于 式 (1-4-3)、 式 (1-4-4)、 式 (1-4-5) 和 式 (1-4-6) 的 左边 并 注意 使 用 


台 +Y.(pY)=0 这 一 条 件 ， 则 左边 变 为 


襄 用 par+ 拖 pw- b). mao- 出 区 +V。 (ov)]er (1-4-17) 
0 

pvar+t pvr- wn = 有 (oY pr (1-4-18) 

dso 0 
paar+ peat - -omao= 划 o 生 je (1-4-19) 

dr oo Ee 
名 肋 psart 儿 ps - b).ndo = WG 竺 jr (1-4-20) 

den 0 

借助 于 上 边 四 式 ， 则 式 (1-4-3) 一 式 (1-4-6) 变 为 
js +V- mr- 0 (1-4-21) 


其 于 -er tv)ar (1-4-22) 
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[Ge RRMA BAA (1-4-23) 
[Ge mea (1-4-24) 


由 于 被 积 函数 的 连续 性 及 积分 域 的 任意 性 ， 于 是 上 述 积分 方程 的 微分 形式 便 可 得 到 ， 其 具体 
形式 可 整理 如 下 


ap+v.(py)=0 (1-4-25) 
3 

dy so Vx ol 

—=f+——=f+—(V.I1 -VP (1-4-26) 
a 天 六 f 3\ ) 

pv+rlivy(rV) (1-4-27) 
加 5 5 

Ts (1-4-28) 
gp Pp 


应 当 指出 ， 上 述 流体 力学 基本 方程 (其 中 包括 积分 形式 式 (1-4-3) 一 式 (1-4-6) 与 微 
分 形式 式 (1-4-25) 一 式 (1-4-28)) 在 一 般 流体 力学 教科 书 中 (例如 文献 [81, 83, 86 一 91] ) 
都 可 找到 与 此 相对 应 的 形式 ， 不 过 这 里 给 出 的 表达 式 更 通用 、 更 简洁 一 点 。 另 外 ， 对 于 上 
边 的 能 量 方程 和 入 方 程 还 可 进一步 整理 与 变换 。 将 式 1-4-26) 两 边 点 乘 V ， 然 后 减 去 式 
(1-4-27)， 并 注意 到 式 (1-4-13) 便 得 


p¥E=x:V -Vg=:D-V.g (1-4-29) 
注意 到 
pe 
Dl.b=bp Pb. A 
#:D=1:D-ppE (1-4-30) 
pO=-V.4 (1-4-31) 
这 里 台 是 单位 时 间 内 传 给 单位 质量 气体 的 热量 ， 于 是 式 〈1-4-29) 变 为 
本 
由 +P-P-g+O (1-4-32) 
出 dt p 


显然 ， 式 〈1-4-29) 与 式 (1-4-32) 是 广泛 采用 的 能 量 方程 的 两 种 形式 。 另 外 将 式 
(1-4-31) 代入 到 式 (1-4-28) 得 
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TS-0+9 (1-4-33) 
dt p 


应 该 指出 : 在 热力 学 书籍 中 ， 往 往 将 (1-4-33) 式 写 成 克 劳 修 斯 (Clausius〉 不 等 式 的 形 
式 ， 即 


> (1-4-34) 


另外 ， 将 雷诺 定理 应 用 于 式 〈1-4-3) 一 式 (1-4-6) 还 可 变换 成 如 下 积分 形式 


距 tp mo-0 (1-4-35) 
丑 和 Jar+ ov mao -Htar+ 多" mda (1-4-36) 
Wg drt poy nao = 及 er: Vart en) .Vdo— Ea sndo (1-4-37) 
We gon) es 


上 述 方程 组 已 广泛 地 用 于 工程 计算 具有 很 好 的 通用 性 。 另 外 ， 由 于 被 积 函数 的 连续 性 及 积 
分 域 的 任意 性 ， 于 是 可 方便 地 得 到 微分 型 守恒 基本 方程 组 


Pry. (py)=0 (1-4-39) 
a ),y. (pVV)=pf +V:x=pf +V:IT -VP (1-4-40) 
人 +VY.[(oe+PJV]=pf.Y+y.(I.Y)-Y.9 (1-4-41) 
an iv (psY)= 二 0-V.9) (1-4-42) 


注意 式 (1-4-40) 中 区 为 粘性 应 力 张 量 ， 通 常 V.7 可 具体 表示 为 
Vn pVV + VV) 2 VV) + VV) -ZV VV (1-4-43) 


=te'e! =Troeei (1-4-44) 
另外 ， 式 (1-4-39)、 式 (1-4-40) 与 式 (1-4-41) 又 可 整理 为 如 下 形式 
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9U +9GE-E.) +9E-E) , 3G-G,) 


0 (1-4-45) 
a dx oy de 
式 中 UvU=[p pv py, py eT (1-4-46) 
pV, pV pys 
pVV+P py pv, 
[E,F,G]=| pViv, pVV+P py, (1-4-47) 


pViVs py pVys+P 
(e+P)V, (e+P)y, (e+P)V, 


wy 
PF,,G,]=|t, rr tT. (1-4-48) 


由 


eE=pe =p|er30 0]=par+ Sor (1-4-50) 


Ta Ty Te kaT/dx 
Ta T, Te kaoT/9y 
Tu To Ta 大 97/az 


要 


(1-4-49) 


1 


Vi=VeV=V + + (1-4-51) 
这 里 e 与 e 分 别 为 单位 体积 流体 的 广义 内 能 与 单位 质量 流体 的 广义 内 能 。 应 当 注 意 ， 式 
(1-4-45) 是 在 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 (x,y,z) 下 给 出 的 守恒 型 N-5 方程 组 ， 矢 量 E,F 与 G 分 
别 代表 x,y 与 z 方 向 的 无 粘 矢 通 量 ， 矢 量 E,，F, 与 G, 分 别 代 表 x,y 与 方向 上 由 于 粘性 及 
热传导 所 引起 的 矢量 项 ，T。,T,,…,T 为 粘性 应 力 张 量 的 分 量 ，W, 风 与 多 为 速度 矢量 V 沿 
罗 y 与 z 方 向 的 分 速度 ，p,P,7 与 上 分 别 代表 流体 的 密度 、 压 强 、 温 度 与 热传导 系数 ， cy 为 
定 容 比 热 容 。 显 然 ， 这 里 (x yz) 为 惯性 坐标 系 。 

对 于 非 惯 性 坐标 系 ， 本 章 8 1.3 节 已 有 过 讨论 ， 这 里 仅 给 出 叶轮 机 械 中 经 常 采 用 的 相对 
坐标 系 下 〈 当 四 =const 时 ) 三 维 流动 基本 方程 组 的 弱 守 恒 形 式 。 为 便于 讨论 ， 这 里 取 相对 
坐标 系 为 笛 卡 儿 直 角 坐标 〈 %,%, 专 )， 并 令 V 与 WW 分 别 代表 绝对 速度 与 相对 速度 ，V,V, 与 
久 分 别 代表 绝对 速度 V 沿 绝对 向 卡 儿 标 系 (x,y,z) 三 个 方向 的 分 速度 W,W, 与 瑟 分 别 代 表 
相对 速度 矢量 W 沿 相对 向 卡 儿 学 标 系 (+, 元 ,区 ) 三 个 方向 的 分 速度 ; 这 里 V 与 W 间 服 从 
式 (1-3-11), 于 是 式 (1-3-17)、 式 (1-3-18) 和 式 (1-3-19) 可 以 被 整理 为 如 下 形式 
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32+w *(pW)=0 (1-4-52) 
am (pWV)=Va I -VP-poxV (1-4-53) 
pe (1-4-54) 
以 下 省 略 注脚 尺 并 把 上 述 方程 组 在 相对 第 卡 儿 坐标 系 〈 4,%, 轧 ) 下 写成 如 下 弱 守 恒 形 
式 : 
a0 9(E- 巨 ) aF-F) dG-6)_ 
广汉 西 十 二 十 =N (1-4-55) 
式 中 万 =[p,pV,pw,pw,e (1-4-56) 
pw, PW, pW 
pewwrP pWh pW, 
[EF,6]=| pwWw pwWV,+P pWV, (1-4-57) 


PW PR 由 pWV,+P 
(e+P)W (e+P)W (e+P)W, 


0 0 0 
Tan Tas Tss 
[BBG ]=|Tss Tas ra (1-4-58) 


W 


LZ 
= Ms (1-4-59) 


3 


Tha Tan Tas koT/on 


Ts Tas Ta koT/dx, 1 


5 


式 中 ， 矢 量 女 的 定义 与 式 (1-4-46) 的 U 相同 ， 而 且 这 里 式 (1-4-56) 中 & 的 定义 也 同 
式 (1-4-50)。 在 式 (1-4-55) 中 ， 右 端 项 N 是 由 于 相对 坐标 系 的 旋转 而 产生 的 ， 可 由 


下 式 定 义 


N=| pow (1-4-60) 
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应 该 指出 ， 上述 两 个 方程 组 即 式 (1-4-45) 与 式 (1-4-55) 在 进行 压气 机 级 (包含 动 叶 
与 静 叶 ) 与 涡轮 级 〈 包 括 涡轮 导 时 与 涡轮 转子 ) 的 三 维 流 场 计算 时 格外 方便 9。 当然 ， 也 
可 将 式 (1-4-53) 与 式 (1-4-54) 改写 为 如 下 形式 

Dr (pWW)=Va :I -VaP-2poxW +p(o)r (1-4-61) 


tv [+ PW]= Ve (TeW)+ Va (kVAT)+ pCO OW er) (1-4-62) 


式 中 ，r 为 矢 径 ， 而 e 定义 为 单位 体积 的 流体 所 具有 的 相对 广义 内 能 ， 即 
“=p(CT+IWW) (1-4-63) 


因此 式 (1-4-52)、 式 (1-4-61) 与 式 (1-4-62) 又 可 在 w,%, ) 相对 笛 卡 儿 系 中 
写成 另 一 种 形式 的 弱 守 恒 N-5 方程 组 。 


二 、 涡 量 与 胀 量 的 输 运 方程 
如 果 令 
w=VxV (1-4-64) 
g=V.y (1-4-65) 
这 时 ww 与 9 分 别称 为 涡 量 与 胀 量 ， 则 式 (1-4-43) 便 可 写 为 
vn =pVV + 和 ve+209W (VV) + (Vx 30 (1-4-66) 
显然 ， 如 果 认 为 4 均 布 时 ， 则 上 式 便 简化 为 
V1 =pVV +E ve (1-4-67) 


引入 运动 粘性 系数 Ye 全 ， 于 是 将 式 (1-4-67) 两 边 除 p 后 再 取 旋 度 ， 便 有 


ww] Ww+(VDxVV) + IIDCVO) (1-4-68) 


注意 ， 推 导 上 式 时 使 用 了 如 下 恒等式 ， 即 
Vx(V"B)=V(VxB) (1-4-69) 
这 里 为 任意 矢量 。 于 是 ， 将 式 (1-4-26) 两 边 取 旋 度 并 注意 到 式 (1-4-69) 后 ， 便 有 
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do _ .VV)+00 
出 
oo om 
=—+V.(Veo— es gt 
可 +V.w-oy) 到 +VYx(wxY) 1-4-70) 
= -0 met nx on 
如 果 认为 运动 粘性 系数 Y 均 布 ， 并 注意 到 
村]--enxes (01-4-7D) 
则 式 (1-4-70) 被 简化 为 
各 -ow.(VV)+ow=Vxf +(VT)X(VS)+ Wo (1-4-72) 


上 式 常 称 为 涡 量 动力 学 方程 ， 又 称 涡 量 输 运 方程 。 类 似 的 ， 将 式 〈1-4-26) 两 边 取 散 度 便 
得 到 关于 胀 量 (expanon) 的 输 运 方程 ， 其 具体 形式 如 下 


CAA 


} mor on. wton.wo (1-4-73) 
式 中 ,DD 为 应 变速 率 张 量 。 显然， 如 果 认 为 运动 粘性 系数 均 布 时 ， 则 上 式 被 简化 为 


到 :DiDtiao=y 7 于 


jw (1-4-74) 


由 式 (1-4-72) 与 式 (1-4-74) 可 以 看 出 : 在 胀 量 输 运 方程 中 含有 涡 量 ， 而 在 涡 量 输 运 
方程 中 又 含有 胀 量 ， 两 者 相互 耦合 着 。 


§1.5 流体 运动 的 热力 学 基础 
1.5.1 流体 运动 的 热力 学 第 一 定律 


当 气 体 在 流 场 中 运动 时 ， 任 取 一 个 质量 为 Am 的 微 元 封闭 体系 ， 热 力学 第 一 定律 可 用 如 
下 普遍 形式 表达 
至 -0 二 (1-5-D) 


式 中 ， 包 和 世 分 别 表示 单位 时 间 内 外 界 对 所 考察 体系 的 传 热 率 和 该 体系 对 外 界 的 作 功率 ， 而 
dE/dt 则 是 该 体系 的 内 能 对 时 间 的 导数 。 在 具体 表达 上 式 中 的 三 项 时 ， 无 论 观察 者 是 否 静 止 
或 观察 者 随 体系 一 起 运动 ，0 总 是 表示 由 于 所 取 体系 的 温度 和 外 界 温度 之 间 的 差别 所 引起 
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的 穿 过 体系 边界 的 传 热 率 ， 但 是 体系 中 内 能 的 增加 率 和 体系 边界 上 力 对 外 界 的 作 功率 则 随 着 
观察 者 的 不 同 而 不 同 。 

下 面 分 别 考虑 如 下 两 种 情况 时 dE/dr 和 荆 的 表达 式 。 

一 、 观 察 者 静止 不 动 

在 不 考虑 体积 力 的 情况 下 ， 这 时 观察 者 看 到 的 单位 质量 气体 对 外 的 作 功 率 为 


-em， 并 注意 到 
V.r.V)=V.IT.Y)-VY.(PV) (1-5-2) 
式 中 ，t 与 了 分 别 为 应 力 张 量 与 粘性 应 力 张 量 。 于 是 了 Ve(PV) 为 这 时 观察 者 所 观察 到 的 间 


位 质量 气体 对 外 所 作 的 压缩 功率 ， 这 时 观察 者 所 看 到 的 单位 质量 气体 内 能 的 增加 率 为 
dp 这 里 e 为 气体 热力 状态 函数 的 狭义 内 能 ，y 为 气体 流动 速度 。 通 党 


D4 


et 并 定义 @ 为 单位 质量 气体 具有 的 广义 内 能 。 因 此 ， 对 于 单位 质量 的 气体 而 言 ， 


此 时 式 〈1-5-1) 便 可 变 为 
da 0 Lt_0 _YEY) Veg 
dt Am Am An p p p 
这 里 4 为 热流 矢量 ，g = -kVT 。 
二 、 观 察 者 随 气 体 一 起 运动 〈 即 随 体 观察 者 ) 
在 不 考虑 体积 力 的 情况 下 ， 这 时 观察 者 所 观察 到 的 单位 质量 气体 对 外 作 功 率 为 


PE, 这 里 单位 体积 流体 所 具有 的 耗 散 函数 9 为 


(1-5-3) 


$=IT:D=I:VV (1-5-4) 
式 中 ，D 为 应 变速 率 张 量 。 
此 外 ， PS 人) 项 为 通常 热力 学 教科 书 和 上 所 讲 的 单位 质量 气体 所 作 的 压缩 功率 。 另 外 ， 


这 时 观察 者 所 看 到 的 单位 质量 气体 内 能 的 增加 率 为 de/d:; 对 于 单位 质量 的 气体 来 讲 ， 此 时 
式 (1-5-1) 便 可 被 写 为 


(1-5-5) 
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1.5.2 流体 运动 的 热力 学 第 二 定律 


考虑 一 个 单 相 的 上 个 化 学 组 元 的 单位 质量 均匀 系统 ， 于 是 热力 学 第 二 定律 的 基本 微分 方 
程 (又 称 作 Gibbs 方程 ) 为 3 
TdS =de+ Pav— 计 (jdc,) (1-5-6) 


式 中 ，e 为 单位 质量 气体 具有 的 内 能 (简称 比 内 能 ); v 为 比 容 ，5 为 比 炉 c, 为 组 元 i 的 质 
量 分 数 ;， ,为 组 元 i 的 化 学 势 。 
对 于 可 逆 变 化 ， 则 


人 
之 udc)=0 (1-5-7) 
名 


由 于 可 逆 变化 仅仅 对 于 平衡 系统 才 发 生 ， 所 以 在 局 部 平衡 态 的 假设 下 ， 流 场 中 任意 流体 微 团 
恒 有 


Term -w+ 人 上 we (1-5-8) 
另外 ， 将 连续 方程 整理 为 
-ppdd/D) A 
PY.Y=Pp (1-5-9) 
代入 到 式 (1-5-8) 便 有 
de dy 
PAY YAT (1-5-10) 
然后 ， 代 到 式 〈1-5-5) 便 推出 
Cp A -5- 
a (1-5-11) 
于 | 六 YY -5- 
注意 到 "(4)- pi (1-5-12) 
式 中 ，gq/T 称 为 炉 通 量 。 于 是 将 式 (1-5-12) 代入 到 式 (1-5-11) 后 得 到 
CA -5- 
or 人 人生 天 >0 (1-5-13) 


式 中 ，5 为 比 精 。 由 于 式 中 耗 散 函数 % 与 热传导 系数 上 都 是 正 数 ， 故 上 式 右 端 两 项 之 和 是 正 
的 。 因 此 式 〈1-5-13) 是 热力 学 第 二 定律 在 流体 力学 中 的 又 一 种 表达 形式 。 引 进 单位 体积 
里 的 粹 产生 率 9 如 ， 即 
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1 TN eT Re 
0 “jt pa (1-5-14) 


它 反映 了 不 可 逆 过 程 所 产生 的 米 。 考 虑 到 炉 为 广 延 量 ， 用 大 写 8 表示 一 流体 集合 所 具有 的 
米 ， 于 是 积分 式 (1-5-13) 并 注意 使 用 奥 - 高 公式 便 得 到 
坚 - 咱 sar+ 必 4.mac (1-5-15) 
显然 ， 无 论 上 面 所 考虑 的 流体 集合 内 部 如 何 进行 复杂 的 功 与 热量 的 交换 ， 只 要 在 流体 集合 的 
边界 上 热流 处 处 为 零 ， 那 么 这 个 给 定 的 流体 集合 就 是 热力 学 的 热 孤 立 系统 ， 这 时 
dS" >0 (1-5-16) 
即 一 个 孤立 系统 的 炉 是 永远 不 会 减少 的 。 


1.5.3 ”热力 学 函数 与 普遍 微分 关系 式 
一 、 特 征 函 数 及 普遍 微分 关系 式 


考虑 单位 质量 的 气体 ， 引 进 四 个 热力 学 特征 函数 : 内 能 e， 烩 刀 ， 海 姆 堆 兹 自由 能 /， 
与 吉 布 斯 自由 烩 8 ， 并 且 取 e=e(w,s),h=AMP,s,f =f(T,v) 与 8=g(T,P)， 其 中 


h=e+Pv (1-5-17) 
f=e-TS (1-5-18) 
g=h-TS (1-5-19) 


对 于 封闭 均匀 系统 的 可 逆 过 程 ， 其 热力 学 基本 微分 方程 为 
de=TdS -Pdv+ (pde) 
dh=TdS +vdP+ (hde) 


>: (1-5-20) 
df=-SdTr-Pdv+> (udc) 


气 
de = -sdT+vdp+ 袜 (udc) 
所 


为 简便 起 见 ， 在 以 下 讨论 中 均 不 考虑 化 学 势 的 影响 ， 于 是 由 基本 微分 方程 的 全 微分 条 件 ， 便 
可 导出 下 列 热力 学 关系 式 
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ee 


~“ 全- 人 a 


=-{ 记 | -=-( 昌 
SE 人 ¥ -al 
再 利用 全 微分 中 两 项 交叉 导数 相等 条 件 ， 便 得 到 麦克 斯 韦 关系 式 


一 一 


(1-5-22) 


一 一 


SENSNESR 


一 一 


1- 信 


因此 ， 在 不 考虑 化 学 势 的 情况 下 又 可 得 出 关于 粹 S、 内 能 e。、 烩 h 以 及 比热容 的 普遍 微分 关 


系 
ds =Car+ oP 中 -Ce a7 中 + aT dp Ee 
T (¥¥] 人 党 底 C1332 


(1-5-24) 


9 
=CpdT -T= | dP (1-5-2: 
由 Ea 5) 
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(1-5-26) 


(1-5-27) 


op fov as (ow 
-67(E)(S) -7(E) (>) 15-28) 
二 、 热 系数 


引进 三 个 热 系 数 即 压缩 系数 B, 或 p,、 弹 性 系数 (又 称 压强 系数 ) a, 以 及 热膨胀 系数 (又 
称 体 胀 系数 ) ar ， 其 具体 定义 式 为 


1fov 1f9p 
三 | 下 (1-5-29) 
A 名 | ;(¥) a 
1f ov 1/3p 
=--| 一 | = 一 | 二 -5-30) 
Bs | ;(¥} SS 
w =J(32 (1-5-31) 
” Plar 


11f ov 119p 
= -| 一 | =- 一 | 二 -5-32) 
! 售 } 的 | Ch 


式 中 ，B, 与 B; 分 别称 作 等 温 压 缩 系数 与 等 粹 压缩 系数 ，v 与 p 分 别 代表 比 容 与 密度 ， 系 数 
Q, 常 称 作 定 容 压 力 温度 系数 或 压力 的 温度 系数 ， 系 数 av 称 为 等 压 热膨胀 系数 。 显 然 ， 是 
体积 弹性 模 量 的 倒数 。 引 进 比 热 比 Y， 很 容易 证 明 y 是 等 温 压 缩 系 数 与 等 炉 压 缩 系 数 之 比 ， 
即 


Y=Cr/C, =Br/B; (1-5-33) 
并 且 这 三 个 热 系数 ap,a, 与 应 之 间 有 如 下 关系 
ar = Phra, (1-5-34) 


这 里 上 式 应 用 了 下 面 的 微分 关系 ， 即 


ov oy oP 

储 ] =- 这 } 们 ) ee 
对 于 压缩 系数 ， 气 体 要 比 液体 大 得 多 。 例 如 空气 在 一 个 大 气压 下 的 B, =10“mYN， 而 水 的 
B=5x10"”mYN， 可 见 空气 的 压缩 系数 要 比 水 的 可 压缩 系数 大 四 个 量 级 。 对 于 实际 工程 问 
题 ， 一 般 认 为 ， 只 要 |dp/p| =5% 时 ， 才 考虑 流动 的 可 压缩 性 特征 。 对 于 高 速 气体 流动 通常 
|ap/p| 大 于 5%， 因 此 高 速 流 可 压缩 性 效应 的 研究 成 为 气体 动力 学 的 重要 内 容 之 一 。 
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三 、 理 想 气体 及 相关 的 微分 关系 
理想 气体 又 称 完全 气体 ， 其 状态 方程 (又 称 Clapeyron 克拉 珀 龙 方程 ) 为 


P=pRT (1-5-36) 

或 者 Py=RT (1-5-37) 
dp dy _d7 

i (1-5-38) 

Py 地 5-38 


前 面 给 出 的 关于 比热容 c, 与 c,， 内 能 e:， 烩 h 及 烂 s 的 普遍 关系 式 ， 这 时 将 退化 为 


e=CT, de=C,dT (1-5-39) 

h=C,T,dh=C,dr (1-5-40) 

C,-C,=R (1-5-41) 

C=- (1-5-42) 

7-1 
6 站 (1-5-43) 
ds=C, +RC, Rc, Rec, P+, 由 (1-5-44a) 
TT pp TP v 


或 者 


和 让 志和 志雄 - 坟 二 np- 之 dmp 
人 过 (1-5-44b) 


- 方 tm7-dmp=7an7-am2 
式 中 ，7Y 为 比 热 比 :vy 为 气体 的 比 容 ; R 为 气体 常数 ， 对 于 不 同 的 气体 它 有 不 同 的 值 ， 其 计 
算 公式 为 
R=R IM (1-5-45) 
这 里 Ro 为 普 适 气体 常数 ， 它 对 所 有 气体 都 是 同样 值 (Ro=8 314 Jikmol。K); M 为 摩尔 质量 ; 
对 于 空气 的 M=28.95 kg/kmol， 而 空气 的 R 为 287 J/(kg。K); 


1.5.4 函数 行列 式 及 其 重要 性 质 


@@ 设 三 个 函数 /，g，h 都 是 二 个 独立 变数 x，y 的 函数 ， 则 恒 有 
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四 


( 


¥) (SE 


(1-5-46) 


(1-5-47) 


(1-5-48) 


(1-5-49) 


(1-5-50) 


许多 教科 书 中 ， 常 称 式 (1-5-46) 为 倒数 关系 式 ， 称 式 (1-5-49) 为 循环 关系 式 。 


@ 设 四 个 函数 /，g，h, 上 都 是 二 个 独立 变数 x，y 的 函数 ， 则 恒 有 


9(f,8) _ 9(f,8) [Ah,k) 
a(x,y)/ ow,y) 


Bh, k) k) 


90,8) _1/ 9%)) 
9(x,y) / 9(f,8) 


EA WEA) 
dg h gD) 


狼 
图 - 


9(f,8) 
9(x,y) 


ox 7)/ 9(x,)) 


a(f,8) /&) 
9 /9 人 
Bf/ar of /oy 
lag/ax ag/a 


9(f,h) /dg8,h) 


(1-5-51) 


(1-5-52) 


(1-5-53) 


(1~5-54) 


(1~-5-55) 


(1-5-56) 


@ 设 六 个 函数 J/，g，h，u，v，w 都 是 三 个 独立 变数 x，>，z 的 函数 ， 则 恒 有 


9(f,8,h) 
wm 


Ea 
dr 


9(f,8,h) /u,v,w) 
~ 99,D)/ Hx,y,7) 


9(f,8,h) /dg,h) 
aya/ dy,D) 


(1-5-57) 


(1-5-58) 
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| -9G /dg:h) 人 
他 30,2/ 30,z) 

ox az 
aen lh af/ay ay/ 


Bg/ax ag/ay 3g/az (1-5-60) 
an/ax away aaz 


图 设 mw ” z 三 个 变量 之 间 存在 一 定 的 函数 关系 ， 如 果 把 任 一 个 变量 视 为 其 余 两 个 变量 


的 函数 ， 则 恒 有 
oz or = 
¥ =/ (1-5-61) 


图 间 自 -* 0 


在 许多 教科 书 中 ， 也 将 上 面 两 式 分 别称 作 倒数 关系 式 与 循环 关系 式 。 
图 设 t，y，z，m 为 四 个 变量 ， 如 果 仅 有 两 个 独立 变量 ， 其 余 两 个 为 所 选 变 量 的 函数 ， 


则 恒 有 EE}- 《CT 


站] -{ 磋 1 + 下 | [ 卫 -5- 
NUON 
式 (1-5-64) 与 式 (1-5-50) 有 类 似 之 处 。 式 (1-5-63) 与 式 (1-5-64) 常 被 称 作 链 


式 关系 式 。 
函数 行列 的 重要 性 质 。 


9(x,y,7) 


9(f,8) __98,f)__9(f,8) 
= =- (1-5-65) 
9 90 人 90 


9(f,8) _ (8,f) 


(1-5- 
(5,y) 90 如 66) 
9»._{F 区 
2-(¥) (1-5-67) 
四 /9D) th 
ox,y) / dh,m) (1-5-68) 
9(f,8) _ 9(f,8) a(h,m) ee 


(x,y) am d(x, y) 
式 中 , f 与 g 均 为 独立 变量 x，y 的 函数 ， 并 且 hh 与 m 也 为 x，y 的 函数 。 
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§1.6 气体 的 粘性 系数 、 热 传导 系数 与 扩散 系数 
1.6.1 粘性 系数 


在 流体 力学 中 ， 流 体 的 粘性 系数 有 两 个 :一 个 称 动力 粘性 系数 4， 另 一 个 称 为 运动 粘性 
系数 Yy， 两 者 间 的 关系 为 
Y=A/p (1-6-1) 
在 国际 单位 制 中 ，/ 的 单位 是 N。s/m? 或 Pa。s， 在 工程 单位 中 必 的 单位 是 kgf 。s/m2， 两 者 的 
关系 为 1 Pa，s=0.102 kgf。 s/m*; 而 ?在 国际 单位 制 中 为 mYs， 可 以 看 出 ， 它 的 量 纲 中 仅 有 
”长 度 和 时 间 ， 即 具有 运动 量 的 量 纲 ， 故 取 名 为 运动 粘性 系数 。 
气体 的 动力 粘性 系数 随 着 温度 的 升 高 而 增 大 ， 再 加 上 气体 的 密度 随 着 温度 的 升 高 而 减 
少 ， 因 此 当 温度 升 高 时 气体 的 运动 粘性 系数 迅速 增 大 。 应 当 指出 ， 当 压强 不 变 时 ， 不 同 温度 
下 的 气体 动力 粘性 系数 4 可 以 根据 萨 瑟 兰 〈Sutherland) 公式 计算 


(1-6-2) 


式 中 ，/n 为 温度 To 时 的 动力 粘性 系数 ;，C 取决 于 气体 的 种 类 ， 常 称 为 萨 瑟 兰 常数 。 表 1-1 
给 出 了 儿 种 气体 的 wp，To 及 C 值 。 当 然 ， 也 可 以 用 符 次 律 去 估算 气体 的 4 值 ， 即 


=jol 二 (1-6-3) 
及 地] 6-3 


式 中 ，Tu=273.15 K; n 为 取决 于 气体 种 类 的 常数 〈 见 表 1-1)。 另 外 ， 实 验证 实 ， 在 压强 不 
太 高 时 ， 压 强 对 于 气体 动力 粘性 系数 的 影响 很 小 。 因 此 ， 压 强 变化 小 于 105 Pa 时 ， 可 以 不 
考虑 动力 粘性 系数 的 变化 。 此 外 ， 文 献 [95] 还 给 出 了 气体 动力 粘性 系数 随 压强 增加 时 的 修正 
曲线 ， 可 供需 用 者 查阅 。 


表 1-1 几 种 气体 的 ms，To 及 C 值 


ol (10Pa* s) 适用 的 温度 范围 /K 
0716 210~1 900 
0.2125 200~1 500 
0.1663 L 222~1 500 
0.1919 230~2 000 


0.08411 224~1 100 
0.1657 ) 230 一 1 500 
0.1370 . 200~1 700 
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1.6.2 热传导 系数 〈 导 热 系数 ) 


无 论 流体 是 静止 的 还 是 运动 的 ， 只 要 其 中 的 温度 场 不 均匀 ， 热 量 就 由 高 温 处 向 低温 处 传 
递 。 在 温度 分 布 不 均匀 的 连续 介质 中 ， 仅 仅 由 于 各 部 分 直接 接触 ， 而 没有 宏观 相对 运动 所 发 
生 的 热量 传递 称 为 热传导 。 一 般 来 说 ， 绝 大 多 数 流体 的 热传导 性 是 各 向 同性 的 ， 其 热传导 规 
律 服从 傅 里 叶 〈Fourier) 导热 定律 ， 即 

4=-kEVT (1-6-4) 
式 中 94 为 热流 矢量 ; 上 为 热传导 系数 〈 简 称 导热 系数 或 导热 率 ); 7 为 温度 ，VT 为 温度 对 空 
间 坐 标的 梯度 。 实 验证 明 ， 对 于 大 多 数 接近 完全 气体 的 气体 ， 其 热传导 系数 上 几乎 与 动力 粘 
性 系数 /成 正比 。 引 进 普 朗 特 〈Prandtl) 数 Pr， 即 


pr- (1-6-5) 


式 中 Cp 为 气体 的 定 压 比 热 。 对 于 这 类 气体 ， 它 的 Pr 数 几 乎 与 温度 和 压强 无 关 ， 而 仅 取决 于 
气体 的 种 类 。 例 如 空气 的 Pr 值 在 273.15 K 时 为 0.720， 在 1 273.15 K 时 为 0.706， 二 者 相差 
甚 小 。 但 对 于 某 些 非 完 全 气体 ， 例 如 干 饱和 蒸汽 ， 其 Pr 数 随 温 度 有 明显 的 变化 。 


1.6.3 扩散 系数 


当 流 体 的 密度 分 布 不 均匀 时 ， 流 体 的 质量 就 会 从 高 密度 区 迁移 到 低 密 度 区 ， 这 种 现象 称 
为 扩散 。 扩 散 现象 又 可 分 为 两 类 ， 一 类 是 在 单 组 分 流体 中 ， 由 于 其 自身 密度 差 所 引起 的 扩散 ， 
称 为 自 扩散 。 另 一 类 是 在 两 种 组 分 的 混合 介质 中 ， 由 于 各 组 分 的 各 自 密度 差 在 另 一 组 分 中 所 
引起 的 扩散 ， 称 为 互 扩散 。 由 流体 力学 基础 知道 ， 自 扩散 系数 与 流体 的 动力 粘性 系数 几 有 
关 ， 互 扩散 现象 服从 菲 克 〈Fick) 扩散 定律 ， 假 定 j 组 元 为 均 质 介质 ， 这 里 仅 考虑 i 组 元 在 j 
组 元 中 的 扩散 并 认为 扩散 为 各 向 同性 时 ， 于 是 有 
万 =-Divp， (1-6-6) 
式 中 几 为 在 单位 时 间 内 ，i 组 元 在 j 组 元 中 通过 单位 面积 传递 的 质量 流 矢量 ，D, 为 i 组 元 在 
j 组 元 中 的 质量 扩散 系数 简称 扩散 系数 ，p, 为 i 组 元 的 分 密度 。 
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§1.7 声速 、 马 赫 数 及 弱 扰 动 在 气流 中 的 传播 
1.7.1 在 一 般 物质 中 的 声速 


声速 ， 也 称 音速 ， 在 普通 物理 学 中 已 讲 过 。 对 于 弹性 介质 〈 包 括 流体 和 固体 )， 只 要 对 它 
施加 一 个 任意 的 小 扰动 ， 就 会 在 介质 中 引起 微小 的 压力 增 量 (或 应 力 增 量 )， 于 是 扰动 便 以 波 
的 形式 向 四 周 传 播 ， 这 种 小 扰动 波 称 为 声波 ， 而 小 扰动 波 传播 的 速度 称 为 声速 ， 其 公式 为 

py (1-7-1) 
p 


式 中 a 为 声速 ，Ks 为 等 烂 体积 弹性 模 量 ， 其 表达 式 为 


ap) _ fa 
«==(¥) -eo(¥E) (1-7-2) 


显然 K, 是 压缩 系数 5, 的 倒数 。 由 于 p =1/v ， 并 注意 到 dp1p=-dw/y， 于 是 式 (1-7-1) 


变 为 
op 
a= | (1-7-3) 


通常 认为 ， 声 波 传播 的 过 程 为 等 米 过 程 。 近 代 的 研究 表明 声波 传播 过 程 为 等 米 过 程 
的 假设 只 适用 于 声波 作 低 频传 播 的 情况 ， 这 时 由 波动 引起 的 各 个 热力 学 变量 的 梯度 很 小 ， 因 
而 粘性 耗 散 作用 可 忽略 不 计 。 对 于 不 可 压缩 流体 ， 声 速 4 趋 于 无 穷 大 ， 这 意味 着 小 扰动 在 不 
可 压缩 流体 中 的 传播 几乎 是 瞬时 完成 的 。 而 对 可 压缩 流体 ， 小 扰动 的 传播 需要 一 定 的 时 间 ， 
这 正 是 可 压缩 流体 与 不 可 压缩 流体 之 间 的 本 质 差别 之 一 。 严 格 意义 下 的 不 可 压缩 流体 实际 上 
并 不 存在 ， 只 是 当 密度 不 易 变 化 ， 并 且 声 速 较 大 时 ， 才 可 近似 地 看 作 不 可 压缩 流动 。 


1.7.2 在 完全 气体 中 的 声速 


对 于 完全 气体 ， 粹 由 下 式 决定 
J (1-7-4) 


在 等 烂 过 程 中 ，5 为 常数 ， 于 是 


(¥E]=7s (1-7-5) 
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并 注意 到 完全 气体 的 状态 方程 
P=RpT (1-7-6) 


于 是 这 时 声速 的 公式 可 写作 
a rs = RT (1-7-7) 


式 中 ， 比 热 比 7 是 温度 的 函数 。 显 然 ， 完 全 气体 的 声速 仅 与 温度 有 关 。 对 于 空气 ， 当 y=1.4 
时 ， 因 R=287.06 J/ (kg。K)， 则 式 (1-7-7) 变 为 : 

a=20.05VT (1-7-8) 
例如 ， 当 空气 为 15 C 时 ， 由 式 (1-7-8) 给 出 a=340 m/s; 在 11 000 一 24 000 m 的 同 温 层 
高 空 ， 空气 的 温度 为 216.7 K， 计 算出 的 声速 值 为 295.1 m/s。 


1.7.3 ”马赫 数 及 气流 速度 范围 的 划分 


在 气体 动力 学 中 ， 经 常 使 用 一 个 重要 的 量 纲 为 1 的 参数 ， 即 
V 


M=— (1-7-9) 
a 


它 是 当地 流速 V 与 当地 声速 a 之 比 ， 称 为 马赫 数 〈Mach number) M。 为 了 说 明 马 赫 数 的 物 

理 含 义 ， 我 们 将 式 (1-7-9) 作 如 下 恒 等 变形 

M?= 证 -2 V2 a Vs 

YRT YY-D oT YY-D) e 

式 中 ，e 为 热力 学 狭义 内 能 。 因 此 马赫 数 的 平方 和 气体 的 动能 与 内 能 之 比 成 正比 ， 也 就 是 说 ， 

马赫 数 的 平方 可 以 看 作 气 体 的 宏观 流动 动能 与 分 子 随机 热 运动 能 量 之 比 的 一 个 度量 。 另 外 ， 

马赫 数 M 还 是 气体 可 压缩 性 的 度量 ， 下 面 来 说 明 这 个 问题 。 将 运动 方程 式 (1-4-26) 省 
略 体积 力 y 后 两 边 点 乘 速度 Y， 得 到 


让 喧 -me (1-7-11) 
p 


(1-7-10) 


2 
如 果 假定 流动 是 定常 的 ， 则 上 式 可 变 为 


Vay = (1-7-12) 
式 中 Y 为 速度 矢量 Y 的 模 。 如 果 再 认为 流动 为 等 箭 时 ， 则 有 


-wav 电站 =ap (1-7-13) 
plop p 
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dy 

MM = 时 学 (1-7-14) 
该 式 表明 ， 在 绝 能 等 米 过 程 中 ， 由 于 气流 速度 的 相对 变化 而 导致 的 密度 相对 变化 量 与 马赫 数 
M 的 平方 成 正比 ， 也 就 是 说 气流 的 压缩 性 与 马赫 数 的 大 小 密切 相关 。 通 常 ， 当 M<0.3 时 ， 
这 时 |(dp/p)/(dV/V)| 所 9%， 一 般 可 忽略 密度 的 变化 ， 把 流动 作 不 可 压缩 流 处 理 ， 但 当 
M >0.3 时 ， 就 必须 考虑 气流 的 压缩 性 ， 否 则 会 导致 计算 误差 过 大 而 与 实验 结果 不 符 。 因 此 
马赫 数 是 研究 高 速 流动 的 重要 参数 ， 是 划分 流动 类 型 的 标准 。 当 M <1 即 气流 速度 小 于 当地 
声速 时 ， 为 亚 声 速 气流 ; 当 M >1 即 气流 速度 大 于 当地 声速 时 为 超声 速 气流 ; 当 M=1 时 为 
声速 流动 ， 当 M 在 0.8~1.2 范围 内 的 气流 称 作 跨 声速 气流 ， 另 外 ， 高 超声 速 流 是 速度 远大 
于 声速 的 流动 ， 通 常用 自由 来 流 的 马赫 数 M. 大 于 5 作为 高 超声 速 流 的 一 种 标志 ， 但 是 这 种 
M._ 的 界限 不 是 绝对 的 ， 它 还 与 飞行 器 的 具体 形状 有 关 ， 例 如 对 于 钝 体 飞行 器 ， 当 M_ >3 时 
就 开始 出 现 高 超声 速 流 的 特征 ， 而 对 于 细 长 体 飞行 器 ，M. 要 高 达 10 时 才 开 始 出 现 高 超声 
速 流动 的 特征 。 


1.7.4 运动 流 场 中 的 弱 扰 动 传播 特征 


1. 小 扰动 在 静止 流体 中 的 传播 

如 图 1.1 (a) 所 示 ， 由 于 流体 是 静止 的 ， 小 扰动 将 以 声速 a 向 四 面 八方 传 播 ， 而 且 在 
各 个 方向 上 的 传播 速度 都 相等 。 

2. 小 扰动 在 亚 声速 流 场 中 的 传播 

如 图 1.1 (b) 所 示 ， 从 相对 运动 的 观点 看 ， 在 随 流体 一 起 运动 的 坐标 系 中 ， 小 扰动 以 
声速 向 四 面 八方 传播 而 且 传播 速度 相等 。 但 在 绝对 坐标 系 中 ， 它 的 各 个 方向 的 传播 速度 就 不 
相等 了 。 小 扰动 在 顺 流 方向 的 传播 速度 为 a+V.， 在 逆流 方向 的 传播 速度 为 a-V. ， 由 于 流 
动 是 亚 声 速 的 即 V.<a， 所 以 小 扰动 仍 可 以 向 四 面 八方 传播 ， 但 它 的 传播 速度 在 各 个 方向 不 
同 ， 在 顺 流 方向 传播 速度 最 大 ， 而 在 逆流 方向 最 小 ， 小 扰动 波 阵 面 是 一 族 偏心 的 球面 。 

3. 小 扰动 在 声速 流 场 中 的 传播 

如 图 1.1(c) 所 示 ， 小 扰动 传播 的 情况 同 〈2) 的 情况 大 致 相同 ， 但 由 于 这 时 双 =a， 
因此 它 只 能 向 顺 流 方向 传播 而 不 能 向 逆流 方向 传播 ， 也 就 是 说 0 点 上 游 的 流 场 已 不 受 扰动 的 
影响 ， 只 有 0 点 下 游 的 流 场 才 受 扰动 的 影响 。 

4. 小 扰动 在 超声 速 流 场 中 的 传播 

如 图 1.1(d) 所 示 ， 此 时 多 >a， 因 此 小 扰动 不 能 再 向 北 流 方向 传播 。 每 个 波 阵 面相 对 
于 扰动 中 心 而 言 ， 传 播 速度 仍 是 声速 a， 在 :时 刻 构 成 以 扰动 中 心 为 圆心 ， 以 at 为 半径 的 球 
面 ， 而 扰动 中 心 以 速度 只 顺 流 而 下 ，: 时 刻 已 离开 初始 位 置 为 V.t ， 因 此 从 绝对 坐标 中 看 ， 
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扰动 传播 的 范围 只 在 顺 流 方向 的 圆锥 型 区 域 之 内 ， 圆 锥 型 区 域 以 外 的 地 方 是 不 会 受到 小 扰动 
影响 的 。 这 个 圆锥 称 为 弱 扰 动 锥 或 马赫 锥 。 圆 锥 面 为 弱 扰 动 边 界 波 或 称 马赫 波 。 圆 锥 母线 与 


来 流速 度 方向 之 间 的 夹 角 叫 马赫 角 ， 并 用 符号 凡 来 表示 ， 即 
(1-7-15) 


图 1.1 能 扰动 在 不 同 来 流速 度 场 内 的 传播 
(a) 静止 流体 ;(b) 亚 声 速 流 场 ; (c) 声速 流 场 ; (d) 超声 速 流 场 


另外 ， 如 果 将 气流 速度 V 分 解 为 垂直 于 马赫 锥 面 和 平行 马赫 锥 面 的 两 个 分 量 多 和 VY ， 则 
(1-7-16) 


a 
网 =Vsin 人 =YVY 一 = 
四 上 及 V4 


也 就 是 说 垂直 于 马赫 锥 面 的 气流 分 速 等 于 声速 。 而 马赫 波 〈 即 弱 扰 动 边界 波 ) 在 气体 中 沿 垂 
直 于 波 面 方向 以 声速 向 外 传播 ， 这 个 传播 速度 正好 与 气流 在 该 方向 上 的 分 速 V, 大 小 相等 ， 


方向 相反 ;因此 马赫 波 能 在 气流 中 稳定 不 动 。 
$1.8 滞 止 参数 、 临 界 参数 及 气动 函数 


在 可 压缩 流体 动力 学 中 ， 我 们 常 引进 三 种 特定 的 参考 状态 : @ 灌 止 状态 (参数 的 下 标 
以 “0” 表 示 ); @ 临界 状态 〈 参 数 的 下 标 以 “* ”表示 ); @ 最 大 速度 〈(V。。 ) 状态 。 应 该 


指出 : 处 于 任何 状态 的 流体 ， 都 可 以 经 过 假想 的 等 粹 过 程 转变 为 对 应 的 灌 止 状态 、 临 界 状态 
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和 最 大 速度 状态 ， 因 此 参考 状态 可 以 是 该 问题 中 真实 存在 的 状态 ， 也 可 以 是 该 实际 问题 中 并 
不 存在 的 状态 。 但 对 于 绝 能 等 粹 流动 来 说 ， 参 考 状态 往往 是 真实 存在 的 。 


1.8.1 滞 止 状态 与 汪 止 参数 


湾 止 状态 是 流体 质点 由 某 一 个 真实 状态 经 等 炉 过 程 或 者 经 过 假想 的 等 燃 过 程 速度 减少 
到 零 ， 这 时 流体 质点 的 状态 称 为 该 真实 状态 所 对 应 的 灌 止 状态 ， 这 种 状态 下 流体 质点 所 具有 
的 流动 参数 称 为 该 真实 状态 的 灌 止 参数 。 应 该 指出 ， 灌 止 参数 是 点 函数 ， 它 与 流动 的 过 程 无 
直接 关系 。 借 助 于 上 面 的 定义 ， 则 洁 止 烩 和 与 静 粒 之 间 的 关系 为 


=h+ 夫 (1-8-1) 
对 于 完全 气体 ，h=CbpT ， 因 此 ， 上 式 可 改写 为 


2 


(1-8-2) 


T=T+ 
2c; 


根据 完全 气体 的 等 炉 关 系 ， 于 是 可 得 到 如 下 关于 书 ， po 与 a, 的 表达 式 


了 防己 

多 | = (1-8-3) 
己 -| 2 

Ep (1-8-4) 
| 


Pi 
一 =| 一 (1-8-5) 
号 Bi 


式 中 ， 员 ，po 与 m 分 别 为 滞 止 压强 〈 又 称 总 压 )， 兆 止 密度 与 滞 止 声速 ， 加 为 滞 止 灼 ， 又 
称 总 烙 ， 下 为 滞 止 温度 ， 又 称 总 温 ; 而 已 ，p 与 了 分 别称 作 静 压 、 静 密度 与 静 温 ， 这 里 “ 静 ” 
的 含意 是 指 站 在 与 流体 质点 一 起 运动 的 坐标 系 上 测量 到 的 流体 参数 ， 也 就 是 说 当 测量 仪器 随 
气流 一 起 运动 时 所 测 流体 的 参数 值 。 另 外 ， 注 意 到 完全 气体 的 定 压 比 热 C* 与 比 热 比 y 间 的 


关系 ， 以 及 马赫 数 的 定义 ， 则 式 〈1-8-2) 一 式 (1-8-5) 分 别 可 变 为 
Fr) (1 ] (1-8-6) 


(1-8-7) 
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i 
£-e00- (4 ]™ (1-8-8) 


po 

1 
-00-(+3 ) (1-8-9) 
ao 2 


式 中 ，T(M), x(M),e(M) 分 别称 作 定 比 热 情 况 下 的 温度 函数 ， 压 强 函 数 ， 密 度 函数 。 
另外 ， 将 式 (1-8-7) 写 为 


,4 
2-(+ (1-8-10) 
P 2 
借助 于 高 等 数学 中 的 二 项 式 级 数 展开 ， 式 〈1-8-10) 可 展 成 如 下 级 数 
BIM TMD ym +4... (1-8-11) 
二 8 48 
注意 到 马赫 数 的 定义 后 它 又 可 变 为 
=P+lpVi0+liM?+2Y M+..; 本 
品 =P+2PY Q+7 十 pn M+:*) (1-8-12) 
对 于 空气 ， 取 y=1.4， 由 式 (1-8-12) 得 到 可 压缩 空气 的 动 压 为 
-p=lpv: [1+ lM + lM’+... 8- 
h P=3PV (sim + 十 】 (1-8-13) 
对 不 可 压缩 流 ， 则 动 压 为 
BR-Pp=3pv (1-8-14) 


从 式 (1-8-13) 与 式 (1-8-14) 的 比较 可 以 看 出 : 当 M<0.3 时 ， 忽 略 气体 压缩 引起 的 动 
压 所 产生 的 相对 误差 不 超过 2.3%， 因 此 工程 上 对 M<0.3 的 流动 完全 可 以 作为 不 可 压缩 流动 
处 理 。 


1.8.2 临界 状态 与 临界 参数 


临界 状态 是 流动 速度 V 等 于 当地 声速 a 的 状态 ， 也 就 是 流动 马赫 数 等 于 1 的 状态 。 与 
滞 止 状态 一 样 ， 临 界 状态 可 能 存在 于 真实 流动 之 中 ， 也 可 能 是 将 某 个 真实 状态 通过 一 个 假想 
等 粹 过 程 来 达到 临界 状态 。 临 界 状态 时 的 流动 参数 称 为 临界 参数 ， 出 现 临 界 状态 的 截面 称 为 
临界 截面 。 对 于 完全 气体 ， 借 助 于 上 面 的 定义 ， 并 注意 到 所 考查 点 处 的 静 烩 h， 流 速 V 以 及 
该 点 所 对 应 的 临界 声速 a, 应 满足 如 下 形式 的 能 量 方程 ， 即 
WW + _Y+1o” 


= + 一 = (1-8-15) 
2 7Y-1l 2 YY-1l 2 7Y-12 


ht+ 
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将 式 (1-8-1) 变 为 用 am,a 与 Y 表达 的 式 子 ， 即 
ht = + a (1-8-16) 


比较 式 〈1-8-15) 和 式 (1-8-16) 两 式 便 得 到 w. 与 oo 间 的 关系 式 为 


全 = (1-8-17) 
mo) 7Y+l 

当然 ， 上 式 也 可 借助 于 取 M =1 时 代入 (1-8-9) 式 得 到 。 因 此 ， 借 助 于 M =1 时 代入 式 
(1-8-6)、 式 (1-8-7) 与 式 (1-8-8) 式 便 得 到 临界 参数 T., PR, p. 与 灌 止 参数 工 , 只 , p。 
间 的 关系 


(1-8—18) 


pe (2 
二 =| 一 (1-8-19) 
和 


i 
& -去 太 (1-8-20) 
。 


而 a. 与 包间 的 关系 可 由 式 《1-8~17) 得 到 ， 即 
EE -8- 

ek (1-8-21) 

同 游 止 参数 一 样 ， 临 界 状态 参数 可 以 是 实际 存在 的 “例如 当 气 流 的 M =1 时 )， 也 可 以 

是 借助 于 一 个 假想 的 等 炳 过 程 达到 的 。 临 界 状 态 参数 是 点 函数 ， 在 任意 流动 过 程 中 的 任何 一 

点 处 流体 都 具有 确定 的 临界 状态 参数 。 另 外 ， 还 必须 注意 ， 声 速 和 临界 声速 是 两 个 不 同 的 概 

念 。 声 速 是 在 气体 所 处 状态 下 实际 存在 的 ， 它 的 大 小 可 由 当地 的 静 温 确定 ， 而 临界 声速 是 由 

该 处 的 总 温 所 确定 ， 因 此 只 有 当 气流 的 马赫 数 M =1 时 临界 声速 才 实际 存在 。 对 于 任意 流动 

过 程 中 的 任 一 点 处 ， 都 有 确定 的 声速 和 与 此 对 应 的 临界 声速 ， 并 且 只 有 在 临界 截面 上 ， 二 者 
才 相等 。 


1.8.3 速度 系数 


在 气体 动力 学 中 ， 除 了 马赫 数 作为 量 纲 为 1 的 速度 外 ， 还 可 用 另 一 个 无 量 纲 速度 ， 它 定 
义 为 气流 速度 与 临界 声速 的 比 ， 称 为 速度 系数 ， 以 4 表示 ， 即 
了 


= 一 (1-8-22) 
a. 
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与 M 数 相 比 ， 引 用 和 的 好 处 之 一 是 在 绝 能 流动 的 流 场 中 ， 临 界 声速 .全 场 是 常数 ， 因 此 由 
和 值 的 大 小 便 可 直接 判断 出 该 点 速度 模 的 大 小 。 另 外 ， 1 数 与 M 数 间 的 关系 是 


5 
4 | (1-8-23) 
a. a aq 7+ 
或 者 
Y+1 2 
= es -2 (1-8-24) 
1+Y(M2-D tM 
2 
nN 
2 
Md (1-8-25) 


由 上 式 (1-8-24) 和 式 (1-8-25) 两 式 可 知 : M <1 的 亚 声 速 流动 对 应 着 4<1; M =1 的 
声速 流 对 应 着 14=1; M >1 的 超声 速 流 对 应 着 4 >1， 因 此 也 可 用 4 作为 亚 声 速 和 超声 速 流动 


的 判断 标志 。 另 外 ， 当 M 一 时 ， 久 有 最 大 值 2 所 以 有 时 用 和 要 比 用 M 更 加 方便 些 。 
利用 式 〈1-8-25) 可 方便 地 把 气体 动力 学 函数 写成 关于 4 的 函数 


= (1-8-26) 
P 1 二 
on | (1-8-27) 
本 
本 
pc (1-8-28) 
a 
2-ew-(1-2] (1-8-29) 


这 里 +(), (0) 和 (4) 分 别称 作 定 比 热情 况 下 的 温度 函数 ， 压 强 函 数 和 密度 函数 。 


1.8.4 最 大 速度 状态 


速度 达到 最 大 ， 和 值 为 零 时 的 状态 称 为 最 大 速度 状态 ， 它 同样 是 一 种 参考 状态 ， 可 由 某 
一 个 真实 状态 经 过 假想 的 等 粹 变化 过 程 去 达到 。 借 助 于 上 面 的 定义 ， 则 Vs 与 静 参数 之 间 的 
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2 
Cn=ht T+ -党 (1-8-30) 


SE 区 应- Ee 8- 
Vi 1 pb 7 (1-8-31) 


注意 ， 最 大 速度 Vw 仅仅 是 一 个 理论 上 的 极限 值 ， 实 际 上 是 不 可 能 达到 的 。 由 上 式 可 以 看 出 ， 
对 于 确定 的 气体 ，Vu 只 取决 于 总 温 7h; 在 绝 能 流动 中 ， 由 于 元 为 常数 ， 因 此 Vw 常 被 用 作 
参考 速度 。 


因此 


1.8.5 流量 函数 q() 与 9(M) 


在 气动 计算 中 ， 常 常会 遇 到 质量 流量 的 计算 问题 。 先 引进 流量 函数 q() 或 者 q(M)， 即 


A (1-8-32) 
GA pl 2 4 8-32 
A NR 


人 -1 
pr 
这 里 py 称 为 比 流量 或 密度 ， 它 表示 单位 时 间 内 通过 单位 面积 的 质量 流量 。 由 上 面 两 式 可 知 ， 
流量 函数 4 是 和 数 (或 者 M) 的 函数 ， 对 这 个 函数 4(4) 作 数学 分 析 : 显然 ， 当 和 <1 ( 即 亚 
声速 流动 ) 时 ， 比 流量 pV 随 着 和 数 的 增 大 而 增加 ， 此 时 速度 的 增加 率 大 于 密度 的 减 小 率 ; 
当 4>1《〈 即 超声 速 流动 ) 时 ， 情 况 刚 好 相反 ， py 随 着 1 的 增 大 而 减 小 。 特 别 有 意 义 的 是 ， 
当 和 =1《〔〈 即 流动 达 临 界 状态 ) 时 ， 比 流量 py 值 最 大 ， 即 


pa Po p. a a a ( 人 


da _ dq(M) _ a 
a =0 或 者 dM 0 (1-8-34) 


由 上 式 便 可 得 到 4 =1,， 或 者 M =1; 类 似 的 ， 也 可 以 对 函数 q(M) 作 上 面 的 数学 分 析 。 图 1.2 (a) 
与 图 1.2 (b) 分 别 给 出 了 流量 函数 随 M 与 4 的 变化 关系 曲线 。 从 这 两 张 图 中 可 以 清楚 地 看 
出 : 一 个 流量 函数 对 应 着 两 个 马赫 数 M (或 速度 系数 4 )， 其 中 一 个 是 亚 声 速 M 数 (或 和 
数 )， 另 一 个 是 超声 速 M 数 〈 或 4 数 )， 应 用 时 必须 判断 流动 属于 哪个 范围 ， 才 能 确定 其 对 
应 的 M 数 (或 4 数 ) 值 。 
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10| 
03| 


04| 
04| 
02| 


0 15 20 2530 35 0 50408172 16 20 24 
M 和 
全 (b) 


图 1.2 流量 函数 随 M 数 (或 1 数 ) 的 变化 曲线 


1.8.6 冲 量 函数 


在 用 积分 形式 的 动量 方程 作 内 流 计算 时 经 常会 遇 到 〈 P+pVy*) 的 计算 ， 这 里 P,p 与 Vy 
分 别 为 压强 ， 密 度 与 速度 矢量 的 模 。 借 助 于 完全 气体 的 假定 及 有 关 气 动 函 数 ， 便 可 很 方便 地 


得 出 如 下 表达 式 
rlpve flral far hw 2 让 
P+pV’*= 27 ova (+2) a(*po [二 
令 z(M) 与 70 分 别 具 有 如 下 定义 


1 
WAtT 
2 
JU = | 
于 是 式 (1-8-35) 可 写 为 
P+pV*=Rf(N) 


, 
或 者 /1W=£2e 


这 里 f(A) 称 为 冲 量 函 数 。 


(1-8-35) 


(1-8-36) 


(1-8-37) 


(1-8-38) 


(1-8-39) 
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$1.9 几 个 重要 的 特殊 方程 
1.9.1 伯 努 利 方程 及 广义 伯 努 利 方程 


首先 由 运动 方程 
业 -J+lLv.I-vp) (1-9-1) 
由 p 
出 发 ( 式 中 五 与 了 分别 代 表 粘 性 应 力 张 量 与 单位 质量 上 的 彻 体力 )， 两 边 点 乘 V 并 注意 到 
VV)-V (VI)=9=1 :VV (1-9-2) 
v2] (1-9-3) 
d dl2 
以 及 连续 方程 与 耗 散 函数 $ 的 定义 ， 则 得 到 
df 1 1Lfdp_9P 
四国 攻 人 (1-9-4) 
或 者 
dfVi\ 1fde 9P 1 
二 SE-]- (1-9-5) 


这 就 是 粘性 气体 的 广义 伯 努 利 〈Bernoulli) 方程 ， 式 中 V 为 速度 矢量 V 的 模 。 对 于 定常 无 粘 
流 ， 在 忽略 了 彻 体力 yj 后 ， 则 式 (1-9-5) 被 简化 为 


dfwz 1dp 

过 -= (1-9-6) 
如 果 将 上 式 沿 流 线 进 行 空间 积分 ， 则 得 到 

邱 + 训 -oo (1-9-7) 


式 中 ，c(t) 是 积分 常数 ， 对 于 某 一 确定 的 时 刻 沿 流 线 不 变 ， 但 对 于 不 同 的 流 线 ， 该 常数 一 般 
可 取 不 同 值 。 

式 (1-9-7) 就 是 通常 流体 力学 教科 书 上 常 给 出 的 沿 流 线 伯 努 利 方程 的 形式 。 如 果 流 
体 是 正 压 的 ， 即 密度 只 是 压强 的 函数 ， 则 这 时 可 以 引进 压力 函数 办 


= 人 (1-9-8) 
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vR=LvPp (1-9-9) 


则 有 


于 是 定常 、 无 粘 、 正 压 流体 沿 流 线 的 伯 努 利 方程 (在 忽略 了 彻 体 了 后) 为 
+m=et) ( 沿 流 线 》 (1-9-10) 


1.9.2 ” 涡 量 输 运 方程 及 涡 量 场 的 空间 特性 


一 、 涡 量 场 的 空间 特性 

令 w=VxV ， 定 义 为 涡 量 ， 为 描述 涡 量 场 的 空间 特性 ， 引 入 沿 流 线 的 正 交 自然 坐标 系 : 
令 沿 流 线 方向 的 弧 长 为 8 ， 单 位 切 矢量 为 :， 指向 曲率 中 心 的 单位 法 和 撩 〈 即 主 法 矢 ) 为 n， 
并 令 沿 n 方 向 的 变量 记 为 n; 而 5 为 单位 副 法 和 撩 ， 即 b=tXn， 相 对 应 的 这 个 方向 的 变量 为 b; 
于 是 (t，n，b) 便 构成 一 组 右手 单位 正 交 曲线 标 架 。 在 这 组 标 架 中 ， 速 度 V =Vt ={V,0,0}， 
涡 量 w=t@ +n@,+b@, ={@;,0@,,0@%,) ， 因 此 


w=Vx(VI)=(VV )xt+V(Vx) (1-9-11) 
式 中 右边 第 一 项 即 
LA A A TN LA A 9 
(ae CER t np by (1-9-12) 
上 式 用 到 了 Frenet-Serret 公式 ， 即 
之 
tb (1-9-13) 
ob 
了 
式 中 ， 为 空间 流 线 的 曲率 ， 上 ,为 流 线 的 挠 率 。 又 
a oa oa oa oa 
ve 六 txtox 六 kp+ (nx 六 tbx 问 | (1-9-14) 


容易 证 明 
(nox -0 (1-9-15) 
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a 


(ex tx -0 (1-9-16) 


ob 


因此 可 以 人 (nx ox Fy 这 里 悟 定义 为 


所 see(YxD=2. 汪 -ma 训 (1-9-17) 
将 式 (1-9-12) 与 式 (1-9-14) 代入 式 (1-9-11) 便 有 
9VY 
外 = ost+mO, +b, = svn ev- (1-9-18) 


另外 ， 螺 旋 量 w*Y 与 Lamb 矢 量 wxV 也 很 容易 得 到 ， 它 们 的 表达 式 为 


四 中 = 及 V: (1-9-19) 


wxV = Ge "他 六 G ¥y (1-9-20) 


二 、 涡 量 输 运 方程 
涡 量 与 胀 量 的 输 运 方程 ， 已 有 式 (1-4-72) 与 式 (1-4-74) 给 出 。 注意 到 


(vsyx(v7)=vx( 畦 ]-- 志 oyx(vP) (1-9-21) 


注意 上 式 中 的 5 代表 炉 。 于 是 式 (1-4-72) 变 为 


加 -oOV) tow = Vxf + (Vp)x(VP)+ veo (1-9-22) 


式 中 ，6=V.Y 。 如 果 流 体 是 正 压 的 ， 则 


(Vp)x(VP)=0 (1-9-23) 


因此 ， 正 压 、 无 粘 流体 时 (1-9-22) 式 简化 为 


诗 -o.Y)+ego=Yx1 (1-9-24) 


如 果 再 假定 彻 体力 / 有 势 ， 则 式 〈1-9-24) 又 可 进一步 简化 为 Helmholtz 方程 ， 即 


do _y.(v)+ow=0 
a 


这 个 方程 的 最 大 优点 是 方程 中 不 出 现 压 强 、 彻 体力 与 密度 ， 而 只 包含 速度 V 与 涡 量 。 显 然 ， 


这 个 方程 可 以 同时 适用 于 可 压缩 流体 与 不 可 压缩 流体 。 
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1.9.3 ”Kelvin 定理 和 Crocco 方程 


一 、Kelvin 定理 
取 封 闭 流体 线 c(t) ， 计 算 这 条 闭 流体 线 的 速度 环 量 对 时 间 的 变化 率 ， 即 


Ce 


又 pri vv. + (1-9-26) 
如 果 流 动 无 粘 、 彻 体力 〈 或 称 体 积 力 、 质 量力 ) f 有 势 ， :三 休 放 攻 ， 则 存在 着 压力 函数 


界 与 体积 力 的 势 函 数 U， 使 


f=-vU (1-9-27) 
VP/p=VR (1-9-28) 
成 立 ， 于 是 这 时 式 〈1-9-26) 简化 为 
dy/dr=-VU -VR (1-9-29) 
将 式 (1-9-29) 代入 式 (1-9-25) 得 
dr/dr=-$[YU+V9].dr=-$dw+90=0 (1-9-30) 


也 就 是 说 ， 在 体积 力 有 势 ， 流 体 正 压 的 条 件 下 ， 理 想 流体 沿 任 一 条 封闭 流体 线 的 速度 环 量 不 
随时 间 变 化 ， 这 就 是 惯性 坐标 系 中 的 Kelvin 〈 凯 尔 文 ) 定理 。 

二 、 速 度 环 量 和 旋 度 的 关系 

由 Stokes 公式 ， 对 于 连续 的 流动 有 


F=gy.tr=Jjvwxy)'ndc (1-9-31) 


式 中 ，o 是 以 曲线 c 为 周 界 的 任意 开口 曲面 ，m 是 曲面 o 的 单位 法 矢量 ，(YxVY).nmdc 是 旋 
度 在 微 元 曲面 dc 上 的 通 量 ， 又 称 涡 通 量 。 式 (1-9-31) 表明 ， 沿 封闭 曲线 c 所 取 的 速度 环 
量 等 于 通过 以 该 封闭 曲线 为 界 的 任意 开口 曲面 的 涡 通 量 。 
三 、Croceo 方程 
无 粘 流 的 运动 方程 为 
时 + Vr=-Bvp (1-9-32) 
由 热力 学 第 一 、 第 二 定律 可 得 到 烙 与 炉 间 的 关系 式 为 
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Tas = dn- dP (1-9-33) 
式 中 ，5,h,T 与 P 分 别 为 炉 、 烩 、 温 度 与 压强 。 注 意 到 
Cr 位 xm) (1-9-34) 
将 式 (1 -9-33) 与 式 (1-9-34) 代入 到 式 (1-9-32) 后 得 到 
-yx(VxV)=7Vs -VA (1-9-35) 


式 中 ， 抽 =h+ 汪 V?， 可 将 它 称 为 总 烤 。 式 1-9-35) 称 为 克 9 罗 柯 《Croceo) 方程 。 如 果 流 
动 定常 且 全 场 均 能 ， 即 1+ =const ， 那 么 式 《1-9-35) 被 简化 为 


Vx(VxV)=-TVS (1-9-36) 


由 此 可 得 到 如 下 结论 : 如果 流 场 无 类 、 定 常 、 均 能 、 均 粹 ， 那 么 该 流 场 为 无 旋 场 ， 反 之 ， 当 
来 自 均匀 流 场 的 气流 通过 曲线 激 波 后 ， 流 线 之 间 的 炉 值 不 再 相等 ， 也 就 是 说 ， 流 场 是 非 均 粹 
的 ， 于 是 那里 的 流 场 必 然 是 有 旋 的 。 注 意 ， 这 里 所 说 的 均 能 、 均 炉 在 概念 上 有 别 于 等 能 、 等 
炉 。 前 者 是 从 当地 观点 出 发 ， 指 流 场 各 处 的 能 量 相等 和 粹 值 相 等 ， 后 者 是 从 随 体 观 点 出 发 ， 
指 流体 质点 的 能 量 和 粹 值 沿 迹 线 不 变 。 


1.9.4 流 函 数 方程 和 势 函数 方程 


对 于 定常 、 无 类 、 三 维 流动 ， 可 引进 两 个 流 函数 ,与 ,使 


PV=(Vy,)x(Vy,)= pv'e, (1-9-37) 
成 立 ， 这 里 小 为 速度 V 的 逆 变 分 速度 ， 显 然 这 时 它 满足 
"i (1-9-38) 
六 -大 党 后 (1-9-39) 
rE (1-9-40) 


式 中 ，(x',x,*x*) 为 任意 曲线 坐标 系 ，Vg =e.(e:xe) ，e 为 (axzz) 的 基 矢 量 。 因 此 式 
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(1-9-37) 自动 满足 连续 方程 。 对 于 二 维 定 常 、 无 粘 流动 ， 不 妨 这 时 令 
= ,2)=YW(%,y)，Y,=YW,(*)， 于 是 在 直角 坐标 系 ( x,y) 中 ， 式 (1-9-37) 被 简 
化 为 


pV=puitpg=i 闻 -j 丝 (1-9-41) 
这 里 式 中 取 3wy,/3z =1; 于 是 推出 
ay (1-9-42) 
ca 


如 果 流 线 为 空间 曲线 ， 不 妨 令 沿 线 方向 的 弧 长 为 !， 它 的 单位 切 矢量 为 +, 流 线 的 单位 主 
法 矢量 为 n， 而 副 法 矢量 为 »， 这 里 (tm2) 构 成 右手 系 ， 并 用 式 〈1-9-13) 给 出 的 Frenet- 
Serret 公式 。 对 于 无 粘 、 定 常 三 维 流动 ， 则 沿 + 与 m 方 向 的 运动 方程 为 


4 方向 pV- (1-9-43) 
方向 p= (1-9-44) 
并 且 有 V=Vt+nV, +by, =Vt (1-9-45) 
vv (1-9-46) 
=v 强 (1-9-47) 


这 里 为 流 线 的 曲率 ， 它 是 由 沿 流 线 角度 9 的 变化 率 来 决定 的 ， 即 双 = 另外 ， 流 函数 
在 1 与 4 方向 上 的 变化 率 分 别 为 


Wpy (1-9-48a) 
on 
CA 0 
=-pV,=0 (1-9-48b) 
对 于 流 线 为 平面 曲线 时 ， 其 连续 方程 可 写 为 
pV) ,yy 90 号 
人 +PY 和 =0 (1-9-49) 


注意 到 
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D 9 9 
a -9-50) 
VE “ 方 wa (1-9-50 
CS 生 0 
Vy (1-9-51) 
Vi=w +v (1-9-52) 
容易 证 明 有 如 下 几 个 关系 式 成 立 
Oy, oy 剖 ， oy 
1-9- 
3 +m + (1-9-53) 
Oy 中 ee 2 dW vw dy ap 


. 时 (1-9-54) 
Bn VID Vi oy Vi a dn 3 


苇 - 抽 芒 ! 交 这 垢 站 (1-9-55) 
如 果 流 动 是 无 旋 的 ， 即 
Ee (1-9-56) 
则 由 式 (1-9-48a) 与 式 (1-9-48b) 有 
纶 -3280-w 弹 +p 并 (1-9-57) 
将 式 (1-9-56) 代入 上 式 消去 9V /9n 并 注意 到 式 (1-9-46), 得 
we (1-9-58) 
于 是 上 式 可 变 为 
Coc- 强 ， 登 M0 (1-9-59) 


将 式 (1-9-53) 与 式 (1-9-54) 代入 到 式 (1-9-59) 便 得 到 二 维 、 定 常 、 无 粘 、 无 旋 


流动 下 的 流 函数 方程 
oy uwow ow 
(rs 营 - 2 和 器 与 Ea (1-9-60) 


对 于 定常 、 无 类 、 可 压缩 绝热 流动 的 流体 ， 由 连续 性 方程 ， 有 
(VV)p=-pVeV (1-9-61) 
将 声速 方程 两 边 点 乘 Y 得 到 
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V.VP=a’(V eV)p (1-9-62) 
将 式 (1-9-61) 代入 式 (1-9-62) 消去 密度 项 后 得 
V.VP=-azpV.y (1-9-63) 
对 于 理想 气体 ， 忽 略 彻 体力 时 的 葛 罗 米 柯 ( H.C.T p o me k 0o) 或 者 Lamb 型 的 运动 方程 为 
Yr 只 jxm--m (1-9-64) 
如 果 流 动 是 定常 无 旋 的 ， 则 上 式 简 化 为 
"Ei (1-9-65) 
2 p 
将 上 式 两 边 点 乘 速度 Y 后 得 
tyro (1-9-66) 


由 式 (1-9-63) 与 式 (1-9-66) 中 消去 压力 项 后 得 到 
Ci 区 ev (1-9-67) 


方程 式 (1-9-67) 在 许多 教科 书 中 被 称 作 气 体 动力 学 的 基本 方程 。 将 该 式 在 直角 坐标 系 中 


展开 并 加 以 整理 得 
19u ov uv LN ou 
[从 沦 齐 
(1-9-68) 
Ed Ow ,Ou 者 4 Wo =0 
ea 人 ar 0z) oo dz 
无 旋 流 场 必 然 存 在 速度 势 p(x,y,z) ， 其 定义 为 
V=V9=u+y+wk (1-9-69) 
于 是 式 (1-9-68) 变 为 


1 ei ei e209 
a ax a Jay’ a ja a dxdy 


它 是 一 个 典型 的 非 线 性 二 阶 偏 微分 方程 ， 这 是 由 于 该 方程 各 项 系数 含有 uv,w， 它 们 也 是 g 
的 函数 ， 而 且 声 速 a 也 是 关于 的 函数 。 对 于 不 可 压缩 无 旋 流 动 ， 这 时 可 认为 a 一 ， 因 此 
式 (1-9-70) 简化 为 


(1-9-70) 
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+erye=0 (1-9-71) 
这 就 是 大 家 熟知 的 拉 普 拉 斯 方程 。 
在 结束 本 节 讨 论 之 前 ， 还 想 以 二 维 流动 为 例 ， 采 用 流 线 坐 标 系 (1,n) 给 出 一 些 有 益 的 结 


果 : 引入 势 函数 p， 即 Vp=V ， 并 且 有 


99_y, 392_-v - (1-9-72 
Mm ” 
在 这 个 坐标 系 下 ， 速 度 V 的 散 度 变 为 
_ay ,38 ay dp 人 
Vv (1-9-73) 


式 中 ，6 的 定义 同 式 1-9-47); 仿照 流 函 数 方法 中 式 (1-9-58) 的 推导 过 程 ， 对 势 函 数 
9 也 有 类 似 关系 式 


99 _ MD 
=(M ET (1-9-74) 
也 可 写 为 
2,9V ,90 
he -一 二 YY- 一 一 thie 
(I-M + 0 1-9-75) 


方程 式 (1-9-74) 是 二 维 、 定 常 、 无 粘 、 无 旋 流 动 下 采用 流 线 坐 标 (1,n) 时 的 势 函数 方程 。 
显然 它 与 式 (1-9-70) 是 等 价 的 ， 但 这 里 的 表达 更 为 简捷 ， 在 讨论 偏 微分 方程 判 型 问题 时 
更 为 方便 。 


1.9.5 运动 介质 中 的 声学 方程 


经 典 声学 中 都 假定 声 源 传播 的 介质 是 静止 的 ， 并 且 还 假定 声波 是 在 粘性 不 起 主要 作用 的 
流体 中 传播 ， 所 以 认为 介质 流体 是 无 粘 的 且 不 计 热 量 耗 散 ， 因 此 经 典 声学 多 研究 线性 声学 问 
题 ， 并 着 重 研究 小 振幅 声波 的 传播 规律 。 随 着 现代 科技 的 发 展 ， 非 线性 声学 已 日 益 显示 其 重 
要 性 。 例如 现代 强力 喷气 发 动机 以 及 其 他 强 功率 机 器 发 出 声音 的 声 压 级 可 达 160 一 180 dB (分 
贝 )， 甚 至 更 大 。 如 果 以 180 dB 为 例 ， 它 相当 于 2.8X104 N/m? 的 声 压 振幅 值 ， 其 相应 的 质 
点 速度 幅 值 为 67 m/s， 显 然 它 不 属于 小 振幅 的 范围 。 另 外 ， 大 量 的 实验 与 研究 表明 : 有 限 振 
幅 声波 在 介质 中 传播 时 介质 的 粘性 以 及 声波 传播 中 所 导致 的 热传导 吸收 等 直接 影响 着 声波 的 
吸收 系数 。 甚 至 在 流体 力学 研究 中 经 常 采用 的 容积 粘性 系数 jw =0 的 Stokes 假定 ， 在 许多 非 
线性 声学 问题 中 己 不 再 继续 有 效 。 声 雷诺 数 的 概念 已 在 现代 气动 声学 中 采用 ， 并 且 运 动 介质 
中 声 的 传播 问题 已 引起 人 们 重视 ， 气 动 声学 已 成 为 现代 气体 动力 学 课程 内 容 的 一 部 分 。 
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一 、 广 义 动量 通 量 密度 张 量 及 Lighthill 方程 

声音 是 一 种 弹性 波 ， 凡 是 具有 弹性 的 介质 如 空气 、 液 体 、 固 体 都 可 以 传递 声波 。 声 波 的 
传递 过 程 必然 会 引起 介质 中 压强 的 交替 变化 ， 这 个 交 变 的 压强 叫 声 压 ， 声 波 也 造成 介质 质点 
的 振荡 ， 若 质点 振荡 的 方向 顺 着 声波 传播 的 方向 则 这 种 波 叫 纵波 ， 若 质点 振荡 方向 与 声波 传 
播 的 方向 垂直 ， 则 称 为 横 波 。 显 然 ， 声 波 是 靠 介 质 的 压缩 和 膨胀 传递 信息 ， 因 此 属于 纵波 ， 
又 称 作 胀 缩 波 ， 靠 前 切 应 力 传递 信息 的 属于 横 波 ， 又 称 作 切 变 波 。 

莱特 希 尔 (Lighthill) 方程 是 从 流体 力学 基本 方程 组 导出 的 。 由 流体 力学 基础 知道 ， 对 
于 有 源 非 定常 流动 ， 其 连续 方程 为 


好 


+V.(PY)=pgu (1-9-76) 
式 中 ，go 为 源 (或 汇 ) 强度 。 
运动 方程 为 
(pV)+ ve(pvV)=pf + -vp (1-4-40) 
将 (1-4-40) 式 两 边 取 散 度 后 并 用 式 (1-9-76) 消去 V.(pV) 项 ， 得 
= ee) +V.[Y.(pyY)-V.H+VYP-py] (1-9-77) 
在 式 (1-9-77) 两 边 减 去 V*(a?p) 后 得 
Se -va azp)= +v， (V:T)-V.(pf) (1-9-78) 
式 中 ，a 是 某 一 参考 声速 :了 为 广义 动量 通 量 密度 张 量 ， 其 表达 式 为 
T=pVV -H+(P-ap)I (1-9-79) 


这 里 五 ，p 与 P 分 别 为 粘性 应 力 张 量 、 密 度 与 压强 ; 7 为 单位 张 量 。 显 然 ， 如 若 略 去 粘性 应 
力 张 量 ， 则 式 〈1-9-79) 便 简化 为 T,， 其 表达 式 为 

T=pVV +(P-ap)l (1-9-80) 

相应 的 式 〈1-9-78) 可 简化 为 

9p_v: Ee 

Ea =Y 

上 式 是 近代 声学 中 重要 的 方程 之 一 。 ey 声学 更 多 的 是 着 眼 于 脉动 声讨 的 传播 。 

应 该 指出 式 〈1-9-80) 给 出 的 应 力 张 量 项 ， 在 近 场 中 既 含 有 流动 项 ， 又 含有 稳定 的 和 脉动 

的 压强 ， 以 及 它们 之 间 的 复杂 相互 作用 。 因 此 ， 它 们 并 非 全 部 都 是 真正 的 物理 声 源 ， 只 有 部 

分 能 够 转化 为 声 能 。 声 学 更 关心 远 场 ， 即 近 场 脉动 压强 中 能 够 向 远 场 传播 的 部 分 ， 或 者 说 能 
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够 转化 为 声 能 的 部 分 。 

二 、 考 虑 各 种 粘性 系数 的 运动 方程 

在 声学 研究 中 ， 由 于 频 散 、 色 散 现 象 的 出 现 和 弛 驳 过 程 的 研究 ， 有 时 除 考虑 介质 流体 的 
剪 切 粘性 系数 4 〈 在 流体 力学 教科 书 中 通常 称 动力 粘性 系数 ) 外 ， 还 要 考虑 体 粘 系数 〈 又 称 
第 二 粘性 系数 ) /iv 与 转动 粘性 系数 册 的 影响 。 这 时 运动 方程 可 写 为 


o 开 =-o1-prAvYrrlerw Je -omrorxeo-wm (1-9-82) 


式 中 ， 为 平均 转动 角速度 (而 不 是 涡 量 )。 由 于 弛 珍 时 间 一 般 来 说 很 短 ， 在 长 时 间 内 与 
(VxV)/2 实际 上 是 相等 的 ， 因 此 在 有 些 时 候 可 以 忽略 式 (1-9-82) 右 端 最 后 一 项 ， 这 时 便 
得 到 了 N-S 方程 最 常见 的 形式 


p 尘 = of -vpruvv sol (Sarh jl- ewew) (1-9-83) 


如 果 假 设 4 与 /不 是 空间 坐标 的 函数 ， 则 式 1-9-83) 又 可 简化 为 


p 和 pf -vptpv yt (Buti cm (1-9-84) 
这 里 ， 粘 性 应 力 张 量 开 为 
m=plov (ov) (wm -Sa or) (1-9-85) 
三 、 定 常 流动 背景 下 的 声学 方程 


如 果 背 景 流 场 不 是 静止 的 而 是 定常 的 、 无 粘 的 ， 令 其 流动 参数 为 R、p,、Vi、a,， 它 们 都 

不 是 时 间 的 函数 。 设 外 界 有 某 种 扰动 ， 造 成 流 场 变 化 为 P、p’ 与 Vy"， 即 扰动 后 的 参数 为 

Y=VW+Y，p=Am+p，P= 有 +P 户 ; 为 讨论 简单 起 见 ， 假 设 不 存在 交 变 的 质量 源 。 背 景 参 
数 满足 

V.(pVY)=0 (1-9-86) 


VY:(PYW)=P7-VR (1-9-87) 


当然 扰动 后 的 P，p 与 Y 满足 式 (1-9-81)， 于 是 将 式 (1-9-81) 减 去 式 (1~9-87) 后 
得 到 关于 扰动 量 的 线性 控制 方程 


Fp -avzp'=y (V:T)-V.(p'f) (1-9-88) 
各 p=V.CV。 (Pp 
式 中 T’=pVV’+pV’V +p’ VV +(P’ -op (1-9-89) 


显然 式 (1-9-88) 是 线性 化 的 非 定常 无 粘 气体 动力 学 方程 ， 同 时 也 是 定常 流动 背景 下 的 声 
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学 方程 。 如 果 背 景 流 场 是 静止 的 ， 即 VV =0， 并 且 还 略 去 V.(p'f) 项 时 ， 于 是 式 (1-9-88) 
简化 为 
Pp’ -ovp=o0 (1-9-90) 


这 就 是 普通 理论 声学 中 中 广 为 讨 论 的 声 传播 方程 (又 称 声波 动 方程 )。 
1.9.6 定常 可 压缩 流动 中 速度 、 压 强 与 马赫 数 间 的 关系 


对 于 定常 无 粘 流 ， 由 式 〈1-9-6) 得 速度 沿 流 线 的 变化 规律 是 
Vav+3dp=0 (1-9-91) 


这 里 dy 和 dP 是 沿 流 线 微 元 长 度 上 速度 和 压强 的 变化 。 当 压强 改变 时 ， 声 速 也 将 发 生变 化 ， 
其 关系 式 为 


dP=(aP/3a*), da’ (1-9-92) 
由 热力 学 可 知 ， 声 速 也 可 由 下 式 给 出 
3 | ee -9- 
a -¥}- (全 ] - [ENE (1-9-93) 
将 上 式 对 己 求 时 数 ， 并 注意 引进 基本 气动 导数 于 是 得 到 
(aaz/aP), =2v[T -1] (1-9-94) 
式 中 ， 丰 定义 为 
a' (9 
De al (1-9-95) 


注意 上 面 三 个 式 子 中 v= 1/p， 它 为 比 容 ; 应 用 式 (1-9-94) 与 式 (1-9-92)， 则 式 
(1-9-91) 变 为 
a 


YdyY 至 = 
re 0 (1-9-96) 
由 马赫 数 定义 M =V /a 可 得 到 
dM dV da 
-一 = 一 -一 (1-9-97) 
大 六、 


由 式 (1-9-96) 与 式 (1-9-97) 消去 da 项 便 得 
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V1 du 

V 1+(T-DM: M 
这 个 式 子 表明 : 在 T>1 时， 马赫 数 将 随 着 流体 速度 的 增加 而 单调 地 增加 ， 这 个 结论 非常 重 
要 。 对 于 基本 气动 导数 还 可 以 得 到 如 下 两 种 表达 形式 ， 即 


(1-9-98) 


{oP (pa) 9 
r= 如 (党 ] - al pail: (1-9-99) 
式 中 ，(pa) 称 作 声 阻抗。 作为 特例 ， 对 于 完全 气体 ， 则 这 时 厂 = 他， 对 于 定常 无 粘 流动 ， 
沿 任 一 条 给 定 流 线 则 有 
ht heonst (1-9-100) 
式 中 ，h 为 滞 止 焙 。 式 〈1-9-100) 就 是 沿 流 线 的 能 量 方程 ， 它 还 可 以 写成 
hh_M? 5 
和 (1-9-101) 
将 (h- 折 ) 与 (a* -ai) 均 展开 为 (P- 吕 ) 的 Tayloy〈 泰 勒 ) 级 数 即 
2 oh 3 
1 有 = -器 ] ep Gab Eb + 
Re Ja | (apy +419 ) (App 
< (区 ] apeis ]m 本 ]m 和 
式 中 ，AP= P- 只 ， 将 上 面 两 式 代入 到 式 〈1-9-101) 并 适当 整理 后 可 得 到 7 
he | 环 -0 
BR-P=7PV [经 + 二 (4T-3)M7- ] (1-9-102) 


这 就 是 沿 流 线 伯 努 利 方程 的 另 一 种 表达 形式 ， 显 然 它 与 式 (1-9-7) 相 比 ， 更 多 地 突出 了 
流体 的 可 压缩 性 。 


1.9.7 完全 气体 、 多 方 气体 及 正 压 流体 的 数学 描述 


一 、 完 全 气体 的 数学 描述 
这 里 ， 首 先 对 气体 状态 方程 所 采用 的 几 种 模型 略 作 一 点 总 结 。 从 热力 学 来 讲 ， 对 于 一 个 
均匀 的 热力 学 系统 ， 状 态 方程 只 存在 两 种 类 型 : 一 种 是 热 状 态 方程 P= P(p"',T) ; 一 种 是 量 
热 (caloric) 状态 方程 e=e(p"',T)， 这 里 e 为 内 能 。 上 面 这 两 个 关系 式 并 不 彼此 独立 ， 下 面 
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推出 其 制约 关系 。 
对 量 热 状态 方程 作 微分 


信鸽 


这 里 v=p-!; 将 上 式 代入 到 式 (1-5-8) 中 并 整理 后 可 得 到 


1/9e 1 ¥] 
二 | | (1-9-103) 
ds E }: | ( | 103 


比较 上 面 两 式 ， 并 注意 到 数学 上 二 次 偏 导数 应 相等 的 条 件 得 
ae 9P 
(¥)=7(¥)-e (1-9-104) 
这 个 方程 就 是 两 种 类 型 状态 方程 间 的 制约 关系 〈 又 称 相关 方程 ， 或 称 Maxwell 关系 式 )。 显 
然 将 式 (1-9-104) 代入 到 式 〈1-9-103) 中 便 得 到 式 (1-5-23)。 
在 气体 动力 学 中 ， 通 常 不 讨论 一 般 形式 的 热 状态 方程 ， 而 是 局 限于 热 完 全 气体 ， 它 满足 
Clapeyron 方程 即 
P=RTp=RT/ (1-9-105) 
将 式 (1-9-105) 代入 到 相关 方程 式 (1-9-104) 便 得 到 (9e/9v). =0， 因 此 对 热 完 全 
气体 ， 有 
e=e(T) (1-9-106) 
这 种 气体 没有 分 子 内 聚 力 ， 不 能 凝聚 成 液体 或 固体 〈 在 有 限 温度 范围 内 ， 热 完全 气体 
不 出 现 临界 点 )。 相 反 ， 如 果 量 热 状 态 方程 是 e=e(T) 的 话 ， 那 么 量 热 状 态 方程 必须 满足 式 
(1-9-104)， 便 可 以 得 到 


积分 上 式 便 得 到 
2-( 衬 jew (1-9-107) 


式 中 ，g(v) 是 任 一 个 积分 函数 。 归 纳 一 下 ， 将 式 〈1-9-104) 用 于 上 面 所 说 的 两 类 状态 方 
程 便 有 如 下 两 种 相应 的 结果 ， 即 
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P=RT/ 一 e=e(T) (对 于 热 状态 方程 ) 


和 een=7- (Eo (对 于 量 热 状态 方程 ) 
现 引进 以 kh=e+Pv=e+(P1p) 所 定义 灼 定义 ， 于 是 对 于 热 完 全 气体 来 说 ， 这 时 和 为 
A=e(D+RT=MD= 上 codT+ 和 (1-9-108) 
而 <=eD= 上 cdT7+a (1-9-109) 
这 时 e，h 只 与 T 有 关 ， 而 且 它 们 的 导数 也 只 相差 一 个 气体 常数 ， 即 
下 -各 +R (1-9-110) 


由 式 (1-9-108) 与 式 (1-9-109) 可 以 表明 : 热 完 全 气体 的 内 能 e 和 烩 h 都 仅 是 温 
度 的 函数 ， 它 们 与 其 他 参数 无 关 。 这 时 气体 的 定 压 比 热 、 定 容 比 热 和 比 热 比 也 都 是 温度 的 函 
数 o。 显 然 ， 如 果 用 
e= (常数 ).T (1-9-111) 
去 定义 一 种 量 热 完全 气体 的 话 ， 会 使 气体 动力 学 所 研究 的 问题 进一步 简化 。 在 这 种 情况 下 ， 
由 式 (1-9-110) 有 
h=( 常 数 +R).T (1-9-112) 
现在 可 以 给 量 热 完 全 气体 下 定义 了 ， 它 是 比 热 〈 包 括 c, 与 c,) 与 比 热 比 y 都 为 常数 的 
热 完 全 气体 。 对 于 量 热 完 全 气体 来 说 ， 有 
e=c,T 
h=c,T 
P=pRT 
也 就 是 说 ， 对 于 量 热 完 全 气体 来 讲 ， 式 〈1-9-107) 被 简化 为 Clapeyron 方程 ， 即 相当 
于 任意 积分 函数 g(v)=1; 必须 注意 ， 热 完全 气体 不 一 定 就 是 量 热 完全 气体 ; 但是， 凡是 量 
热 完 全 气体 的 ， 它 必定 是 热 完 全 气体 。 在 本 书 中 ， 量 热 完 全 气体 〈Thermally perfect gas) 又 
常 简称 为 完全 气体 。 显 然 ， 对 于 完全 气体 有 


| 


Pp S-5, 
Ea oo (1-9-114) 


(1-9-113) 


或 者 Pp 
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二 、 多 方 气体 及 正 压 流体 的 数学 描述 
从 气体 的 热 状态 方程 P= P(v,s) 出 发 (这 里 v 与 ;分别 代表 气体 的 比 容 与 粹 )， 仿 照 量 热 


完全 气体 的 推导 过 程 ， 在 推导 中 仍然 假定 比热容 (c,，c,) 与 比 热 比 都 为 常数 以 及 气体 为 
热 完 全 气体 ， 则 可 得 到 


P=B(s)p” (1-9-115) 


式 中 ， aw- s } 这 里 so 是 一 个 适当 的 常数 9 四 ，7 为 比 热 比 。 


Cv 
比较 式 (1-9-115) 与 式 (1-9-114) 可 以 发 现 ; 两 者 在 确定 业 值 时 略 有 不 同 。 在 气 
体 动力 学 许多 专业 文献 中 ， 还 特别 将 式 (1-9-115) 所 定义 的 气体 称 为 多 方 气体 (Polytropic 
gas)。 对 于 多 方 气体 ， 除 满足 式 (1-9-115) 外 还 有 式 (1-9-116) 成 立 ， 即 


ce=23G)pm =cT 


A (1-9-116) 
a’ = BGS))pr1 =7YRT 
RT =B(s)p”™ 
式 中 ，a 代表 气体 的 当地 声速 ，B(s) 是 关于 炉 的 函数 ， 它 的 定义 同 (1-9-115) 式 ， 即 
swe (2] (1-9-117) 


对 于 正 压 流体 ， 则 认为 密度 只 是 压强 的 函数 并 且 与 其 他 的 热力 学 变数 (例如 温度 、 湿 度 ) 
无 关 。 从 数学 上 讲 ， 正 压 流体 一 定 存在 一 个 力 势 函数 厅 〈 常 称 作 压 力 函 数 )， 使 


v=Bvp (1-9-118) 


成 立 ， 也 就 是 说 ， 开 = |dP/p 与 积分 曲线 工 无 关 ， 换 名 话 说 ，dP/p 应 该 是 卫 的 全 微分 。 


参考 文献 


Tsien H S (钱学森 ). Similarity laws of hypersonic flows. J of Math. and Phys. 1946, 25: 247 一 251 

von Karman T. From low speed aerodynamics to astronautics. Oxford: Pergamon Press, 1963 

Courant R, Hilbert D. Methods of mathematical physics. Vol.2. New York: Interscience, 1989 

Mises von R. Mathematical theory of compressible fluid flow. New York: Academic Press, 1958 

Landau L D, Lifshitz M E. Fluid mechanics. New York: Pergamon, 1959 

汉 康 . 数值 计算 方法 . 北京 : 国防 工业 出 版 社 ，1978 

Anderson J D. Computational fluid dynamics (the basics with applications). New York: McGraw-Hill, 
1995 


waeewhwn 一 


69 


VY 气体 动力 学 


8 陈 构 章 . 压气 机 气动 力学 发 展 的 一 些 问题 . 航空 学 报 ，1985. 6(5): 405 一 410 
9 Wesseling P. Principles of computational fluid dynamics. New York: Springer, 2001 


10 


36 
70 


Durand W F. Aerodynamic theory. Berlin: Springer, 1935 
Lamb H. Hydrodynamics. New York: The Macmillan Company, 1932 

Prandtl L, Tietjens O G. Fundamentals of hydro and aeromechanics. New York: McGraw Hill, 1934 
Goldstein S. Modern developments in fluid dynamics. London: Oxford University Press, 1938 

Keller C, Marks L S. The theory and performance of axial flow fans. New York: McGraw Hill, 1937 
Spannhake W. Centrifugal pumps, turbines, and propellers. Cambridge: MIT the Technology Press, 1934 
普 朗 特 L. 流体 力学 概论 . 郭 永 怀 等 译 . 北京 : 科学 出 版 社 ，1987 

Tsien H S (钱学森 ) Two-dimensional subsonic flow of compressible fluids. J of Aeronaut Sci, 1939, 6: 
399 一 407 

Courant R, Friedrichs K O. Supersonic flow and shock waves. New York: Interscience, 1948 

Liepmann H W, Puckett A E. Introduction to aerodynamics of a compressible fluid. New York: John 
Wiley & Sons Inc., 1947 

Ferri A. Elements of aerodynamics of supersonic flows. New York: the Macmillan Co., 1949 

Shapiro A H. The dynamics and thermodynamics of compressible fluid flow. New York: The Ronald 
Press, 1953 

Howarth L. Modem developments in fluid dynamics-high speed flow. London: Oxford Univ. Press, 1953 
朗 道 ， 栗 弗 席 兹 . 连续 介质 力学 . 彭 旭 稚 译 . 北京 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1958 

洛 强 斯 基 . 液体 与 气体 力学 . 林 鸿 苏 ， 张 炳 炉 等 译 . 北京 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1957 

阿尔 然 尼 可 夫 ， 马 尼采 夫 . 空气 动力 学 . 张 炳 晕 等 译 . 北京 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1954 

库 赫 曼 D， 维 贝尔 J. 航空 发 动机 空气 动力 学 . 张 玉 良 译 . 北京 : 国防 工业 出 版 社 ，1959 

杰 依 奇 . 工程 气体 动力 学 . 徐 华航 译 . 北京 : 燃料 工业 出 版 社 ，1955 

柯 钦 . 叶 杨 的 流体 动力 学 理论 . 北京 :科学 出 版 社 ，1958 

阿 勃 拉 莫 维 奇 . 实用 气体 动力 学 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ，1955 

斯 捷 金 . 喷气 发 动机 原理 . 北京 : 国防 工业 出 版 社 ，1961 

普罗 斯 库 拉 . 涡轮 机 流体 动力 学 . 王 适 存 译 . 北京 : 中 国 工业 出 版 社 ，1964 

鲍 里 先 柯 . 发 动机 气体 动力 学 . 李 正 荣 ， 王 甲 升 等 译 . 北京 : 国防 工业 出 版 社 ，1966 

哈 洛克 . 轴 流 式 压气 机 (流体 力学 与 热力 学 ) . 张 文 清 译 . 北京 : 国防 工业 出 版 社 ，1966 

Vavra M H. Aero-thermodymics and flow in turbomachines. New York: Robert E. Krieger Publishing 
Company, 1960 

Wu C H ( 吴 仲 华 ), Wolfenstein L. Application of radial equilibrium condition to axial-flow compressor 
and turbine design. NACA Rep. No. 955, 1950 

Wu Chung Hua. General theory of fluid flow with subsonic or supersonic velocity in turbomachines of 


37 


38 


39 


49 


50 


51 


52 


53 


54 


55 


56 


第 1 章 可 压缩 流体 的 热力 学 、 流 体力 学 基础 及 有 关 数 学 工具 vy 


arbitrary hub and casing shapes. NACA TN 2302, 1951 
Wu Chung Hua. A general theory of three-dimensional flow in subsonic and supersonic turbomachines 

of axial, radial and mixed flow types. NACA TN 2604, 1952 

Wu Chung Hua. Three-dimensional turbomachine flow equations expressed with respect to non- 

orthogonal curvilinear coordinates and methods of solution. Proceeding of the 3rd International 

Symposium on Air-Breathing Engines, 1976, 233~252 

Donaldson C, Summerfield M, Charyk J V. High speed aerodynamics and jet propulsion. New Jersey: 

Princeton University Press, 1954 一 1964 

Howarth L. Modern developments in fluid dynamics-high speed flow. London: Oxford Univ. Press, 
1953 

Oswatitsch K. Gas dynamics. New York: Academic Press, 1956 

Ferrari C, Tricomi F G. Transonic aerodynamics. New York: Academic Press, 1968 

Anderson J D. Hypersonic and high temperature gas dynamics. New York: McGraw-Hill Book Company, 
1989 

Hayes W D, Probstein R F. Hypersonic flow theory. New York: Academic Press, 1959 

YepHaAT.T. TedeHHH ra3a 5C OonbluoA cBepx3ByKOBoA cKOpOCThIO. MocKkBa: DuaMaTruB, 
1959 

Devienne F M. Rarefied gas dynamics. New York: Pergamon Press, 1960 

Dorrance W H. Viscous hypersonic flow. New York: McGraw-Hill Book Company, 1962 

Capman S, Cowling T G. The mathematical theory of non-uniform gases. London: Cambridge University 


~ Press, 1952 


3enbnoBHuAB, Panseploll. Dusnuxa yapHbIXx BonH HBHCOKOTeMNepaMyHEX rHApOAMHaAMM- 
yecknx AaBneHuf., MockBa: Hayka, 1966 

Stone H W. 21st century space transportation System design approach: HL-20 personnel launch system. 
J. of Spacecraft and Rockets, 1993, 30(5): 521~528 

Naftel J C, Talay T A. Ascent abort capability for the HL-20. J. of Spacecraft and Rockets, 1993, 30(5): 
628 一 634 

Magnus R, Gallaher Yoshihara H. Inviscid transonic flow over airfoils. AIAA J. 1970, 8: 2157 一 2162 
Murman E M, Cole J D. Calculation of plane steady transonic flows. AIAA J. 1971, 9: 114 一 121 
Ballhaus W F, Steger J L. Implicit approximate factorization scheme for the low-frequency transonic 
equation. 1975, NASA TM X-73082 

Beam R M, Warming R F. An implicit finite-difference algorithms for hyperbolic systems in conservation- 
law form, J. of Computational Physics, 1976, 22: 87 一 110 

MacCormack R W. Current status of numerical solutions of the Navier-Stokes equations. 1985, AIAA 


71 


V 气体 动力 学 


Paper 85~0032 

Jameson A, Turkel E. Implicit schemes and LU decompositions. Math. Comp., 1981, 37(156): 385 一 397 
Harten A. High resolution schemes for hyperbolic conservation law. J. Comput, Phys., 1983, 49: 357 一 
393 

吴 文 权 ， 刘 以 娥 . 使 用 非 正 交 曲线 坐标 与 速度 分 量 5, 流 面 正 问题 流 场 矩 阵 解 . 工程 热 物 理学 报 ， 
1980, 1(1): 17~27 

朱 荣 国 , 使 用 非 正 交 曲线 坐标 与 速度 分 量 5, 流 面 反问 题 流 场 线 松弛 法 . 工程 热 物 理学 报 ，1980， 
1(1): 28 一 35 

Wu Chung-Hua, Wang Bao Guo( 吴 仲 华 ， 王 保 国 ). Matrix solution of compressible flow on $, surface 
through a turbomachine blade row with splitter vanes or tandem blades. ASME J. of Engineering for 
Gas Turbines and Power, 1984, 106: 449 一 454 

华 耀 南 ， 吴 文 权 . $, 流 面 跨 声 流 场 流 函数 矩阵 解 . 工程 热 物 理学 报 ，1987, 8(2): 130 一 132 

赵 晓 路 . 使 用 非 正 交 曲线 坐标 与 速度 分 量 的 5, 流 面 跨 声 速 流 函 数 解 . 工程 热 物理 学 报 ，1984, 5(3): 
244 一 249 

王 正明 . 交替 方向 积分 法 解 S, 流 面 跨 音 流 函 数 方程 . 工程 热 物理 学 报 ，1984, 5(3): 250 一 255 
Wang Bao Guo. An iterative algorithm between stream function and density for transonic cascade flow. 
AIAA J. of Propulsion and Power, 1986, 2(3): 259 一 265 

陈 宏 咽 ， 吴 仲 华 . 含 激 波 跨 声速 5, 流 面 反问 题 的 椭圆 型 方程 间断 解 ， 工 程 热 物理 学 报 ，1987, 8 (1): 
23~30 

沈 孟 育 ， 张 炮 科 . 跨 音 涡轮 中 完全 三 维 流动 的 计算 . 数值 计算 与 计算 机 应 用 ，1984, 5(2): 125 一 128 
蒋 洪 德 . 倾斜 透 平 静 叶 栅 的 全 三 元 流 场 分析 . 工程 热 物理 学 报 ，1989, 10(1): 32 一 35 

王 保 国 ， 卞 萌 贵 , 转动 坐标 系 中 三 维 跨 声速 欧 拉 流 的 有 限 体积 -TVD 格式 . 空气 动力 学 学 报 ，1992， 
10(4): 472~481 . 

陈 乃 兴 ， 张 丰 显 . 透 平 级 三 维 湾流 流动 的 数值 计算 . 工程 热 物理 学 报 ，1995, 16(2): 156 一 160 

顾 春 伟 , 徐 建 中 . 用 拟 流 函数 求解 叶轮 机 械 三 维 可 压 流 场 . 工程 热 物 理学 报 , 1991, 12(4): 361 一 366 
刘 前 智 ， 周 新 海 . 多 级 风扇 /压气 机 三 维 粘 性 流 场 的 数值 分 析 . 2001, 22(4): 435 一 437 

黄 伟 光 ， 陈 乃 兴 ， 山 崎 伸 彦 等 . 叶轮 机 械 动 静 叶片 排 非 定常 气动 干涉 的 数值 模拟 . 工程 热 物理 学 
报 ，1999, 20(3): 294 一 298 

张 宏 武 ， 徐 燕 驴 ， 黄 伟 光 等 . 跨 音 透 平 级 动 叶 顶部 间隙 流动 的 数值 模拟 . 工程 热 物理 学 报 ，2002, 
23(4): 441~444 

Kodm HE. BekropHoe ucuucneHue MHadana TeH30pHOrO HcdHcneHHA MockBa Hayka, 
1964 

华罗庚 . 高 等 数学 引 论 (第 一 卷 第 二 分 册 ). 北京 ， 科 学 出 版 社 ，1979 

Schouten J A. Tensor analysis for physicists. London: Oxford Univ. Press, 1951 


第 1 章 可 压缩 流体 的 热力 学 、 流 体力 学 基础 及 有 关 数 学 工具 Vv 


吴 仲 华 . 工程 流体 动力 学 . 北京 :清华 大 学 出 版 社 ，1980 

Truesdell C, Toupin R. The classical field theories. In S. Flugge (ed.). Handbuch der Physik, vol.3, pt.1, 
Berlin: Springer-Verlag, 1960 

童 秉 岗 ， 孔 祥 言 ， 邓 国 华 . 气体 动力 学 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ，1990 

吴 望 一 . 流体 力学 . 北京 :北京 大 学 出 版 社 ，1982 

沈 孟 育 ， 周 盛 ， 林 保 真 . 叶轮 机 械 中 的 跨 音 速 流 动 . 北京 : 科学 出 版 社 ，1988 

周 光 幸 ， 严 宗 圾 ， 许 世 雄 ， 章 克 本 . 流体 力学 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ，1993 

卫 卫 . 朗 道 ，E M. 栗 弗 席 茨 . 流体 力学 . 孔 祥 言 等 译 ， 童 秉 纲 校 . 北京， 高 等 教育 出 版 社 ，1983 
陈 构 章 . 粘性 流体 动力 学 基础 . 北京 ， 高 等 教育 出 版 社 ，2002 

复旦 大 学 数学 系 . 流体 力学 上 海 ， 上海 科 学 技术 出 版 社 ，1960 

清华 大 学 工程 力学 系 . 流体 力学 基础 . 北京 机械 工业 出 版 社 ，1980 

庄 礼 贤 ， 尹 协 远 ， 马 晖 扬 . 流体 力学 . 合肥 ;中国 科学 技术 大 学 出 版 社 ，1991 

叶 敬 沫 ， 柳 兆 荣 ， 许 世 梭 . 流体 力学 . 上海: 复旦 大 学 出 版 社 ，1989 

张 兆 顺 ， 淮 桂香 . 流体 力学 . 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ，1999 

江 宏 俊 . 流体 力学 . 北京 ， 高 等 教育 出 版 社 ，1985 

王 保 国 ， 黄 虹 宾 . 叶轮 机 械 跨 声 速 及 亚 声速 流 场 的 计算 方法 . 北京 ， 国 防 工业 出 版 社 ，2000 
王 竹 溪 . 热力 学 简 程 . 北京 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1964 

谢 锐 生 . 热力 学 原理 . 关 德 相 译 . 北京 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1980 

张 远 君 . 流体 力学 大 全 . 北京 : 北京 航空 航天 大 学 出 版 社 ，1991 

Morse P M, Ingard K U. Theoretical acoustics. New York: McGraw-Hill, 1968 

Thompson P A. Compressible fluid dynamics. New York: McGraw-Hill, 1972 

证 戎 贵 ， 徐 立功 . 气动 热力 学 . 合肥 : 中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 ，1997 


Emmons H W. Fundamentals of gas dynamics (section B). New Jersey: Princeton University Press, 1958 


习 题 


1. 求 了 7(V .Y)-Yx(Yxy ) 在 柱 坐标 系 与 球 坐标 系 的 表达 式 . 


2. 若 己 为 反对 称 张 量 ， 证 明 : 
(1) P=-P.; 


(2) b.(P.a)+a.(P.b)=0， 其 中 a, 5b 为 两 矢量。 
3. 反对 称 张 量 常用 三 个 数 @,，w,，ow 来 表示 ， 实 际 上 它们 是 一 个 向 量 的 三 个 分 量 ， 例 
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0 hh 0 -四 多 
如 ， 反 对 称 张 量 4=s|4， 0 4:|= 0 -四 |， 通 常 定 义 w@ 为 反对 称 张 量 4 的 轴 
4 4 0 l-% wa 0 


矢量 (或 极 矢量 )。 今 将 并 矢 张 量 ab 分 解 为 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 。 证 明 与 反对 称 部 分 相对 
应 的 轴 矢量 @ 是 : w=bxe. 


4. 设 gi 与 9, 为 任意 标量 函数 ， 试 证 明 : V.(9,V9, -9,V9,)=9,A9, -9,A9, 


式 中 ，A=V.V， 为 拉 普 拉 斯 算 子 。 

5. 试 求 : (1) 笛 卡 儿 直 角 坐标 系 ; (2) 柱 坐 标 系 ;〈3) 球面 坐标 系 中 的 第 二 种 克 里 斯 
托 菲 符 号 表达 式 。 

6. 在 笛 卡 儿 坐 标 系 下 证 明 : V.[(Va).]=V(V.a)， 式 中 下 注脚 c 表示 张 量 的 转 置 。 

7. 试 证 明 在 自然 坐标 系 下 ， 轴 对 称 定常 流动 的 连续 方程 是 pV(2nrAn) =const， 其 中 + 是 
考察 点 到 对 称 轴 的 距离 ，An 是 子午 面 内 流 线 间 的 距离 。 如 果 将 此 式 与 欧 拉 方程 合并 ， 试 证 
明 能 得 到 如 下 形式 的 运动 方程 : 


一 -二 一 一 二 一 一 0 


其 中 M =VY/a，4 为 声速 ; V 为 速度 V 的 模 ;、6 为 速度 倾角 ;5 为 沿 流 线 的 坐标 。 
8. 试 证 明 : 定常 、 有 旋 、 无 粘 气体 的 流动 ， 在 旋转 坐标 系 〈 令 转动 角速度 上 = const ) 
下 沿 流 线 具 有 广义 的 Bernoulli 积分 


2_ (ry 
W” —(@r) 


2 [党 =eoms 


式 中 ，r 是 考察 点 到 旋转 轴 的 距离 。 
9. 写 出 平面 剪 切 流动 (这 里 令 内 = 内 =0， 仅 在 》 方 向 有 速度 梯度 ， 并 且 
Y=Wwi+VJ7+VK ) 时 耗 散 函数 的 显 式 表 达 。 


10. 已 知 : dh=TdS+vdP, c, =(9h/9T),, (9S19P)。 = -(9v/197)，， 


试 证 明 : c, 随 压强 的 变化 率 为 
9c 9 
他 |" 停 ) 
式 中 ，v 为 比 容 。 


11. 对 完全 气体 ， 试 推出 下 列 导数 : (9v/19P)s,(9?v/9P?)s,(9iy19P3)。 的 表达 式 ， 这 里 请 
74 


第 1 章 可 压缩 流体 的 热力 学 、 流 体力 学 基础 及 有 关 数 学 工具 Vv 


用 v,P 和 7 表示 之 。 式 中 v,P,S 和 7 分别 为 比 容 、 压 强 、 粹 和 比 热 比 。 


; -farT /fav 
12. 证 明 : 6-7] /GE): 


13. 高 压气 镀 内 盛 有 量 热 完全 气体 ， 已 知 它 的 温度 与 压强 分 别 为 mn 与 P。， 该 钢 有 一 个 
出 气 小 孔 ， 已 知 外 界 大 气压 为 P.， 试 求 出 小 孔 定常 出 流 时 的 速度 公式 。 
14. 在 上 题 中 ， 引 入 了 定常 流 的 假设 求 得 了 小 孔 出 流速 度 公式 。 若 铅 内 气体 不 能 得 到 及 
时 补充 则 会 迅速 减少 ， 问 : 阀门 打开 的 瞬间 ， 钢 内 气体 的 密度 随时 间 的 减少 率 ? 已 知 高 压 铅 
的 容积 为 2.0 m?， 初 始 密度 po =1.3 kg/m? ， 截 面积 为 1.0 cm? 的 小 孔 阀门 被 打开 时 测 得 出 口 
处 气流 速度 为 V = 300 m/s ， 并 假设 每 一 时 刻 的 密度 在 镀 内 均匀 分 布 。 
15. 把 上 题 的 鱼 抽 成 真空 后 , 改 为 由 小 孔 向 镀 内 输 气 。 已 知 条件 为 : 高 压 负 的 容积 为 2.0 m?， 
小 孔 的 面积 为 1.0 cm*?， 小 孔 处 送 入 的 气流 流速 为 V, =300 m/s ， 压 强 为 PR =3.0x105 N/m?， 
温度 为 T=265K ， 假 定 气 体 一 进入 铅 内 便 静 止 下 来 ， 另 外 还 假定 钠 内 参数 分 布 均匀 (小 孔 
附近 除外 )。 试 求 当 镶 内 压力 升 至 P=2.0x10” N/m?* 时 所 需 的 时 间 ? 
16. 对 于 完全 气体 来 说 ， 试 证 明 经 过 微弱 的 压强 脉冲 后 ， 压 强 的 相对 变化 值 为 
dP _ ,dV 
TP 


而 绝对 温度 的 相对 变化 值 为 
d7 dV 
TD 
式 中 ，a 与 分别 为 声速 与 比 热 比 。 


17. 如 果 未 受 声 扰动 时 介质 (媒质 ) 的 静态 密度 不 均匀 ， 它 是 空间 的 函数 即 
站 =pi(xy%z)， 试 证 明 在 这 种 情况 下 的 声波 方程 为 


A 
Vv Pr 3 = (VP):[v (np,)] 


这 里 ，P 为 声讨 ， 即 P=P-R; pi,R 与 a 分 别 表示 未 受 扰动 前 静态 的 密度 、 压 强 与 声速 。 
18. 在 声学 研究 中 经 常 使 用 密度 的 相对 变化 〈 即 Ss 三 0 ) 去 描述 声波 在 介质 中 压缩 


和 膨胀 交替 变化 传递 信息 的 情况 ， 试 证 明 当 假定 声波 传播 过 程 是 绝热 的 ， 并 且 气 体 振动 是 微 
小 振幅 时 ， 波 动 方程 变 成 如 下 表达 形式 

do _ 2y2 

EE 
式 中 ，p 与 a 为 初始 密度 与 初始 声速 ，V? 为 拉 普 拉 斯 算 子 。 
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膨胀 波 和 激 波 是 超声 速 气流 特有 的 重要 现象 。 超 声速 气流 在 加 速 时 要 产生 膨胀 波 ， 减 速 
时 一 般 会 出 现 激 波 。 尤 其 是 当 超声 速 气流 绕 过 光滑 的 外 凸 曲 壁面 时 ， 壁 面 上 每 一 点 都 发 出 一 
道 膨胀 波 ， 气 流 经 过 每 一 道 这 样 的 膨胀 波 后 ， 参 数 发 生 了 一 些微 小 变化 ， 气 流 折 转 了 一 个 微 
小 角度 ， 于 是 气流 通过 由 无 数 多 道 膨胀 波 所 组 成 的 膨胀 波 区 后 ， 参 数 发 生 有 限 的 变化 ， 并 且 
气流 折 转 了 一 个 有 限 的 角度 显然， 在 不 考虑 气体 粘性 和 与 外 界 的 热 交 换 时 ， 气 流 穿 过 膨胀 
波束 的 流动 过 程 为 绝 能 等 篇 的 膨胀 过 程 。 另 外 ， 当 超声 速 气流 绕 过 光滑 的 叫 曲 壁面 时 ， 壁 面 
上 每 一 点 都 发 出 一 道 马赫 波 ， 当 凹 曲 面 的 曲率 半径 较 大 时 这 些 波 为 微弱 压缩 波 。 显 然 ， 当 
这 些 波 处 于 分 散 而 各 自 独立 状态 存在 时 ， 气 流 穿 过 它们 时 仍 可 技 等 炉 流 来 处 理 ， 但 一 旦 它 
们 汇集 在 一 起 时 就 形成 强压 缩 波 即 激 波 ， 对 强压 缩 波 而 言 等 燃 理 论 就 不 适用 了 。 激 波 现象 
是 气体 高 速 运动 过 程 中 最 重要 的 现象 之 一 中 ， 它 是 气体 经 受 强烈 压缩 后 产生 的 非 线性 传播 
波 。 由 于 气体 通过 激 波 波 阵 面 时 状态 参数 在 极 短 的 瞬间 发 生 极 大 的 变化 ， 因 而 这 种 变化 中 
的 每 一 状态 是 热力 学 非 平衡 状态 ， 必 然 要 发 生 不 可 逆 的 耗 散 过 程 ， 因 此 即使 在 流动 绝热 的 
条 件 下 ， 炉 增 也 是 不 容 忽 略 的 ， 也 就 是 说 激 波 损失 即 由 于 激 波 而 导致 的 可 用 能 量 减 小 的 影 
响应 当 考虑 。 应 该 特别 指出 的 是 ， 随 着 飞行 器 和 发 动机 性 能 的 提高 ， 超 声速 进 气 道 、 超 声 
速 压气 机 、 超 声速 涡轮 、 超 声速 喷 管 等 已 被 广泛 采用 。 另 外 ， 超 声速 燃烧 理论 的 研究 也 促 
进 了 国际 上 超声 速 燃烧 冲压 发 动机 的 研究 进程 。 显 然 ， 进 行 这 些 部 件 的 气动 设计 和 流 场 分 
析 时 首先 要 遇 到 膨胀 波 和 激 波 问题 。 本 章 将 着 重 分 析 这 两 种 波 的 产生 条 件 、 性 质 、 运 动 规 
律 、 相 互 间 的 作用 以 及 有 关 理论 计算 等 。 为 了 揭示 问题 的 本 质 ， 在 讨论 中 假定 流体 是 无 粘 、 
定常 、 绝 能 的 完全 气体 。 


$2.1 膨胀 波 、 压 缩 波 的 形成 及 普 朗 特 - 迈 耶 流动 
2.1.1 几 个 重要 的 概念 与 术语 


1. 完全 气体 
完全 气体 是 一 种 理想 化 的 气体 ， 它 不 考虑 分 子 之 间 的 内 聚 力 和 分 子 本 身 的 体积 ， 仅 考虑 
分 子 的 热 运动 〈 包 括 分 子 间 的 碰撞 )。 
热 完全 气体 
热 完全 气体 仅 是 真实 气体 在 一 定 温度 和 压力 范围 内 的 近似 。 热 完全 气体 状态 方程 
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P=pRT (2-1-1) 

式 中 ，R 为 气体 常数 。 对 于 热 完全 气体 ， 内 能 和 丛 都 是 温度 的 函数 而 与 其 他 参 变量 无 关 

3. 量 热 完全 气体 

量 热 完全 气体 是 比热容 和 比 热 比 为 常数 的 热 完 全 气体 。 显 然 ， 凡 是 量 热 完全 气体 必然 是 
热 完全 气体 ， 但 反之 则 不 然 。 这 是 由 于 当 气 体 的 温度 与 分 子 振动 特征 温度 量 级 相当 时 ， 分 子 
振动 能 被 激发 ， 但 尚未 产生 电解 ， 这 时 气体 是 热 完全 气体 ， 但 不 是 量 热 完 全 气体 。 在 航空 发 
动机 涡轮 温度 场 计算 中 ， 变 比 热 问题 直接 影响 着 温度 场 的 计算 及 涡轮 特性 线 计 算 的 准确 性 
因此 区 分 量 热 完 全 气体 与 非 量 热 完全 气体 是 必要 的 。 

4. 理想 气体 

理想 气体 是 指 无 粘性 和 无 导热 性 的 气体 。 

5. 绝 能 流动 

绝 能 流动 是 指 流体 在 流动 过 程 中 ， 与 外 界 既 无 热量 交换 又 无 机 械 功 输入 输出 的 流动 。 均 
能 是 指 在 整个 流 场 上 流体 质点 所 具有 的 总 能 量 处 处 相等 。 因 此 ， 均 能 、 均 炳 在 概念 上 区 别 于 
等 能 、 等 精 。 前 者 是 从 当地 观点 出 发 ， 指 流 场 各 处 的 能 量 相等 和 箭 值 相等 ;后 者 是 从 随 体 观 
点 出 发 ， 指 流体 质点 的 能 量 和 粹 值 沿 迹 线 (只 有 在 定常 运动 时 才 沿 流 线 ) 不 变 。 


《Clapeyron 方程 ) 为 


2.1.2 理想 气体 定常 、 等 粹 流动 的 基本 方程 组 


由 流体 力学 知道 ， 假 定 流体 是 无 粘 、 定 常 、 绝 热 的 热 完 全 气体 ， 并 且 无 彻 体力 f 则 式 
(1-4-25)、 式 (1-4-26) 与 式 (1-4-27) 被 简化 为 


V.(py)=0 (2-1-2) 
YYY--VP (2-1-3) 
Vv’ A 


jhi+ 一 = 用 + 一 (2-1-4) 
“2 wi 


上 述 三 个 式 子 分 别 为 连续 方程 、 运 动 方 程 和 定常 绝热 情况 下 沿 流 线 的 能 量 方程 。 另 外 ， 气 体 
的 状态 方程 和 等 炉 流 动 中 的 声速 关系 分 别 为 
P=pRT (2-1-5) 
(3P/3p), =dP/dp =a* (2-1-6) 
将 (2-1-3) 式 两 边 点 乘 W， 并 注意 到 式 (2-1-6) 得 到 
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vw- El] [S| .we (2-1-7) 
注意 到 vv) 
于 是 式 (2-1-7) 变 为 


Vv? a 
vo (GE}Erwe (2-1-8) 
由 式 (2-1-8) 与 式 (2-1-2)， 消去 (VeV)p 项 得 


wo) (2-1-9) 
又 由 式 〈2-1-4) 并 注意 h=c,T 后 可 得 到 
e+ (2-v) (2-1-10) 


因此 式 〈2-1-9) 与 式 (2-1-10) 就 组 成 了 理想 气体 定常 、 等 粹 流动 的 基本 方程 组 。 将 式 
(2-1-9) 在 直角 笛 卡 儿 〈xy,z) 坐标 系 下 表示 ， 并 注意 到 Vz =w? +v?+w ， 于 是 可 得 到 式 


(1-9-68) , 即 
(和 典 :- 芭 广 总 -和 (六 + 兰 } 
a jax a joy ojoz oor oy (1-9_68) 


wow 9v) w/ow ou)_ 
En 
特别 是 对 于 不 可 压缩 流动 ， 由 于 a 下， 于 是 式 (1-9-68) 进一步 被 简化 为 

Bu ao ow 

Wt 0 (2-1-11) 
如 果 假 定理 想 气体 的 定常 等 粹 流动 还 是 无 旋 运 动 时 ， 则 可 定义 速度 势 函 数 p， 于 是 式 
(1-9-68) 被 进一步 整理 为 关于 势 函数 的 非 线性 二 阶 偏 微分 方程 ， 即 

eo ep 2 op 2mop Zwop 0 (1_9- 
{ “ Sal 5: mj ay a ha a moc ‘90 

相应 地 式 〈(2-1-10) 变 为 


78 


第 2 章 膨胀 波 、 压 缩 波 和 激 波 | 
2407-l)y: [fa0¥, /a0 ,fa0y (2-1-12) 
人 1-n 


2.1.3 ”膨胀 波 与 微弱 压缩 波 的 形成 


气体 的 扰动 都 是 以 波 的 形式 向 流 场 各 处 传播 的 。 特 别 是 在 超声 速 流 场 中 ， 在 某 处 使 气体 
膨胀 或 者 压缩 的 任何 扰动 都 是 通过 等 炉 波 连续 波 ) 或 者 激 波 〈 间 断 波 ) 传播 到 流 场 一 定 范 
围 内 。 在 扰动 波 中 ， 声 波 或 马赫 波 是 一 种 微弱 扰动 波 ， 气 流 参数 ， 例 如 压强 、 密 度 、 温 度 、 
速度 等 穿 过 这 种 波 时 只 发 生 非常 微小 的 变化 。 在 这 种 情况 下 ， 气 流通 过 这 种 波 的 流动 过 程 仍 
可 按 等 箭 流动 来 处 理 。 但 对 于 强 波 而 言 ， 等 箭 理论 就 不 适用 了 。 

当 超声 速 气流 流 过 凸 曲面 或 凸 折 面 时 ， 如 图 2.1 所 示 ， 由 于 通道 面积 加 大 ， 气 流 要 进行 
膨胀 。 假设 超声 速 直 匀 流 沿 外 凸 壁面 流动 , 在 点 O, 处 向 外 折 转 一 个 微小 的 角度 d9,， 这 里 db 
代表 流 线 方向 角度 的 变化 〈 即 气流 折 转 角 )， 并 规定 逆 时 针 方向 折 转 角 为 正 ， 顺 时 针 方 向 折 
转角 为 负 。 由 于 壁面 的 微小 折 转 ， 因 此 在 壁 的 折 转 处 〔 即 扰动 源 )， 例 如 图 2.1 (a) 的 O, 处 ， 
就 必然 会 产生 一 道 马赫 波 OiL,， 它 与 来 流 方向 夹 角 凡 =arcsin(1/M,); 同样 的 ， 在 0,、0O， 
等 一 系列 点 处 ， 继 续 外 折 一 系列 微小 的 角度 d6,，d6,，…。 在 壁面 的 每 一 个 折 转 处 ， 都 产生 
一 道 膨胀 波 O01L1、0L。、O3L3、…， 各 膨胀 波 与 该 波 前 气流 方向 的 夹 角 为 4，j，j，…， 
并 且 有 

Wh =arcsin(/M); p=arcsin(/M,); Wh=arcsin(l/M,); 和 … 

因为 气流 每 经 过 一 道 膨胀 波 ， 马 赫 数 都 有 所 增加 ， 即 M, <M,<Ms<…， 故 有 

Hh>hh > > 


图 2.1 超声 速 气流 流 经 凸 折 面 与 凸 曲面 时 形成 的 膨胀 波 
(a) 凸 折 面 ; (b) 凸 曲面 
由 高 等 数学 中 极限 的 概念 ， 曲 线 是 由 无 数 段 微 元 折线 组 成 的 。 因 此 ， 超 声速 气流 绕 外 凸 
曲 壁 的 流动 与 绕 凸 折 面 的 流动 在 本 质 上 是 相同 的 ， 只 是 这 时 曲 壁 上 每 一 点 都 相当 于 一 个 折 
79 


| 气体 动力 学 


点 ， 自 每 一 点 都 发 出 一 道 膨胀 波 ， 气 流 每 经 一 道 这 样 的 膨胀 波 ， 参 数 都 会 发 生 一 个 微小 的 变 
化 ， 折 转 一 个 微小 的 角度 d6， 因 此 气流 通过 由 无 数 多 道 膨胀 波 所 组 成 的 膨胀 波 区 后 ， 参 数 
便 发 生 了 一 个 有 限 值 的 变化 ， 并 且 气流 折 转 了 一 个 有 限 的 角度 5， 如 图 2.1 (b) 所 示 。 通 常 
将 平面 、 定 常 、 超 声速 理想 可 压缩 气流 绕 光滑 凸 壁 、 止 壁 〈 在 形成 间断 之 前 ) 及 绕 有 限 凸 角 
的 均 箭 流动 称 作 Prandtl-Meyer 流动 ， 简 称 P-M 流动 。 超 声速 气流 绕 外 钝 角 流 动 具有 下 列 特 
点 : 

(1) 当 超声 速 来 流 为 平行 于 壁面 的 定常 直 匀 流 时 ， 在 壁面 转折 处 必定 产生 一 扇形 膨胀 波 
东 ， 如 图 2.2 所 示 ， 此 扇形 波 速 是 由 无 限 多 的 马赫 波 所 组 成 。 


图 2.2 超声 速 气流 流 经 外 钝 图 2.3 气流 流 经 凹面 时 
角 时 形成 的 膨胀 波束 形成 的 微弱 压缩 波 

(2) 气流 每 经 过 一 道 马赫 波 ， 参 数 只 有 微小 的 变化 ， 因 而 经 过 膨胀 波束 时 ， 气 流 的 参数 
是 连续 变化 的 〈 即 速度 连续 变 大 ， 压 强 、 温 度 、 密 度 相应 的 连续 变 小 )。 显 然 ， 在 不 考虑 气 
体 粘性 与 外 界 的 热 交 换 时 ， 气 体 穿 过 膨胀 波束 的 流动 过 程 为 绝 能 等 炉 的 膨胀 过 程 。 

(3) 沿 膨胀 波束 中 的 任意 一 条 马赫 线 ， 扰 动 参数 不 变 ， 并 且 这 些 马 赫 线 都 是 直线 。 

(4) 对 于 给 定 的 起 始 条 件 , 膨胀 波束 中 任意 一 点 处 的 速度 大 小 仅 与 该 点 的 气流 方向 有 关 。 

类 似 地 ， 超 声速 气流 流 经 凹 壁面 时 ， 由 于 通道 面积 缩小 ， 气 流 要 经 受 压 缩 ， 因 此 产生 一 
系列 马赫 波 ， 当 凹 曲面 的 曲率 半径 较 大 时 ， 这 些 波 为 微弱 压缩 波 ， 如 图 2.3 所 示 。 当 它们 处 
于 分 散 而 各 自 独立 存在 时 ， 气 流 穿 过 它们 时 仍 可 按 等 燃 流 来 处 理 ， 但 当 它们 一 旦 汇集 在 一 起 
时 就 会 形成 强压 缩 波 即 激 波 。 

另外 ， 超 声速 气流 如 果 流 经 凹 折 面 或 者 模 形 物 时 ， 这 时 气流 在 折 点 处 形 不 成 分 散 的 微弱 
压缩 波 (马赫 波 )， 而 会 直接 被 突 跃 压缩 形成 一 道 强压 缩 波 即 激 波 ， 如 图 2.4 (a)、 图 2.4 (b) 
所 示 。 
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(a 全 


图 2.4 超声 速 气流 流 经 凹 折 面 与 枫 形 物体 时 形成 的 激 波 
(a) 四 折 面 ;(b)》 棉 形 物 


2.1.4 P-M 流动 时 的 微分 关系 


现在 来 推导 P-M 流动 时 速度 大 小 与 气流 折 转 角 间 的 关系 ， 如 图 2.5 所 示 ， 图 中 |A6| <«1， 
角 9 以 逆 时 针 方 向 为 正 ， 线 O4 为 气流 的 扰动 线 〈 即 马赫 数 )， 与 来 流 方向 成 马赫 角 /;， 气 
流 流 过 扰动 线 ， 受 膨胀 〈 凸 角 ) 或 压缩 四 壁面 )， 速 度 变 为 VY+AY 〈 对 膨胀 过 程 ，AV > 0， 
对 压缩 过 程 ，AV < 0 )， 而 气流 方向 与 偏转 后 的 壁面 平行 。 首 先 用 几何 方法 建立 起 扰动 线 前 
后 气流 参数 的 变化 与 Ab 间 的 关系 ， 然 后 再 按 本 节 所 规定 的 角度 正 负 去 考虑 A9 的 正 负 值 。 
为 便于 叙述 ， 以 下 选取 膨胀 加 速 为 例 。 


MT 


(d) 


图 2.5 在 不 同 物 面 边界 条 件 下 P-M 流动 的 膨胀 或 压缩 波 
(a) 膨胀 波 :(b) 压缩 波 ;(c) 膨胀 波 ;(d) 压缩 波 


现在 用 几何 方法 建立 扰动 线 前 后 的 气流 速度 变化 与 Ag 间 的 关系 。 如 图 2.6 所 示 ， 令 来 
流 的 速度 为 V， 穿 过 马赫 波 后 ， 速 度 变 为 VY+dY ， 则 速度 方向 顺 时 针 折 转 了 d6 角 。 考 虑 到 
超声 速 气流 穿 过 膨胀 波 后， 平行 于 波 面 的 速度 分 量 保持 不 变 〈 这 是 由 于 沿 波 面 方向 作 控制 体 
时 由 动量 守 便 定 律 所 决定 )， 也 就 是 说 波 前 后 气流 的 速度 在 马赫 线 上 的 投影 必定 相等 ， 因 此 ， 
由 正弦 定理 有 《〈 见 图 2.6) 
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sin(B-p-a0 ] 
注意 到 sin(d9)=d0 ，cos(d9)=1， 于 是 上 式 
变 为 


dy 1 


各 -hae Hm (2-1-19) 
图 2.6 马兰 波 前 后 的 速度 关系 利用 级 数 展开 ， 当 x<1 时 有 
1 =1+ + + 
—=1+x+x + + 
1—x 
于 是 式 (2-1-13) 右边 可 用 上 式 级 数 展开 并 略 去 二 次 以 上 小 量 之 后 得 
d0=— (2-1-14) 
tn V 


将 tank=lVM5i-1I 代 入 式 (2-1-14) 并 注意 到 d6 沿 顺 时 针 方向 为 负 的 约定 ， 则 式 
(2~1-14) 变 为 


-a0=VM i (2-1-15) 


注意 ， 在 气体 动力 学 中 通常 约定 : 由 气流 方向 逆 时 针 转 过 jh 角 所 形成 的 扰动 线 或 马赫 线 叫 
左 伸 马 赫 数 ， 在 有 限 强 度 弱 波 法 中 也 叫 左 伸 波 或 第 一 族 波 ， 显 然 这 里 式 (2-1-15) 给 出 了 
超声 速 气流 穿 过 左 伸 波 (或 左 伸 马 赫 线 ) 时 的 微分 关系 式 。 当 d9<0 时 ， 则 dV >0， 于 是 气 
流 膨 胀 加 速 ， 而 当 d6 >0 时 ， 则 dy <0， 于 是 气流 受 压缩 而 减速 ， 如 图 2.5 (a) 与 图 2.5 (b) 
所 示 。 

类 似 地 ， 当 气流 绕 图 2.5(c) 与 图 2.5〈d) 所 示 的 凸 角 或 凹 角 流 动 所 产生 的 扰动 线 或 马 
赫 波 叫 右 伸 马 赫 线 ， 在 有 限 强 度 弱 波 法 中 称 作 右 伸 波 或 第 二 族 波 。 仿 上 述 推导 过 程 ， 很 容易 
得 到 右 伸 波 前 后 流动 参数 改变 量 与 气流 折 转 角 之 间 的 微分 关系 为 


d= -i (2-1-16) 
显然 ， 当 d6 >0 时 , 则 dV >0 即 气体 膨胀 加 速 ; 当 dg <0 时 ,， 则 dy <0 即 气体 受 压缩 而 减速 。 
应 该 指出 : 式 (2-1-15) 和 式 (2-1-16) 适用 于 任何 气体 ， 其 中 包括 非 完 全 气体 。 


下 面 推导 积分 关系 式 ， 为 此 要 对 式 (2-1-15) 进行 积分 。 为 了 使 计算 有 通用 性 ， 假 定 
膨胀 过 程 的 起 点 定 在 9=0，M =1 处 ， 因 此 积分 式 可 写 为 
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-jao -fr (2-1-17) 
上 式 右边 的 时 可 用 M 数 表示 ， 因 
V=M.a 
两 边 取 对 数 再 微分 ， 得 
dV dM, da (2-1-18) 
Vv M a 


对 于 量 热 完 全 气体 ， 在 定常 绝热 条 件 下 ， 则 有 
昌 
oa 


两 边 取 对 数 ， 再 微分 之 后 代入 式 (2-1-18) 后 得 
sd (2-1-19) 
(we) * 


再 代 到 式 (2-1-17) 中 ， 得 


-9=| (2-1-20) 
1 {1+7lm | 1 
2 
经 过 积分 ， 即 得 P-M 流动 的 微分 关系 式 〈 对 于 左 伸 膨胀 波 ) 
-9=WM) (2-1-21) 
而 vM)= Ese 人 02 Dactan VM (2-1-22) 


这 里 要 指出 的 是 ， 上 式 成 立 的 条 件 是 : 规定 膨胀 或 压缩 过 程 的 起 点 在 9=0，M =1 处 ， 
并 且 式 中 还 用 到 了 当 M =1 时 取 v(D =0 的 约定 ，@ 只 适用 于 量 热 完 全 气体 。 

v(M) 一 般 称 为 普 朗 特 一 迈 耶 函数 ， 它 具有 角度 量 纲 〈 度 或 弧度 )， 仅 为 比 热 比 y 与 马赫 
数 M 的 函数 。 而 马赫 角 /与 马赫 数 M 的 关系 式 为 


Jacsin =arctan (2-1-23) 
对 于 任意 两 个 马赫 数 M, 和 M, 的 左 伸 脱 胀 波 系 ， 则 P-M 流动 关系 式 可 表达 为 
A6 =6 -0, =v(M)—v(M,) (2-1-24) 
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同样 ， 对 右 伸 膨胀 波 系 则 上 式 变 为 

Ag =0, -0, =v(M,)—v(M,) (2-1-25) 
值得 注意 的 是 : 式 (2-1-24) 与 式 (2-1-25) 也 可 用 于 左 伸 弱 压缩 波 与 右 伸 弱 压缩 
波 。 两 个 式 子 的 差别 仅 在 于 〈 6, -6 ) 前 的 正 负 号 相反 ， 为 避免 运算 中 混 消 ， 通 常 采用 流动 

偏转 角 的 绝对 值 中 而 不 论 壁 面 的 弯 折 方向 ， 因 此 对 压缩 偏转 和 膨胀 偏转 分 别 有 
vM,)=v(M1)+|0, -6 ( 脱 胀 过 程 ) (2-1-26a) 
vM,)=v(M,)-|9, -6 (压缩 过 程 ) (2-1-26b) 
上 面 两 个 式 子 很 好 的 反映 了 在 压缩 偏转 中 v(M) 值 逐渐 减 小 ， 而 在 膨胀 偏转 中 v(M) 值 逐渐 增 
大 这 一 物理 事实 ,并 且 在 这 两 种 情况 下 ，v(M) 的 变化 量 都 等 于 流动 偏转 角 。 在 通常 的 计算 中 ， 
一 旦 A0,M,,T,R,p 给 定 ， 则 利用 式 (2-1-24) 或 式 (2-1-25) 便 可 确定 出 M,; 再 利用 
等 燃 关 系 式 便 可 求 出 T,、R、p, 值 。 作 为 特例 ， 我 们 可 以 计算 出 如 下 这 种 特殊 状况 下 的 气流 
折 转 角 ， 今 考虑 膨胀 到 真空 状态 (P=0，T=0)， 这 时 M 一 ， 气 流 折 转 角 达 最 大 值 ， 从 式 


(2-1-22) 可 求 出 
KK [a 7 
VCM )。 = | I | (2-1-27) 


当 yY=1.4 时 ，v(M)ww =130.45” ， 应 当 指 出 ， 这 仅 是 理论 上 的 极限 值 ， 实 际 上 是 达 不 到 的 。 

例 1 设 有 M,=2 的 均匀 气流 绕 外 凸 壁 膨胀 ， 气 流 的 最 终 方向 相对 于 其 最 初 方向 转折 了 
-10*”( 顺 时 针 方向 转折 ) 即 Ag = -10* ， 试 求 气流 膨胀 后 的 M, 值 。 

解 : 设 气流 为 空气 ，y =1.4， 因 为 是 左 伸 膨胀 波 系 ， 故 用 式 (2-1-24) 计算 。 由 P-M 
函数 表 ( 见 附 表 1) 查 出 M, =2， 得 8 =-v(M,)=-26.3795” (这 是 气流 从 M。 =16, =0 膨胀 
到 AM, =2 所 折 转 的 角度 )。 在 这 个 角度 上 气流 再 继续 顺 时 针 折 转 10" ， 也 就 是 说 9, =6 -10" 
=-36.3795”， 于 是 v(M:) = v(M,)-(9; -6)=36.3795" ; 按 这 个 角度 查 表 得 到 M, = 2.385 。 

例 2 假设 气流 以 M, = 2 的 马赫 数 沿 二 维 壁面 流动 ， 绕 过 气流 折 转 角 1A6 | 为 20” 的 尖 凸 角 ， 
如 图 2.7 所 示 。 试 求 出 扇形 膨胀 波束 区 的 Ag 角 以 及 下 游 马 赫 数 M, 值 、PR /PP 值 与 T/T 的 值 。 

解 ” 这 是 超声 速 气流 穿 过 左 伸 膨 胀 波 系 问题 应 使 用 式 (2-1-24) 进行 求解 。 由 M,=2， 
故 vMD)=264"， 内 =HAM)=30"，6=-v(Mi)=-26.4"; 在 后 缘 处 ， 由 式 (2-1-24)， 
并 注意 到 A8 = -20。 ,于 是 VM,)=v(M,) 一 A9 =46.4”。 因 而 ，M, =2.83，j, =J(M,)=20.7°。 
按照 气体 动力 学 中 的 规定 : 马赫 波 极 角 4 即 气流 从 声速 开始 膨胀 到 某 一 个 马赫 数 M 时 膨胀 
波束 的 扇形 区 所 张 的 角度 。 扇 形 区 前 缘 的 马赫 角 p=90”， 后 缘 的 马赫 角 为 人 =arcsin 二 ; 
当 气 流 由 声速 流 膨胀 到 M 时 ， 气 流 所 折 转 的 角度 9=-v(M) 〈 对 于 左 伸 波 )， 由 几何 关系 则 
有 9+A+6=90"”， 即 


84 


第 2 章 膨胀 波 、 压 缩 波 和 激 波 Vv 


图 2.7 超声 速 气流 沿 壁面 的 流动 
(a) 例 2 图 : (b) 例 3 图 


9=90" -J+v(M) (2-1-28) 
显然 ， 式 (2-1-28) 对 左 伸 波 和 右 伸 波 均 成 立 。 由 上 式 可 知 ， 当 气体 性 质 一 定时 g 仅仅 与 
马赫 数 有 关 。 本 书 附 表 1 中 给 出 了 比 热 比 Y=1.4 时 ，q9 与 M 的 对 应 关系 。 对 于 超声 速 气流 
绕 外 钝 角 的 流动 ， 设 膨胀 波束 前 的 马赫 数 为 M,， 膨 胀 波束 后 的 马赫 数 为 M,， 则 由 式 
(2-1-28) 便 可 算出 g 与 9, 值 。 设 膨胀 波束 扇形 区 所 张 的 角度 为 Ap， 则 
Ap=9, -9 = -Wh+v(M,)-v(M') (2-1-29) 

于 是 将 本 题 有 关 数 据 代 入 上 式 便 得 到 : Ap =30" -20.7°+ 46.4" -26.4"= 29.3"， 
最 后 ， 由 等 燃 关 系 式 可 算出 压 比 与 温度 比 为 

局 _ 己 /mm 0.03467 

Pp; Pilipo 0.1278 


卫 - 卫 /五 -0.3827 -0689 
T T/T 0.5556 
例 3 假定 例 2 中 的 M, 不 变 而 逐渐 增加 1A61 的 值 时 ， 试 讨论 ， 当 M, 一 % 时 ， 脱 胀 波 
东 扇 形 区 后 缘 的 位 置 及 这 时 相应 的 1A61 值 ( 记 作 1A6 lw ); 如 果 再 进一步 增 大 偏转 角 将 会 出 
现 什么 现象 ? 
解 由 式 (2-1-27) 算出 M, 一 % 时 v(M,) 的 极限 值 。 因 此 


wo -1 oo 
7-1 
当 y=1.25 时 ， 则 vw)=180°; 当 Y=1.4 时 ，v(w)=130.5°; 当 Y=5/3 时 , 则 v(e)=90°; 


在 M, 一 % 且 Y=1.4 时 ， 由 式 (2-1-24) 得 1A9l. 导 v(M,)-v(c)EF104"， 在 这 种 情况 下 ， 
由 于 Ace)=0" ， 因 此 膨胀 肩 后 缘 是 沿 下 游 壁面 的 ， 并 且 在 这 条 马赫 线 上 ， 尺 =0， 五 =0， 


=0.271 


85 


性 气体 动力 学 


p=0; 如 果 再 进一步 增 大 偏转 角 ， 在 后 缘 与 壁面 之 间 就 会 出 现 真空 (如 图 2.7 (b) 所 示 )。 
这 时 膨胀 不 再 受 下 游 壁面 的 影响 。 

例 4 设 有 M,=2.21，=0.1x10’ Pa 的 超声 速 气流 ， 经 内 止 曲 壁 使 气流 内 折 了 5 =28 "， 
试 求 压 缩 波 后 气流 的 M,、R， 并 求 出 第 一 道 和 最 后 一 道 压缩 波 的 波 角 jh 与 J 。 

解 ” 由 AM, 值 查 表 得 v(M,)=32*"，j =26.9°，p/p.=0.092; 由 于 是 左 伸 压 缩 波 ， 由 式 
(2-1~24) 得 viM,)=v(M,)-A9 =32" -28"= 4" ， 查 表 得 M, =1.218 ， 几 =55.2° ， 查 气动 


函数 表 得 p,/p, =0.4029 ， 故 p, = 全 人 2 p, =0.437x10; Pa 。 
Pp. P 


例 5 设 M,=1 的 直 匀 流 (6 =0") 绕 外 凸 壁 折 转 -5 "如 图 2.8(b) 所 示 , 试用 FORTRAN 
或 C 语言 编制 气流 流 线 形状 的 源 程序 。 


图 2.8 超声 速 气流 绕 外 凸 壁 流动 


解 这 里 仅 给 出 编程 中 的 要 点 提示 。 

(1) 首先 确定 流 线 的 位 置 。 令 为 壁面 上 某 一 点 沿 马赫 线 到 流 线 的 距离 如 图 2.8 (a) 所 
示 ， 并 假定 在 气流 速度 等 于 声速 处 r=7,，J=90“; 在 膨胀 过 程 中 ， 流 道 的 横 截面 积 为 
rsin 几 (这 里 取 垂直 于 图 面 为 单位 长 度 ) 是 逐渐 增 大 的 ， 在 气流 速度 等 于 声速 处 ， 流 道 横 截 
面积 为 最 小 ， 由 连续 方程 ”rpysin4=xp. 在 绝 能 等 科 流 动 中 


式 中 4(MW) 的 定义 同 (1-8-33) 式 ， 下 标 * 表 示 临 界 值 。 由 上 面 两 式 并 注意 到 式 (2-1-23) 
便 得 到 


(2-1-30) 
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显然 ， 二 也 是 M 数 的 函数 ， 此 函数 关系 也 已 列 入 本 书 附 表 1 中 


(2) 确定 扇形 膨胀 波 区 域 的 第 一 道 膨胀 波 与 最 后 一 道 膨胀 波 的 方向 。 

(3) 为 简化 计算 ， 在 第 一 道 膨胀 波 与 最 后 一 道 膨胀 波 之 间 的 连续 膨胀 区 假定 用 有 限 道 膨 
胀 波 ( 例 如 用 六 道 ) 来 代替 ， 因 此 气流 每 经 过 一 道 波 ， 流 动 方 向 就 突然 折 转 1°。 

(4) 在 给 定 值 后 便 可 以 计算 出 每 道 波 上 流 线 的 相应 r 值 。 

(5) 给 出 一 系列 的 值 ， 便 可 画 出 一 系列 的 流 线 。 


§2.2 激 波 的 性 质 及 激 波 前 后 的 参数 关系 


超声 速 气流 被 压缩 时 ， 一 般 不 像 超声 速 气流 膨胀 时 那样 连续 地 变化 ， 而 往往 以 突 路 压缩 
的 形式 实现 。 我 们 把 气流 中 产生 的 突 跃 式 的 压缩 波 称 作 激 波 。 激 波 是 一 种 强 扰动 波 ， 是 一 种 
非 线 性 传播 波 ， 它 是 超声 速 气流 中 一 个 很 重要 的 物理 现象 ， 它 对 流动 阻力 或 流动 损失 会 产生 
很 大 的 影响 。 气 体 通过 激 波 时 的 压缩 过 程 是 在 非常 小 的 距离 内 完成 的 ， 即 激 波 的 厚度 非常 小 ， 
理论 计算 和 实际 测量 表明 ， 在 一 般 情况 下 ， 激 波 的 厚度 大 约 在 10* 米 左右 钻 ， 这 个 数量 已 经 与 
气体 分 子 的 自由 行程 达到 同一 个 数量 级 了 外 。 可 以 想像 ， 在 这 样 小 的 距离 并 且 在 极 短 的 瞬间 内 
气流 完成 一 个 显著 的 压缩 过 程 ， 因 此 这 种 变化 中 的 每 一 状态 不 可 能 是 热力 学 平衡 状态 ， 即 这 
种 过 程 必 然 是 一 种 不 可 逆 的 耗 散 过 程 ， 应 该 说 气体 的 粘性 和 热传导 对 激 波 有 十 分 重大 的 影响 
乌 ， 而 且 激 波 内 部 的 结构 非常 复杂 。 但 是 ， 从 工程 应 用 的 角度 ， 可 以 把 这 一 压缩 过 程 所 占 的 空 
间距 离 处 理 为 一 个 面 ， 这 个 面 就 是 激 波 面 ， 对 于 激 波 前 后 气流 参数 的 变化 来 讲 它 是 个 间断 面 。 

关于 激 波 的 形成 ， 可 以 分 两 方面 说 明 : 其 一 是 驻 激 波 的 形成 ， 其 二 是 运动 激 波 的 形成 。 
但 考虑 到 国内 任何 一 本 流体 力学 基础 教材 ， 例 如 文献 [6 一 13]， 对 上 述 两 方面 的 形成 均 有 介 
绍 ， 本 课程 作为 流体 力学 基础 课程 的 后 续 课 程 ， 为 避免 重复 这 里 仅 给 出 驻 激 波 与 运动 激 波形 
成 问题 的 有 关 要 点 。 


2.2.1 驻 激 波 的 形成 


@ 当 超声 速 气流 经 止 曲面 时 ， 由 于 通道 面积 缩小 ， 气 流 受 到 压缩 ， 产 生 一 系列 马赫 波 ， 
在 中 曲面 的 曲率 半径 较 大 时 ， 这 些 波 为 微弱 压缩 波 。 当 它们 处 于 分 散 而 各 自 独立 存在 时 ， 气 
流 穿 过 它们 可 按 等 粹 流 处 理 ， 但 一 旦 汇集 在 一 起 时 ， 它 们 便 形成 强压 缩 波 即 激 波 ， 如 图 2.9 
(a) 与 图 2.9 (b) 所 示 。 

@ 超声 速 气流 如 果 流 经 四 折 面 或 者 模 形 物 时 ， 如 图 2.9(c) 与 图 2.9 (d) 所 示 ， 气 流 
在 折 点 处 形 不 成 分 散 而 各 自 独立 的 微弱 压缩 波 ， 而 是 直接 被 突 跃 压缩 形成 一 道 强压 缩 波 即 激 
波 。 
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人 (d) 


20 


四 (b) 
图 2.10 绕 钝 头 体 与 对 称 棉 上 流动 的 脱 体 激 波 与 附 体 激 波 


@ 观察 钝 头 体 超声 速 飞行 时 的 流 场 照 片 ， 发 现在 物体 前 面 有 一 道 弓 形 的 脱 体 曲 线 激 波 
(图 2.10 〈c) 与 图 2.10 (a))。 在 曲线 激 波 的 中 段 后 面 ， 有 一 亚 声 速 区 ， 其 余 则 为 超声 速 区 。 
图 2.10 (b) 为 附 体 激 波 。 其 实 ， 曲 线 激 波 可 以 认为 是 无 数 微 元 段 的 平面 斜 激 波 的 组 合 ， 仅 
在 其 正中 间 的 一 个 微 段 是 正 激 波 ， 因 此 搞 清 楚 平面 斜 激 波 的 基本 规律 是 非常 重要 的 。 
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2.2.2 运动 激 波 的 形成 


这 里 扼要 说 明 流 体力 学 传统 教材 中 常 采用 的 例子 去 描述 运动 激 波 的 形成 。 设 有 一 根 很 长 
的 等 截面 直 管 ， 管 内 的 左 端 放置 一 个 活塞 ， 活 塞 右 侧 充满 着 静止 的 气体 ， 此 时 气体 的 压强 、 
温度 等 分 别 用 BR、 等 表示 ; 现 对 活塞 施加 外 力 使 之 向 右 作 加 速 运动 ， 在 + 时 间 内 速度 由 零 
加 速 到 V; 为 便于 说 明 问题 ， 今 将 这 个 加 速 的 全 过 程 分 成 n 个 微小 的 阶段 ， 每 个 阶段 占有 
的 时 间 为 At=t/n， 显 然 当 n 选 得 很 大 时 ， 则 每 个 阶段 内 活塞 的 速度 增 量 AV 将 很 小 。 所 以 
每 一 个 阶段 的 加 速 都 可 看 成 是 一 个 微弱 的 压缩 扰动 ， 都 要 产生 一 道 微弱 扰动 压缩 波 。 

显然 ， 每 经 过 一 个 微小 的 阶段 ， 在 气体 中 就 多 一 道 微弱 压缩 波 ， 每 道 压缩 波 总 是 在 经 过 
了 前 几 次 压缩 后 的 气体 中 以 当地 声速 相对 于 气体 向 右 传播 。 气 体 每 压缩 一 次 ， 声 速 就 增 大 一 
次 ， 而 且 随 着 活塞 速度 的 增 大 ， 活 塞 附近 气体 跟 活 塞 一 起 向 右 移动 的 速度 也 增 大 ， 所 以 后 面 
产生 的 微弱 压缩 波 的 绝对 传播 速度 比 前 面 的 快 。 

经 过 + 时 间 后 ， 活 塞 的 速度 加 速 到 V， 在 管内 形成 了 n 道 微弱 压缩 波 ， 因 为 后 面 的 波 
比 前 面 的 波 传播 得 快 ， 因 此 随 着 时 间 的 推移 ， 波 与 波 之 间 的 距离 逐渐 减 小 。 最 后 ， 后 面 的 波 
终于 赶 上 了 前 面 的 波 ， 使 所 有 的 微弱 压缩 波 都 聚集 在 一 起 ， 汇 成 了 一 道 波 ， 这 道 波 就 不 再 是 
弱 压 缩 波 而 是 强压 缩 波 ， 即 激 波 。 

下 面 推导 激 波 的 传播 速度 。 图 2.11 (a) 表示 由 于 活塞 的 加 速 压缩 运动 在 管内 气体 中 形 
成 的 激 波 在 某 一 瞬时 的 位 置 。 


(a) (b) 
图 2.11 管内 激 波及 沿 激 波 选取 的 控制 体 


用 Vs 和 Vs 分别 代表 激 波 向 右 传播 的 速度 和 激 波 后 气体 的 运动 速度 〈 即 活塞 向 右 移动 的 
速度 )。 为 便于 分 析 ， 取 随 激 波 一 起 运动 的 坐标 系 ， 在 这 个 坐标 系 中 激 波 静 止 不 动 ， 这 时 激 
波 前 的 气体 速度 VW = 向 左边 流向 激 波 ， 穿 过 激 波 后 气体 速度 为 ,=V 一 Vs， 如 图 2.11(b) 所 
示 。 沿 激 波 取 控制 体 并 应 用 积分 型 动量 方程 (1-4-36) 式 ， 注 意 到 这 里 为 一 维 、 定 常 、 无 
粘 流 ， 于 是 整理 后 得 到 
-8-h 
pb 


(2-2-1) 


VeVs 
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再 对 控制 体 应 用 积分 型 连续 方程 式 (1-4-35) 并 注意 一 维 、 定 常 流动 的 条 件 ， 得 


由 = 呈 -A (2-2-2) 
， 
联 立 上 面 两 式 解 出 VY 与 YV， 得 
w= ED (2-2-3) 
P 1-pi/p; 
人 = 2 1_-2|= | 人 -HP (2-2-4) 
plR PP pip: 


最 后 再 对 控制 体 应 用 积分 型 能 量 方程 式 (1-4-37) 并 注意 这 里 为 一 维 、 定 常 与 无 粘 流动 的 
条 件 ， 得 


人 y 
到 (2-2-5) 
ht ht 


注意 到 AcoTcr = 了 RV -Wo = 的 一 罗 及 式 (2-2-3)、 式 (2-2-4)， 便 可 得 到 


吕 。 
-i (2-2-6) 

p Bl 

月 “万 
式 中 B= (2-2-7) 


将 式 (2-2-6) 代 到 式 (2-2-3) 后 ， 得 


7Y+1B-F 
从 = 1+ 一 一 一 一 (2-2-8) 
=a 27 用 


由 于 波 后 压强 P, 总 是 大 于 波 前 压强 P,， 因 此 上 式 根 号 内 的 数值 总 是 大 于 1 的 ， 故 有 
VW >a: 另外 由 上 式 也 可 以 看 到 : 当 激 波 很 绊 即 号 -1 时 ， 人 一 %， 即 当 激 波 是 很 微弱 的 
压缩 波 时 ， 其 传播 速度 为 声速 。 

例 6 设 长 管 中 静止 空气 的 参数 中 = 0.981x10; Pa,pl =1.225 kg/m’,T =288K 。 经 活塞 压 
缩 后 ， 在 气体 中 产生 一 道 激 波 ， 波 后 空气 的 参数 为 : 已 =1.765x10; Pa ，p, =1.850 kg/m’， 


求 激 波 的 传播 速度 和 激 波 后 空气 的 运动 速度 。 
解 由 式 (2-2-3) 求 出 激 波 的 传播 速度 为 
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由 式 (2-2-4) 求 出 激 波 后 气体 的 运动 速度 ， 代 入 有 关 数 据 后 为 


Vs =147 m/s 
而 波 前 气体 中 的 声速 为 
a = VYRT = V1.4x287.06x288 =340 m/s 
显然 ，V, >a。 


2.2.3” 激 波 间断 面 的 动力 学 条 件 及 激 波 性 质 


假设 在 流体 中 存在 着 一 个 曲面 ， 流 体 穿 过 此 面 时 气流 参数 发 生 间 断 。 一 般 令 这 个 曲面 是 
运动 着 的 ， 它 的 形状 所 满足 的 方程 为 f(r,t)=0; 令 An 为 间断 面 在 Ar 时 间 内 沿 法 线 方向 所 走 


过 的 距离 ， 于 是 N= 息 称 为 间 电 面 法 向 运动 的 速度 (又 称 作 间 断面 法 向 的 移动 速度 )。 
在 t+At 时 刻 ， 将 f(r+Ar,t+Ar)=0 的 左边 在 (r,t) 处 作 级 数 展开 即 
f+Art+AD) = fr D+ (An):(V + AD Lt. 
注意 到 f(r,t)=0 以 及 当 At 一 0 时 Ar 一 dr ， 于 是 省 略 高 阶 项 后 ， f(r+Ar,t1+At)=0 变 为 


an):(V) + =0 (2-2-9) 
另外 ， 考 虑 到 
dr 
ee (2-2-10) 
VW AW In 
式 中 ，n 为 间断 面 的 单位 法 矢量 ， 而 B 沿 n 方向 的 分 量 为 Nn。 故 由 式 (2-2-9) 推出 
/a AD 
N= (2-2-11) 


作为 特例 ， 如 果 间 断面 方程 f(x,y,z,t)=0 时 ， 则 该 曲面 上 任 一 点 的 法 向 运动 速度 N 为 
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(2) (8]:(¥) 
下 面 推导 间断 面 的 动力 学 条 件 。 设 o(t) 为 运动 着 的 控制 体 的 表面 ， 它 包围 着 激 波 波 阵 面 
的 一 部 分 ， 并 且 跟 随 这 局 部 的 激 波 波 阵 面 以 速度 b (这 里 就 是 式 (2-2-10) 中 的 B) 一 
起 运动 着 ， 同 时 约定 : 垂直 于 控制 表面 的 向 外 的 单位 法 矢量 为 n 如 图 2.12 所 示 。 根 据 习惯 ， 
下 标 为 “1” 时 表示 流体 进入 控制 体 的 那 一 边 ( 即 上 游 一 侧 )， 这 里 观察 者 是 随 控制 体 一 起 运 
动 的 ， 类 似 的 ， 下 标 为 “2” 为 流体 离开 控制 体 的 那 一 边 〈 即 下 游 一 侧 )。 如 果 令 Y 表示 流 
体 的 绝对 速度 ， 则 〈V-5) 表示 相对 于 控制 体 的 流体 速度 ，( 由 于 观察 者 位 于 控制 体 上 ， 因 
此 他 看 到 的 流体 速度 只 能 是 (V-5))， 并 且 有 
(Vb).n<0 〈 在 流入 侧 或 1 边 ) 
-人 >0 (在 流出 侧 或 2 边 ) 
因此 定义 wi 与 w: 作为 相对 速度 法 向 分 量 的 大 小 ， 即 
| 


(2-2-13) 
w=(V, —b) en 


图 2.12 包含 激 波 波 阵 面 的 控制 体 
(a) 静止 的 观察 者 所 看 到 的 速度 ，(b) 在 控制 体 上 的 观察 者 所 看 到 的 速度 


将 式 (1-4-3) 一 式 (1-4-6) 分 别 用 到 这 里 的 控制 体 上 ， 并 注意 到 这 里 气体 为 定常 、 无 
粘 、 无 彻 体力 、 绝 能 的 特点 ， 于 是 对 每 单位 激 波 波 阵 面 面 积 来 讲 ， 分 别 变 为 


pw -Pw=0 (2-2-14) 

paws ~ pm, =-Pn, — Pn (2-2-15) 
并 

Plat -pat =-BV om -RV en (2-2-16) 

psw-psaw>0 或 者 s,s (2-2-17) 


式 中 ，( 不 考虑 下 注脚 时 ) p,s,P,e 分 别 表示 密 度 、 粹 、 压 强 、 内 能 。 显 然 ， 式 〈2-2-14) 
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表明 : 在 激 波 两 边 穿 过 激 波 波 阵 面 的 质量 通 量 相同 : 另外 ， 如 果 将 b(piw -paw)=0 加 到 式 
(2-2-15) 上 ， 并 注意 到 n, =-m， 便 有 
Pa (2 —b) -pm(Vi-b)=m(p, -Pp) (2-2-18) 
我 们 取 由 n,，t 与 m 构成 的 单位 正 交 曲线 标 架 ( 这 里 n,，t，m 构成 右手 系 )， 并 且 单 位 切 矢 
量 t 在 nm, 与 (V, 一 b) 的 平面 内 。 于 是 将 式 (2-2-18) 分 别 点 乘 单位 矢量 n,，t， 便 得 到 
Pi+Ppw? = p+ Pw (2-2-19) 
v= =0=(V -Db).t=(V,-b).t (2-2-20) 
显然 ， 式 〈2-2-20) 表明 : 相对 速度 的 切 向 分 量 在 通过 激 波 时 是 一 个 不 变量 。 另 外 将 式 
(2-2-19) 代 到 式 (2-2-18)， 消 去 ( p, -p,) 项 并 注意 应 用 式 (2-2-14)， 于 是 得 到 
VW=m(w —w,) (2-2-21) 
这 是 一 个 非常 重要 的 表达 式 ， 它 表明 : 穿 过 激 波 时 速度 的 变化 总 是 垂直 于 激 波 波 阵 面 。 
另外 ， 如 果 在 式 (2-2-16) 的 两 边 时 同 加 上 pw, -piw,， 并 注意 到 式 (2-2-14) 与 式 
(2-2-18)， 则 可 得 到 


人 (2-2-22) 


上 面 这 个 方程 的 一 个 重要 推论 是 : 对 于 静止 激 波 =0)， 总 灶 加 =h+ 贱 在 穿 过 激 波 时 是 个 
不 变量 。 另 外 ， 利 用 (V -b)* =w* +v? 和 v=v, 这 两 个 重要 关系 式 ， 则 式 (2-2-22) 又 可 变 
为 

+ 时 =h+ 加 (2-2-23) 


显然 ， 在 速度 项 方面 ， 它 仅 含 有 法 向 的 分 量 。 今 沿用 惯例 ， 把 穿 过 激 波 时 任意 参量 的 突变 值 
放 在 一 个 用 黑体 的 方 括号 之 中 "4， 例 如 压强 的 突变 量 为 p,- p, =[p] ， 因 此 激 波 基本 关系 
(2-2-14)、(2-2-19)、(2-2-20)、(2-2-23) 与 (2-2-17) 式 可 写 为 


[pw]=0 

[P+pw]=0 

四 =0 (2-2-24) 
i 

人 

[s]>0 


式 (2-2-24) 为 激 波 条 件 ， 又 称 作 间断 面 的 动力 学 条 件 ， 它 适用 于 任何 观察 者 。 值 得 注意 
的 是 ， 令 5b 为 激 波 波 阵 面 的 速度 ， 于 是 由 图 2.12 (b) 可知 此 时 相对 速度 为 
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V-b=—wm+u=wWn +u =W +u (2-2-25) 
VW-b=—wm+u =wn, +u=W,+u (2-2-26) 
式 中 ，v 由 式 (2-2-20) 定义 。 
如 果 在 b 上 再 附加 一 个 地 (这 里 为 激 波 的 单位 切 矢 量 )， 即 定义 一 个 b'，b' =b+w， 
于 是 此 时 的 相对 速度 便 成 为 
Vi-(b+u)=V,-(b+0) =—Wm = wn (2-2-27) 
V(b+u) =V,-(b+H) = -Wm = Wn (2-2-28) 
它 变 成 了 一 个 等 价 的 正 激 波 问题 。 也 就 是 说 只 要 引进 一 个 适当 的 bp ， 则 所 有 的 激 波 都 可 以 
看 作 是 正 激 波 。 另 外, 如 果 考 虑 到 激 波 面 形状 所 满足 的 方程 flr,D =0 并 注意 到 式 (2-2-25)、 
式 (2-2-26) 以 及 激 波 面 的 单位 法 矢量 n， 即 
Rd: 
1vf1 
于 是 式 (2-2-24) 中 的 第 1、2 及 第 4 个 式 子 又 可 改写 为 如 下 形式 


(2-2-10)“ 


PPD= Ps.CV1) 
PVP) V+ piW Vf = pa (VY V+ ps (Ws Vf (2-2-24) * 
CW :C+ WY = ht Ws WY 
式 中 ，W 是 对 空间 的 梯度 。 
显然 ， 式 (2-2-24) “是 一 个 便于 计算 机 上 使 用 的 通用 形式 。 另 外 ， 由 式 (2-2-24) 
中 的 前 两 个 式 子 还 可 能 推出 
wm = (2-2-29) 


将 上 式 两 边 同 乘 mp ， 得 
2__[P] 
J"=-F (2-2-30) 
上 
这 里 / 为 穿 过 激 波 面 的 质量 通 量 ，J= pw = pw ， 而 v=1/p 为 比 容 。 现 在 定义 激 波 马赫 数 
M,〈 因 w, 代表 相对 速度 的 法 向 分 量 ， 因 此 M, 也 叫 激 波 前 法 向 分 速 的 马赫 数 ， 简 称 波 前 法 向 
马赫 数 ， 并 且 也 常用 Mi 表示 ) 
M,=M, =— (2-2-31) 
借助 于 式 2-2-24) 中 的 连续 方程 与 动量 方程 ， 并 注意 M, 的 定义 式 ， 于 是 很 容易 推 得 


94 


第 2 章 膨胀 波 、 压 缩 波 和 激 波 vy 


四 -四 -四 (2-2-32) 
pe a 
由 上 式 可 得 到 
oooa=-nl| (2-2-33) 
式 中 ，v 代表 比 容 。 
引进 激 波 强度 卫 的 定义 ， 即 
n= 也 (2-2-34) 
pa 
于 是 激 波 马赫 数 又 可 表示 为 
M,=M, =-— 0 (2-2-35) 
[w/a 


为 了 说 明 它 的 大 小 ， 我 们 进行 如 下 计算 : 利用 热力 学 函数 及 泰勒 级 数 展开 并 注意 到 基本 气动 
导数 厂 的 定义 见 式 〈(1-9-95))， 于 是 可 以 推出 激 波 马赫 数 M, 的 如 下 表达 式 


卫 3 3 a fov 和 a 
-n+ 二 |( 攻 ee + (2-2-36) 
式 中 ， 丁 为 基本 气动 导数 ; 也 为 激 波 强度 ，a 与 v 分 别 为 声速 与 比 容 ， 式 中 下 注脚 1 代表 


激 波 前 的 参数 。 
显然 ， 对 于 压缩 激 波 ， 由 于 栈 >0 且 厅 >0， 因 此 M, 宇 1。 另外， 由 式 (2-2-24) 中 


的 能 量 方程 并 注意 利用 式 〈2-2-29) 便 得 到 


=nPI+ 3]P (2-2-37) 
这 就 是 Rankine-Hugoniot ( 朗 肯 - 雨 贡 纽 ) 方程 。 它 又 可 写 为 
hh h=3(p,- na 二] (2-2-38) 
对 于 完全 气体 ， 则 hi 于 是 式 (2-2-38) 又 可 写 为 如 下 常见 的 表达 形式 


zt 人 7+le 1 
力也 (2-2-39) 


8 It (+ ma 
7Y-1™ 7-1 p, 


如 果 把 h(s,P) 和 v(s,P) 都 看 作 s 与 P 的 函数 ， 并 且 将 [A] 和 [v] 作 泰勒 级 数 展开 ， 并 注意 到 
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(3h/as), =T 和 (3h/3P), = 的 恒 等 关 系 式 ， 则 式 〈2-2-37) 便 可 变 成 如 下 形式 


品 ]myotm) (2-2-40) 


式 中 ，" 为 比 容 。 

注意 在 上 式 推导 中 只 保留 了 关于 [P] 的 三 次 项 ， 正 由 于 高 次 项 被 略 去 ， 因 此 上 式 多 用 于 
弱 激 波 的 计算 。 引 进 工 与 也 后 ， 则 式 (2-2-40) 又 可 改写 为 无 量 纲 形式 

351 -n+O0UI9 (2-2-41) 

式 中 ， 古 与 也 分 别 由 式 (1-9-95) 与 式 (2-2-34) 定义 。 

式 (2-2-41) 表明 : 通过 激 波 的 糯 增 与 本 的 三 次 方 成 正比 。 最 后 ， 总 结 一 下 强 间断 
面 上 的 三 个 条 件 : 一 个 是 连续 条 件 ， 即 式 (2-2-24) 中 的 第 一 个 式 子 ， 另 一 个 是 动量 条 件 ， 
即 式 (2-2-15)， 第 三 个 是 能 量 条 件 ， 即 式 〈2-2-39)， 它 们 是 气体 动力 学 中 处 理 激 波 问 
题 时 常用 的 三 个 表达 式 ， 即 


[pw]=0 
[pwV]=m[P]=-—m[P] (2-2-42) 
B_(+Dp,-(-Dp, 
RB (+Dp-(Y-Dp, 
式 中 ，w 由 式 (2-2-13) 定义 ，w 与 w, 分 别 代表 着 相对 速度 即 (V, -5) 与 (Vb) 沿 法 向 分 
量 的 大 小 。 


2.2.4 激 波 前 后 的 参数 关系 


对 于 完全 气体 ，Rankine-Hugoniot 方程 式 (2-2-39) 可 以 重新 整理 为 如 下 形式 


1 
ma]. a (2-2-43) 
27+(+DIP]/ 及 
Pp 
式 中 ,v 代表 比 容 。 
如 果 将 上 式 代入 到 式 (2-2-32) 便 可 得 到 如 下 三 个 关系 式 
四 -2 oz-D (2-2-44) 
RB 7Y+1 


第 2 章 膨胀 波 、 压 缩 波 和 激 波 Vv 


| He 0 EE (2-2-45) 
a Y+1 M, 

加 

加- 2 I (2-2-46) 
Up 7Y+1 Mi, 


将 上 式 两 边 平方 ， 得 


Pr ND i NO 
”all a«)Rn/p, 


将 式 (2-2-44) 与 式 (2-2-46) 代入 上 式 后 得 到 


M2+-2 
M3 (2-2-47) 
2 AM2 -1 
7-1 
另外 ， 气 体 ( 假 设 为 完全 气体 ) 通 过 激 波 的 炉 增 由 式 (1 5-44a) 给 出 ， 即 
_y =o mn-_RnS=cmn2 B -2-48) 
A (2-2-48 


式 中 ，cv 与 cr 分 别 为 定 容 比热容 与 定 压 比热容 ;， v 为 比 容 。 
由 于 so, -so =5s-s%， 并 注意 到 通过 激 波 时 总 烩 不 变 ， 即 To =,， 于 是 在 两 个 滞 止 状态 
之 间 应 用 上 式 时 可 得 


器 =-Rn 鱼 (2-2-49) 
所 
或 者 
血 -=exp|- 回 (2-2-50) 
h, R 


由 于 [s]>0， 所 以 R, < ， 即 通过 激 波 时 总 压 总 是 减 小 的 。 如 果 将 式 (2-2-44) 与 式 
(2-2-46) 代入 到 式 (2-2-48) 后 便 得 到 用 激 波 马赫 数 M,, 表达 的 粹 增 公式 ， 即 


IAY-D) Yi-D) 
exp| 回 ]-| 2 Ma -1 全 (2-2-51) 
R Y+1 7Y+1 (Y+DM。 7Y+1 
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8$2.3 正 激 波 与 斜 激 波 


所 谓 正 激 波 指 气体 运动 的 速度 方向 与 该 激 波 面 正 交 。 对 于 正 激 波 ， 我 们 仅 研 究 两 类 ;: 一 
类 是 定常 气体 运动 时 所 产生 的 固定 正 激 波 ， 又 称 驻 激 波 ; 另 一 类 是 运动 正 激 波 。 


2.3.1 定常 气体 运动 的 固定 正 激 波 


当 b=0 时 ， 则 式 (2-2-27) 与 式 (2-2-28) 简化 为 
WV = wm =Vn, (2-3-1) 
V, = wm =Vn, (2-3-2) 
式 中 ，n, 为 沿 流动 方向 的 单位 矢量 。 
因此 ， 对 于 固定 正 激 波 式 (2-2-24) 中 的 部 分 式 子 便 可 写成 如 下 形式 


pV = paV, (2-3-3) 
pV +R=pV? +R (2-3-4) 
的 Ve 
= = Ce 
有 + hh+ 2 2-3-5) 
而 这 时 式 (2-2-44)、 式 (2-2-45)、 式 (2-2-46) 与 式 (2-2-47) 可 写 为 
下 -27 wi_7-! 
eM- ee 
ri (2-3-6) 
es 
各 20 DM (2-3-7) 
V+DM; 
ps __(Y+DM? 
A (2-3-8) 
Pp 2+(Y-DM? 
M+ 
Mi==—— = (2-3-9) 


对 于 正 激 波 ， 则 有 M,。= M, =V/a，M,,=M,=V,/a,; 另外 ， 由 气体 的 状态 方程 P= pRT ， 
以 及 式 (2-3-6)、 式 (2-3-8)， 则 很 容易 得 到 温度 比 T/T 的 表达 式 ， 即 
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wo 
2 _ 瑟 P_ (2-3-10) 


T Rp, C+D yy 

207- 0 

类 似 的 ， 由 式 (2-2-51) 可 得 到 用 M, 表达 的 炉 增 计算 式 。 另 外 ， 如 果 引 进 速 度 系数 〈 见 
式 (1-8-22)) 以 及 1 数 与 M 数 间 的 关系 〈 见 式 (1-8-25))， 则 式 (2-3-9) 又 可 变 为 


21 =1 (2-3-11) 
这 就 是 著名 的 普 朗 特 〈Prandtl) 方程 ， 又 称 普 朗 特 关 系 式 。 它 又 可 写 为 
Vw = 中 (2-3-12) 


式 中 ，a, 为 临 介 声速 。 

由 式 (1-8-21) 知道 : (a.), =(a.), =a, ， 即 激 波 前 与 激 波 后 的 临 介 声 速 相等 。 式 
(2-3-12) 也 表明 : 当 激 波 前 V >a, 时 ， 则 波 后 必定 有 V,<a,。 也 就 是 说 ， 对 于 固定 的 正 
激 波 当 其 前 方 来 流 为 超声 速 时 ， 则 穿 过 正 激 波 后 必定 为 亚 声速 流动 。 

例 7 超声 速 瑞 利 (Rayleigh) 皮 托 管 测 总 压 。 对 于 定常 亚 声速 流动 ， 可 利用 皮 托 管 测 
出 总 压 另 与 静 压 已 ， 并 由 此 可 得 到 马赫 数 M ; 但 对 于 定常 的 超声 速 流动 ， 皮 托管 只 能 测 到 
激 波 后 的 总 压 所 ， 如 果 欲 计算 激 波 前 的 马赫 数 M,， 问 是 否 还 需 测量 激 波 前 的 压力 R? 

解 如 图 2.13， 需 要 测 衣 。 这 是 由 于 


(2-3-13) 


27 p71Y" 
7+1 好 Y+1 


只 要 测 得 与 呈 则 便 可 求 出 M, 值 。 当 然 ， 测 


于 是 便 得 到 了 用 M, 表 达 Rs/R 的 计算 式 ， 因 
得 RR, 与 后 查 书后 附 表 2 也 可 以 得 到 M, 值 。 


la 


图 2.13 皮 托管 测 超声 速 流动 时 的 总 压 〈 波 后 总 压 ) 
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2.3.2 运动 正 激 波 


在 许多 实际 场合 下 形成 的 激 波 ， 在 空间 中 并 不 是 静止 的 ， 而 是 以 一 定 的 速度 向 前 推进 ， 
这 里 仅 讨 论 正 激 波 的 运动 。 设 正 激 波 的 运动 速度 为 W(D) ， 于 是 把 坐标 系 固 连 在 激 波 上 考察 
气体 的 相对 运动 。 显 然 由 式 (2-2-25) 与 式 (2-2-26) 得 (此 时 w=0) 
V-N=W=wn,=(V-N)n, (2-3-14) 
WN=W, =wn, =(V,—N)n, (2-3-15) 
于 是 对 运动 正 激 波 ， 则 式 (2-2-24) 中 的 部 分 式 子 便 可 写成 如 下 形式 


PP —N)=p,(V.—N) 
中 +P( -NY =P+pV -NY (2-3-16) 


ht 


当然 对 运动 正 激 波 ， 也 可 用 式 (2-2-14)、 式 (2-2-15)、 式 (2-2-16) 写 出 ， 此 时 变 
为 


Pa%-N=PY-N) 
Po 凡 (% 一 N)+ 及 =8+pPVYOY-N) (2-3-17) 


Vv Vv 
Ce =p ( ma 


可 以 证 明 方程 组 式 (2-3-16) 与 式 (2-3-17) 等 价 。 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 一 种 是 波 前 气体 静止 即 V =0 的 情况 ， 另 一 种 是 V0 的 情况 。 
1. WW=0 时 
这 时 式 (2-3-17) 简化 为 
ps(Vi—N)=-pN 


PB-R=-pyV(V,—-N)=pVN 
一 po Pi 232 


PN @ 过 上 RV,=peN 


而 式 (2-3-16) 简化 为 
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PN=p(N-V) 

R+pN?=B+pN(N-V,) (2-3-19) 
1 1 

h+3N’ =h+3(N-h) 

于 是 仿照 驻 激 波 的 推导 过 程 可 得 到 

三 -27 |{ 包 |-z=-1 (2-3-20) 
ph 7Y+La Y+1 
请 -=_C+DO1a) (2-3-21) 


P 2+(Y-DN/a) 
由 式 (2-3-19) 中 第 一 式 并 注意 应 用 式 (2-3-21) 消去 p/1p, 项 ， 得 


1 
“2 -个 (2-3-22) 


或 者 


N= 闻 w+ [人 +a? =a, ER (2-3-23) 

式 中 ，V, 叫 激 波 的 伴随 速度 。 

显然 激 波 强度 越 大 〈 即 N 越 大 )， 则 内 也 越 大 。V 既 可 以 为 亚 声速 ， 也 可 以 为 超声 速 。 
当 波 前 气体 静止 时 ， 波 后 伴随 速度 的 方向 总 指向 激 波 运动 的 方向 。 另 外 还 需 说 明 的 是 : 式 
(2-3-23) 右边 那 两 个 表达 式 可 分 别 由 式 (2-3-20) 与 式 (2-3-22) 推出 。 

2. V.#0 时 

这 里 假设 V,R,pi 及 N 为 已 知 量 ， 欲 计算 V,,RR,p,。 为 此 把 参考 系 固 连 在 激 波 前 的 气流 
上 ， 在 这 个 新 的 参考 系 内 员 =0, 友 = 勾 - 几 ， 激 波 速度 变 为 六 =N-V， 对 于 这 个 新 的 参考 系 ， 
借助 于 式 (2-3-20) 一 式 (2-3-23) 式 便 得 到 如 下 几 个 表达 式 


(2-3-24) 


(2-3-25) 


(2-3-26) 
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3. 运动 正 激 波 在 固体 壁面 处 的 反射 


入 射 激 波 3 反射 激 波 3 
三 医 Ce 
| 
SP po mp 有 
Rp 
(a) (b) 


图 2.14 运动 正 激 波 遇 固 壁 后 的 反射 


如 图 2.14 (a) 与 图 2.14〈d) 所 示 ， 运 动 正 激 波 在 静止 的 气体 中 传播 并 假设 静止 气体 中 
有 一 个 固定 的 刚性 平 壁 。 当 激 波 波 阵 面 到 达 壁 面 的 瞬间 ， 气 体 受到 壁面 的 压缩 ， 将 产生 一 道 
正 激 波 《〈 即 反射 波 ) 向 左 传播 ， 因 此 原来 初始 波 的 波 后 气体 现在 变 成 为 反射 波 的 波 前 气体 。 
反射 波 所 到 之 处 ， 波 后 气体 速度 多 =0 ， 状 态 为 只 ,p; 如 图 2.14 (b) 与 图 2.14 (d) 所 示 。 
显然 ， 反 射 激 波 的 波 前 气体 速度 不 为 零 ， 为 此 我 们 把 新 参考 系 固 连 在 反射 波 的 波 前 气体 上 ， 
如 图 2.14〈c) 所 示 ， 在 此 坐标 系 下 ， 波 前 速度 克 =0， 激 波 速度 为 (N; +V,) 其 方向 向 左 ， 
波 后 速度 为 内 = 网 ; 于 是 借助 于 式 (2-3-23) 得 到 


5 
wet +a? -us +a (2-3-28) 


式 中 ，a, 可 借助 于 Rankine-Hugoniot 关系 (2-2-39) 式 得 到 ， 即 


> Pp 
他 Ps (2-3-29) 
Rn 


另外 ， 借 助 于 式 〈(2-3-20) 可 得 到 1R 的 表达 式 
六]- 司 (2-3-30) 
作为 课 后 练习 ， 利 用 Rankine-Hugoniot 关系 (简称 R-H 关系 式 ) 可 以 证 明 下 式 成 立 ， 即 
B_Gr-DBE-(Y-DA 
BB (-DB+(rY+DA 
当然 以 上 各 计算 步 又 也 可 以 利用 相应 的 正 激 波 气动 函数 表 ( 见 附 表 2) 得 到 。 


(2-3-31) 
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4. 两 道 不 同方 向 运动 的 正 激 波 相遇 


1 半角 面 
oF os | 数 >ofs 
四 透射 激 波 
@ 加 
4 [9) 
@ @1I@Fe 入 射 激流 “5 


一 x 


图 2.15 两 道 不 同方 向 的 运动 正 激 波 相遇 


两 道 不 同方 向 的 运动 正 激 波 ， 如 图 2.15(a) 所 示 ， 在 某 一 时 刻 相遇 时 ， 由 于 波 后 气体 相 
互 压缩 因此 将 产生 两 道 新 的 激 波 。 这 里 分 两 种 情况 讨论 : 

@ 如 果 相 过 前 两 道 正 激 波 强度 相等 ， 则 相遇 后 产生 的 两 道 新 的 正 激 波 其 强度 也 相等 。 

@ 如 果 相 过 前 两 道 正 激 波 的 强度 不 等 ， 则 相遇 瞬时 两 种 不 同 状态 的 气流 相 接触 ， 除 要 
产生 两 道 新 的 激 波 向 不 同 的 方向 传播 外 ， 同 时 还 会 形成 一 道 切 向 间断 面 ， 即 两 种 不 同 状 态 气 
体 的 接触 面 ， 如 图 2.15(b) 与 图 2.15(c) 所 示 。 接 触 面 两 侧 满 足 P= =P.,V,=V;=N。; 接触 
面 两 侧 温度 和 密度 不 等 。 接 触 面 把 相遇 后 新 产生 的 激 波 后 的 区 域 分 成 了 两 部 分 即 @ 与 @ 区 。 
如 果 相 过 前 激 波 前 后 中， 名，@ 区 的 参数 以 及 N,N, 已 知 ， 则 相遇 后 仅 需 确定 下 面 的 六 个 参 
数 〔 即 雇 , 雇 ,ps,Pps,P,Nc )， 现 略 加 叙述 : 

(a) 由 已 知 的 ,pi,V 及 NN, 值 ， 借 助 于 式 (2-3-24)、 式 (2-3-25) 及 式 (2-3-26) 


式 便 可 算出 VV, 及 p, 值 ， 再 由 状态 方程 便 得 到 a, 值 ; 
(b) 由 已 知 的 ,pi,V 及 N, 值 ， 借 助 上 述 三 式 同样 可 算出 WV,R 及 ps, 值 ， 再 由 状态 方程 
便 得 到 a, 值 ; 
(c) 由 前 面 算出 的 只 ,多 ,a 值 以 及 已 , 兄 ,a: 值 ， 借 助 于 式 〈2-3-25) 以 及 接触 面 压强 相 
等 ( 即 =P) 的 条 件 便 得 到 
27| fA E71 |p | A A | | 21 Pp (2-3-32) 
7+1\ @ J r+ |7+ll 7+1|“ 
(d) 由 前 面 算出 的 多 ,oa 以 及 匈 ,a: 值 ， 借 助 于 式 〈2-3-24) 以 及 接触 面 速 度 相 等 〈 即 
=V) 的 条 件 可 得 到 


1 » 
w+ | | -w+2a-o| |- (2-3-33) 
rr | Kt- 711 | 【 坝 开 
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于 是 由 式 (2-3-32) 与 式 (2-3-33) 联 立 便 可 解 出 雇 与 户 , 值 。 显 然 一 旦 求 出 了 襄 与 入 
值 ， 借 助 于 式 (2-3-24)、 式 (2-3-25)、 式 (2-3-26) 式 便 可 计算 出 @ 区 与 @ 区 的 
P,p 以 及 NN 值 。 


2.3.3” 斜 激 波 


在 讨论 了 一 般 激 波及 正 激 波 之 后 ， 斜 激 波 问题 就 变 得 非常 简单 了 ， 本 节 仅 对 和 斜 激 波 问题 
的 重要 特点 与 常用 公式 作 扼 要 介绍 。 

一 、 斜 激 波 与 正 激 波 间 的 关系 

图 2.16 给 出 了 斜 激 波 常用 的 一 些 符号 以 及 与 正 激 波 间 的 关系 。 在 斜 激 波 中 ， 角 定义 
为 激 波 角 ， 它 是 来 流 与 激 波 面 的 夹 角 ， 角 6 定义 为 气流 偏转 角 ， 它 是 Vi 与 V, 间 的 夹 角 。 正 
如 以 前 所 讲 过 的 ， 任 何 一 个 激 波 经 过 变换 后 都 可 以 看 作 正 激 波 ， 斜 激 波 与 正 激 波 在 本 质 上 是 
一 样 的 ， 它 是 站 在 不 同 的 惯性 参考 系 上 观察 流动 产生 的 差异 造成 的 。 因 此 我 们 可 从 正 激 波 的 
关系 式 导出 斜 激 波 的 关系 式 ， 只 要 注意 到 


(b) 


图 2.16 对 斜 激 波 所 取 的 控制 面 及 常用 的 一 些 符号 


Va =VsinB, VW, =V,sin(B -0) (2-3-34) 
或 
Mi, =M,sinB, M,, = Masin(B-6) (2-3-35) 
同样 ， 在 斜 激 波 中 存在 着 气体 穿 过 激 波 时 切 向 分 速度 保持 不 变 的 结论 ， 即 
Wa = (2-3-36) 
由 图 2.16(b) 可 得 


V=W, cotB =V,, cot(B -0) (2-3-36) * 


104 


第 2 章 脱 胀 波 、 压 缩 波 和 激 波 Vv 


注意 到 V, >V,， 因 此 p>B-9， 即 9>0， 这 表明 : 气流 通过 斜 激 波 后 ， 向 着 贴近 激 波 面 的 
一 边 偏转 。 下 面 不 加 推导 地 给 出 斜 激 波 的 基本 关系 式 。 


1.R-H 关系 
7Y+lp, ,1 
全 sy-LA (2-2-39) * 
p Yt+l Pp 
7Y-1 pp 
Y+lp, 1 
Ba.7-1p, (2-2-39) 
p Y+l_p 
7-1 p, 
2. 普 朗 特 关系 式 
-1 2 ,77-1 
VV =0 -Ly + (2-3-37) 
‘inVan = Go ~ 7 yr yr 3 
y-1 
=1- 才 - (2-3-38) 
2 人 ) 


从 上 式 可 以 看 出 ， 因 ,>1 则 罗 , 必然 小 于 1， 即 VY, <a,， 但 VY 并 不 一 定 小 于 a,， 也 就 是 说 
斜 激 波 后 的 气流 可 以 是 超声 速 ， 也 可 以 是 亚 声速 的 。 
3. 密度 比 、 压 力 比 、 温 度 比 、 速 度 比 、 炉 增值 以 及 与 M, sin B 间 的 关系 


pr 2 Msin'p _(Y+DM?sin? CR 
p + MsinB 2+(Y-DM? sin’ B 
全 =1+ sin B-D (2-3-40) 
pn + 
压力 系数 C =(ps ~p)ApV /2) = 夫人 6- 志 ] (2-3-41) 
五 -ZXYArsin CR yy 
T (Y+D Mrsin 有 
S25 -nn 1+ sin 6-D 扩 |-C+DMrsm 有 FY) (34s) 
R Lo= DM? sin’ B+2 
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4. 激 波 角 6 与 偏转 角 9 的 关系 
由 图 2.16 (b) 可 知 
VW pi 
mpey tan(B 0 


但 V=VW,=V,， 又 利用 连续 方程 和 式 〈2-3-39)， 则 得 


np 名- 户 -_O+DMisin 人 
V。 


tan( 有 -6) Pp 2+(Y-DM?sin’ 有 
注意 到 
py tanB-tan0 
tp -0) l+tan ptanO 
经 过 整理 后 得 
Mazsin2 有 -1 
i 
gd 2c0t Brity too0s2B) + 


(2-3-44) ” 


(2-3-44) 


由 式 (2-3-39) 一 式 (2-3-43) 可 知 ， 在 M, 取 定 值 的 情况 下 ， 激 波 角 有 愈 大 ， 
则 激 波 愈 强 。 当 p=90°。 或 B=arcsin 由 时， 8=0， 即 在 正 激 波 的 情况 下 以 及 当 激 波 


弱化 为 马赫 波 时 ， 则 气流 偏转 角 为 零 。 当 有 请 从 马赫 角 上 变 到 r/2 时 ，6 总 是 正 值 ， 那 
么 在 这 个 范围 内 ，68 角 必 有 一 极 大 值 es 。 当 6 大 于 6 时 ， 这 时 就 不 再 有 附 体 的 斜 激 
波 解 ， 而 出 现 脱 体 激 波 。 这 里 最 大 值 go 和 相应 的 B, 值 可 通过 对 式 (2-3-44) 微分 


得 出 ， 即 


2 1 |Y+l 7-1 7Y+1 
sin2 PB, -7 lt nt 


py A(M? -Dtan’ Bp, -1] 
™ tanp[(YM? +2)(1+tan’ B,)+M,(1—tan’ B.)] 


为 了 直观 起 见 ， 将 式 (2-3-44) 做 成 了 曲线 ， 如 图 2.17 所 示 。 


应 该 指出 ， 在 绘制 上 述 曲 线 时 将 要 遇 到 给 定 一 个 确定 的 M, 和 6 值 时 ， 
多 值 的 现象 。 事 实 上 首先 将 式 (2-3-44) 改写 为 如 下 形式 的 三 次 方程 


tan’ P+Atan* B+BtanB+C=0 
式 中 
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(2-3-46) 


对 应 的 6 有 


(2-3-47) 
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1-M? 


A= 45 
tang| tS ] 5 
[ 35 
1+Y+1M2 一 30 
5 二 2 (2-3-48)  §25 
14+7M3 20 
2 15 
CE NA 
m1 2 ?] ‘WH YL 4 
它 有 三 个 根 ， 一 个 根 已 能 证 实 无 意义 "9， 另 BR) 
外 两 个 根 中 ， 一 个 较 小 的 B， 它 对 应 于 M,>1， 称 图 2.17 和 斜 激 波 的 6 与 有 关系 曲线 


这 时 的 B 所 对 应 的 激 波 为 弱 斜 激 波 ; 另 一 个 较 大 

的 B， 它 所 对 应 的 M,<1， 这 时 B 所 对 应 的 激 波 为 强 斜 激 (图 2.17 中 用 虚线 表示 )。 也 就 是 
说 对 任 一 给 定 的 偏转 角 6， 存 在 两 个 性 质 不 同 的 解 ， 一 个 为 强 解 *， 一 个 为 弱 解 w; 在 具体 
问题 中 到 底 是 取 强 激 波 解 还 是 取 弱 激 波 解 ， 取 决 于 产生 激 波 的 具体 条 件 ， 即 气流 的 来 流 M 
数 和 边界 条 件 。 在 超声 速 气流 中 产生 激 波 有 下 面 几 种 情况 "5: 

(a) 对 于 气流 的 偏转 角 所 规定 的 激 波 。 经 无 数 的 实验 观察 ， 可 以 得 出 如 下 结论 ， 凡 是 由 
气流 偏转 角 9 规 定 的 激 波 强度 ， 只 要 是 附 体 激 波 ， 都 取 弱 激 波 解 。 

(b) 对 于 压力 条 件 所 决定 的 激 波 。 这 涉及 具有 自由 边界 的 一 类 问题 ， 例 如 超声 速 气流 从 
喷 管 射出 时 ， 如 果 气 流 的 出 口 压力 p。 低 于 背 压 pe， 那 么 超声 速 气流 会 产生 斜 激 波 以 提高 压 
力 ， 这 时 激 波 的 强度 由 压 比 ps/p。 来 决定 ， 这 就 是 自由 边界 上 的 压力 条 件 。 总 之 ， 求 解 这 类 
问题 ， 要 根据 压 比 ps/p。 值 及 波 前 马赫 数 M, 的 值 来 决定 激 波 的 强度 。 

(c) 对 于 鹿 塞 所 决定 的 激 波 。 尤 其 是 在 管道 流动 中 可 能 发 生 某 种 畜 塞 现象 的 情况 下 ， 这 
时 会 迫使 超声 速 的 上 游 气流 在 某 处 发 生 激 波 ， 使 气流 作 某 种 调整 。 这 种 激 波 的 强度 既 不 是 由 
气流 方向 所 规定 ， 也 不 由 环境 压力 所 规定 ， 而 是 由 最 大 流量 的 极限 条 件 所 决定 。 

5.M, 与 M, 的 关系 

借助 于 (2-3-9) 式 ， 可 得 到 斜 激 波 下 M, 与 M;: 间 的 关系 ， 即 

M2+-2 
= YL -ees 8 (2-3-49) 
7 的 sn 6-1 Msin’ 8+1 


从 上 式 可 以 看 出 对 于 一 定 的 M, 来 讲 ， 如 果 户 增 大 ，M, 就 降低 ; B 取 较 小 值 时 ，M, >1; 
大 过 一 定 值 时 ，M, >1。 如 果 令 及 和 6 分 别 表示 M: =1 时 的 和 6 值 。 从 图 2.17 的 曲线 
可 以 看 出 ，9" 和 6 ， 有 和 有。 都 是 很 接近 的 ， 这 里 B, 表示 当 8 取 最 大 值 时 所 对 应 的 B 值 。 
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二 、 激 波 极 线 

激 波 极 线 是 在 速度 平面 上 表示 V, 和 V, 关系 的 速 端 曲线 ， 借 助 它 不 仅 可 以 直观 地 了 解 斜 
激 波 前 后 的 速度 的 变化 关系 ， 而 且 可 以 很 清楚 地 说 明 激 波 的 相交 与 反射 等 现象 。 现 在 来 推导 
激 波 极 线 方程 。 为 此 ， 利 用 斜 激 波 的 普 朗 特 关 系 


Wh =0 -Ly 
a 
这 里 假设 速度 V 在 x 和 y 轴 上 的 分 量 分 别 用 V, 和 V, 来 表示 ， 并 取 x 轴 的 方向 与 V 同 ， 并 注 


意 到 如 下 几何 关系 (如 图 2.18 (a) 所 示 ) 
Vn = Wsing, V,=VcospB 


Va =V Vs + Vs) 


sin 有 = LA ，cos 有 = 和 
Wt Wr 


代入 普 朗 特 关 系 ， 经 过 整理 后 ， 可 得 到 激 波 极 线 方程 


人 (2-3-50) 
LE 
或 者 
及 =- (2-3-51) 
各 -+1 


多 内 
式 中 ， 和 = 全 ,= 忆 。 


在 给 定 了 为 后 ， 就 可 以 在 速度 平面 上 画 出 局, 与 , 的 曲线 ， 这 种 曲线 是 由 Busemann 引 
进 的 ， 它 就 是 大 家 熟知 的 Descartes 叶 形 线 几 ， 又 称 激 波 极 线 ， 如 图 2.18 (b) 所 示 。 如 果 给 
定 激 波 前 的 来 流 参数 以 及 激 波 后 的 偏转 角 6 或 激 波 角 有 ， 就 可 以 从 激 波 极 线 图 上 求 得 激 波 后 
的 流速 5 ， 从 而 得 到 激 波 后 的 其 他 参数 。 从 激 波 极 线 图 上 可 以 看 出 ， 在 某 一 给 定 的 丸 下 ， 
对 应 某 一 偏转 角 9 ， 这 时 有 三 个 解 ， 即 图 2.18 (b) 中 的 三 个 交点 1，2，3。 点 3 相当 于 脱 
胀 的 情况 〈 因 VW > 只)， 这 违反 热力 学 第 二 定律 ， 所 以 点 3 没有 实际 意义 ， 应 该 去 掉 。 点 2 
相当 于 弱 激 波 的 情况 ， 点 1 相当 于 强 激 波 的 情况 。 

下 面 举例 说 明 斜 激 波 的 计算 及 有 关 数 值 表 的 应 用 。 
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图 2.18 激 波 极 线 


例 8 设 M,=2.5 的 超声 速 气流 以 零 攻 角 绕 过 尖 棉 ， 其 半 顶 角 9=10°, 求 B，p,/p,， 
Ms， pm/Pom， T/T 和 p/p 的 值 。 

解 以 M=2.5，6=10 "从 斜 激 波 表 上 可 查 得 两 个 B 值 ， 本 题 是 属于 给 定 气流 偏转 角 
决定 激 波 的 这 一 类 ， 因 此 只 出 现 弱 斜 激 波 即 B 取 较 小 的 一 个 值 ， 这 里 取 B=31.8° ， 接 着 可 
算出 p/p,=1.87，M,=2.086， pw/Pw =0.975, T,/T=1.2, p,/pi=1.56。 

例 9 设 空气 自 超 声速 喷 管 喷 出 (参见 图 2.19)， 出 
口 处 M,=2.2，p, =0.187 大 气压 ， 而 外 界 压 力 me =1 大 气 
压 ， 求 气流 出 口 后 产生 的 激 波 之 后 的 M,,B,9 值 。 

解 由 斜 激 波 表 ， 按 给 定 的 M,=22， 压 比 ” 

Py/1P1=5.348， 查 出 
Peelto an 图 2.19 超声 速 气流 从 喷 口 射出 
这 是 强 激 波 解 的 情况 。 

例 10 设 M,=3.0 的 超声 速 气流 流 过 一 个 连续 折 转 的 止 角 ， 其 折 角 分 别 为 =4"， 
6, =6"，6, =10" 。 试 求 气流 折 转 后 焙 的 变化 。 如 果 是 同样 的 来 流 ， 经 过 一 次 折 转 ， 其 偏转 
角 为 9=6+6,+6,， 则 灶 的 变化 又 是 多 少 ? 试 比较 上 述 两 种 结果 。 

解 (1) 气流 经 三 次 折 转 ， 穿 过 三 道 斜 激 波 的 计算 : 

按 M,=3.0,6, =4”， 查 斜 激 波 表 ， 选 定 弱 斜 激 波 解 ， 得 B=22.36"，M,=2.80。 又 因 
Mi = Misin 有 =1.14 ， 查 正 激 波 表 ， 得 位 =-m 如 =-m099726=000274。 

or 
同 理 , 按 M, = 2.80,6, =6”， 查 表 得 B, = 25.46" ，M; =2.52。 因 (M,,), =M, sin PB, =1.20， 


查 表 得 等 -oom 23 。 


Ps 


M, Pe 
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同 理 ， 按 M, = 2.52,6, =10“， 查 表 得 B=31.87”，M,。 = 2.08 。 因 (Ma:,), = Mssin p=1.33， 


查 表 得 人 -002652。 

所 以 AS =(ASi+AS; +AS;)=0.036 49x287=10.4726 (J/kg:K) 

(2) 计算 气流 经 一 次 折 转 ， 其 转角 为 9=4"+ 6"+ 10" = 20° 时 的 斜 激 波 。 
按 M, =3.0,9=20"* ， 查 表 得 有 =37.76" ， 因 M,, = Msin 有 =1.837， 查 得 


全 = -ln0.796 11= 0.228 02， 


算出 
As' = 0.22802x287 = 65.4417 (Jikg .K) 
(3) 两 者 比较 
As 65.4417 
As 104726 
显然 ， 一 次 折 转 同 三 次 折 转 相 比 较 ， 粹 增值 要 大 6.25 倍 ， 因 此 采取 多 个 斜 激 波 来 阻 洪 
超声 速 气流 可 以 大 大 减少 机 械 能 的 损失 。 
例 11 设 M,=3.0 的 超声 速 气流 流 过 项 角 为 30 " 的 棉 形 体 ， 气 体 的 静 压 R =1.0x10* Pa ， 
静 温 为 了 = 216.5 K ， 试 用 正 激 波 表 计算 该 流动 工 况 下 激 波 后 的 静 压 忆 ， 静 温 7,， 密 度 p, ， 
速度 V, ， 总 压 号 ,和 马赫 数 M,。 
解 将 斜 激 波 基本 方程 


=6.25 


piVin = PaVan (连续 方程 ) (2-3-52) 

PV2+ps=PiVi+pP 〈 法 向 动量 方程 ) (2-3-53) 

VW,=W ( 切 向 动量 方程 ) (2-3-36) 
We VE 

A++ 生 = 用 + 全 (能 量 方程 ) (2-3-54) 


与 正 激 波 关系 式 (2-3-3)、 式 (2-3-4)、 式 (2-3-5) 作 比 较 不 难看 出 ， 如 果 将 描述 正 
激 波 的 基本 方程 式 中 的 激 波 前 后 速度 换 成 斜 激 波 前 后 的 法 向 分 速度 便 得 了 描述 斜 激 波 的 基本 
方程 式 。 这 种 更 换 使 我 们 有 可 能 利用 正 激 波 表 去 计算 斜 激 波 。 考 虑 到 斜 激 波 前 后 的 法 向 马赫 
数 

Mi =MsinB (2-3-55) 

M,, =M, sin(B ~0) (2-3-56) 
车 将 附 表 2 中 的 第 一 列 换 成 斜 激 波 的 法 向 马赫 数 Mi。， 则 该 表 中 第 二 列 便 应 为 斜 激 波 波 后 法 
向 马赫 数 M,,。 计 算 时 首先 借助 于 附 表 3 查 出 激 波 角 及， 再 由 式 (2-3-55) 算出 M,,。 值 
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得 注意 的 是 ， 按 照 上 述 方法 计算 斜 激 波 ， 实 际 上 就 是 把 气体 通过 和 斜 激 波 的 流动 看 作 是 以 法 向 
分 速 通过 正 激 波 的 流动 。 这 样 处 理 虽 然 不 会 影响 激 波 前 后 的 静 参数 ， 但 却 改变 了 气流 的 灌 止 
参数 ， 因 为 法 向 分 速 只 是 气流 速度 的 一 部 分 。 引 进 To 与 只。， 其 定义 式 为 


a 
T=T+ =7 /1+ Lm? (2-3-57) 
2c, 2 
es 了 
p=P{1+ilmT p/p (2-3-58) 
2 7 


式 中 ，M, =V,/a。 
用 正 激 波 表 计算 斜 激 波 时 ， 表 中 的 总 压 比 应 该 换 成 (R.): (RR,),。 由 式 〔2-3-54) 可 知 
(rw) = (Ti))， 并 注意 使 用 (2-3-58) 式 


2 YY oe 
a (工科 -下 全 让 
CR BTh Tm) nln 


A 
ma=r(2], 并 注意 到 (1,), =(1,), ， 于 是 上 式 变 为 


i 忆 二 
(Bo BL 人 加 
PR) RD R\Th AN (RB), 
故 (BR) _ (BR) (2-3-59) 


(RD (RB), 
式 (2-3-59) 表明 (R,), /RB,) 等 于 (有 B),AR),。 综 上 所 述 ， 借 助 附 表 2 作 斜 激 波 计算 时 ， 
应 将 该 表 的 第 一 列 换 成 M,, ， 第 二 列 换 成 M,,， 第 三 列 、 第 四 列 、 第 五 列 分 别 表示 斜 激 波 的 
静 压 比 、 密 度 比 、 温 度 比 ， 第 六 列表 示 斜 激 波 的 总 压 比 ， 而 第 七 列 不 便 用 于 斜 激 波 计算 ， 所 
以 这 列 在 作 斜 激 波 计算 时 应 删除 。 这 时 VY,(), 可 按 下 列 方法 计算 。 

由 M,, 值 ， 借 助 式 (2-3-56) 便 可 计算 出 M,; 再 由 M, 与 声速 a, 求 出 V,; 最 后 由 已 
与 M, 值 通过 式 (1-8-7) 算出 (R), 值 。 

下 面具 体 计算 本 例题 。 因 86=15“，M,=3.0， 查 附 表 3 得 到 激 波 角 B=32.2°; 
Mi,=MisinB =1.599 ; 依 Mi, 值 查 正 激 波 表 得 ， 此 时 M,, =0.6687;P/P=2.8163 ; 
T/T =1.3873,，p,/p,=2.030; (R),A(R), = 0.8596 ; 注意 到 : R=1.0xi0‘Pa, T=216.5 K， 
pi =0.161kg/m’, V,=M,VYRT, V,=3x(1.4x287.06x216.5)’? =885m/s， 故 


B=Bp=2.8163x10: Pa, T,=L7=300K 
n T 
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Pp; = p,=2.030x0.161=0.326kg/m’, M, Ma 
ph 


=— =2.26 
sin(32.2°—15°) 


3 
VV, =2.26x(1.4x287.06x300)? =787 m/s ， 


(R) =—8 = 2816X10’ -330xl0y Pa; 
FJ 0.0852 


§2.4” 激 波 、 脱 胀 波 的 反射 和 相交 


在 超声 速 流动 的 实际 问题 中 ， 所 遇 到 的 波 系 往往 是 非常 复杂 的 ， 本 节 将 研究 如 何 运用 前 
面 已 讲 过 的 知识 分 析 一 些 典型 波 系 并 说 明 决 定 各 区 域 流动 参数 的 计算 方法 。 着 重 讨论 由 于 边 
界 条 件 所 引起 的 速度 方向 不 匹配 和 压强 不 匹配 时 而 诱发 的 现象 。 

一 、 激 波 在 固 壁 上 的 反射 

在 超声 速 风 洞 中 ,气流 遇 到 模型 (例如 一 个 棉 ) 会 产生 一 道 斜 激 波 4B 与 洞 壁 交 于 B 点 ， 
如 图 2.20 (a) 所 示 。 气 流 在 激 波 后 偏转 了 9 角 ， 与 模型 表面 平行 ， 但 与 洞 壁 不 平行 。 于 是 
洞 壁 对 气流 的 扰动 作用 好 似 一 个 半 项 角 为 8 的 棉 ， 又 在 B 点 产生 一 道 使 气流 偏转 -6 角 的 斜 
激 波 BC。 因 此 ， 激 波 在 固 壁 上 的 反射 仍 为 激 波 ， 并 且 属 于 正常 反射 。 

如 果 图 2.20 (b) 中 攀 的 半 项 角 6 ， 大 于 激 波 AB 后 的 流速 M; 所 允许 的 斜 激 波 的 gu. 值 ， 
这 时 反射 激 波 成 为 图 2.20(b〉 所 示 的 那样 ， 这 种 反射 叫 马赫 反射 。 在 这 种 情况 下 ， 马 赫 反 
射 波 在 接近 上 边 壁 面 处 ， 出 现 一 段 正 激 波 BC。 为 了 使 B 点 后 的 上 下 方 的 流动 能 够 互相 匹配 
即 具有 相同 的 压力 和 流速 方向 ， 故 在 B 点 处 产生 反射 的 斜 激 波 BD， 使 区 域 @ 的 流动 情况 与 
区 域 @ 相 匹配 。 但 由 于 B 点 上 下 方 气流 的 烂 值 增加 不 一 样 ， 故 区 域 @@ 和 @ 内 的 速度 大 小 、 
密度 和 温度 是 不 同 的 ， 其 匹配 的 办 法 是 从 B8 点 往 下 产生 一 个 滑 流 面 ， 它 是 个 涡 面 ， 该 面 两 
边 的 速度 的 方向 平行 而 大 小 不 等 ， 这 是 个 非常 重要 的 特征 。 


图 2.20 激 波 在 固 壁 上 的 反射 
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二 、 异 侧 激 波 的 相交 


超声 速 气流 在 进 气 道 入 口 处 或 喷 管 出 口 处 4 点 和 B 点 发 生 两 道 斜 激 波 ， 交 于 M 点 ， 如 
图 2.21 (a) (b) 所 示 。 在 M 点 必 产 生 两 道 反 射 的 激 波 MC 和 MD， 使 M 点 后 方 上 下 两 区 域 
@ 和 @ 具 有 相同 的 压力 和 相同 的 速度 方向 。 对 于 图 2.21 (b) 所 示 的 情况 ， 由 于 6, *6,， 上 
下 两 部 分 气流 各 自 通过 两 道 不 等 强度 的 激 波 , 其 炉 值 变化 不 一 样 , 故 在 M 点 产生 滑 流 面 MT。 


(d) 


图 2.21 异 侧 激 波 的 相互 作用 


当 棉 角 较 大 ， 超 出 了 激 波 正常 反射 的 条 件 时 ， 就 
出 现 类 似 于 马赫 反射 的 情况 ， 即 由 两 道 斜 激 波 AM” 
和 BM 和 一 道 近似 于 正 激 波 MM “组 成 (如 图 2.21 (c) 
所 示 )。 在 交点 M 和 M' 处 产生 反射 激 波 MC 和 MD ， 
并 且 产生 滑 流 面 MT 及 MT 。 当 棉 的 角度 再 增 大 ， 
最 后 将 出 现 曲线 激 波 ， 如 图 2.21 (d) 所 示 。 

三 、 同 侧 激 波 的 相交 

如 图 2.22 所 示 ， 在 马赫 数 为 M, 的 气流 中 由 于 6 
角 产 生 的 激 波 AC 和 在 马赫 数 为 M; 的 气流 中 由 于 6, 
角 产 生 的 激 波 BC 相交 于 C 点 。C 点 是 流动 上 下 方 的 
匹配 点 ， 因 此 在 该 点 之 后 上 下 方 的 流 场 必须 具有 相同 
的 压力 及 速度 方向 。 在 C 点 之 上 ， 两 个 同 侧 激 波 的 相交 将 合成 为 一 个 较 大 强度 的 激 波 ， 其 
强度 根据 C 点 下 方 的 流动 情况 来 决定 。 在 C 点 下 方 ， 气 流 从 区 域 @D 越 过 两 道 强度 已 知 的 激 
波 AC 和 BC 进入 区 域 加 ， 因 此 区 域 @@ 中 的 流动 参数 可 以 完全 确定 。 这 样 就 要 求 C 点 之 上 的 
激 波 具 有 如 此 的 强度 ， 使 其 区 域 @ 的 压力 和 流速 方向 与 区 域 @ 相 同 。 但 是 在 一 般 情况 下 ， 根 
据 M 和 68=6+6, 的 条 件 得 出 的 ps 不 会 正好 等 于 根据 M。( 由 M, 和 8 决定) 和 9, 的 条 件 得 
出 的 p,， 因 此 在 C 点 产生 反射 的 膨胀 波 〈 也 可 能 是 压缩 波 ， 视 具体 流动 情况 而 定 )， 使 区 域 
@ 在 对 区 域 @ 的 参数 作 某 些 改变 后 ， 能 够 与 区 域 @ 相 匹配 。 当 然 在 区 域 @@ 和 @ 之 间 存在 滑 流 面 。 
实际 上 ， 反 射 波 一 般 很 弱 ， 在 近似 计算 时 可 略 去 不 计 ， 通 常 按 区 域 @ 的 气流 偏转 角 6, = 9, +0， 
来 确定 激 波 CD 。 值 得 注意 的 是 ， 虽 然 @ 区 与 @ 区 的 压强 相等 ， 流 动 方向 相同 ， 但 它们 速度 的 


图 2.22 同 侧 激 波 的 相互 作用 
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模 并 不 相等 ， 因 此 在 @ 区 与 @ 区 之 间 存 在 着 滑 流 线 CT ， 它 是 决定 两 区 相 匹 配 的 关键 。 

四 、 激 波 在 自由 面 上 的 反射 

如 图 2.23 所 示 ， 自 B 点 产生 的 斜 激 波 过 到 自由 
面 AC 时 在 C 点 要 发 生 反射 。 气 流 在 区 域 O 中 的 压力 
等 于 外 界 背 压 mm ， 通 过 斜 激 波 BC 后 ， 气 流 的 压 
力 升 高 到 p,，p, > ps ， 产 生 压力 不 平衡 ， 于 是 气流 
在 激 波 与 自由 面 的 交点 处 发 生 一 个 绕 外 钝 角 的 膨胀 流 
动 ， 气 流通 过 ECF 膨胀 区 后 ， 压 力 降低 (p, = ps) ， 
方向 与 射流 的 边界 CD 平等， 显然 这 时 射流 的 截面 积 
有 了 增加 。 

五 、 膨 胀 波 在 固 壁 上 的 反射 

下 面 讨论 脱 胀 波 和 压缩 波 的 反射 和 相交 问题 。 所 谓 膨胀 波 和 压缩 波 均 指 小 的 有 限 强度 的 
等 粹 波 ， 当 气流 越过 这 类 波 时 ， 波 后 的 压力 将 下 降 或 增加 某 个 小 的 有 限 值 。 其 实 ， 膨 胀 波 实 
际 上 是 用 一 道 波 来 代 痊 一 个 小 肩 形 膨胀 区 ， 而 压缩 波 则 是 用 一 道 等 炉 波 来 代替 一 道 弱 激 波 ， 
因为 弱 激 波 的 粹 增值 是 气流 折 角 的 三 次 方 小 量 ， 可 近似 略 去 不 计 。 

膨胀 波 在 固 辟 上 的 反射 如 图 2.24 所 示 。 气流 越过 入 射 膨胀 波 AB 后 将 加 速 ， 并 折 转 8 角 ， 
这 样 便 与 上 壁面 的 方向 存在 矛盾 ， 因 此 必须 产生 反射 波 BC， 使 气流 方向 折 转 回来 。 一 般 入 
射 角 有 和 反射 角 有 并 不 相等 ， 按 照 气流 折 转 方向 来 判断 ，BC 波 是 膨胀 波 。 因 此 可 以 得 到 这 
样 一 个 结论 ， 膨 胀 波 在 固 壁 上 反射 仍 为 膨胀 波 。 如 果 入 射 波 4B 交 于 壁面 B 处 具有 四角 8， 
则 气流 穿越 4B 波 后 能 满足 边界 条 件 ， 因 此 这 时 便 不 产生 反射 波 。 

关于 各 区 参数 的 计算 可 技 如 下 办 法 ， 按 区 给 定 的 流动 参数 及 折 转 角 9 ， 利 用 P-M 波 
关系 式 ， 算 出 @ 区 的 流动 参数 ， 技 @ 区 的 流动 参数 及 折 转 角 9， 又 可 以 计算 @ 区 的 参数 。 

六 、 异 侧 膨胀 波 的 相交 

如 图 2.25 所 示 ， 当 两 道 膨胀 波 AC 和 BC 相交 后 ， 穿 过 这 两 道 波 以 后 的 气流 方向 彼此 不 
平行 ， 因 此 必须 产生 两 道 反射 波 CD 和 CE， 使 两 股 气流 彼此 匹配 。 由 此 可 得 出 结论 ， 异 侧 
膨胀 波 相交 后 产生 两 道 新 的 异 侧 脱 胀 波 。 


图 2.23 激 波 在 自由 面 上 的 反射 


(a) (b) 


图 2.24 膨胀 波 在 固 壁 上 反射 
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七 、 膨 胀 波 在 自由 表面 〈 等 压 面 ) 上 的 反射 


膨胀 波 与 自由 边界 相交 的 情况 如 图 2.26 所 示 。 在 膨胀 波 前 的 区 域 ， 气 流 压力 p, = ps ， 
经 过 膨胀 波 4O 后 气流 压力 下 降 为 p,，p, < ps。 为 满足 自由 边界 上 的 条 件 ， 必 须 从 O 点 发 
出 一 道 斜 激 波 OB 以 使 压力 回升 到 p, = ps 。 斜 激 波 使 气流 向 中 心 偏转 ， 从 而 自由 边界 也 要 
向 气流 的 中 心 偏转 。 


图 2.25 异 侧 膨 胀 波 相交 图 2.26 膨胀 波 在 自由 面 上 的 反射 


八 、 激 波 与 膨胀 波 的 相互 作用 

如 图 2.27 所 示 ， 激 波 AM 与 膨胀 波 BM 相交 。 为 了 便于 计算 起 见 ， 这 里 用 有 限 个 具有 
一 定 强度 的 波 来 代替 。 现 假定 B 点 的 偏转 角 9, 很 小 只 有 一 个 膨胀 波 BM， 气 流通 过 BM 时 ， 
向 下 折 转 了 6, 角 。 而 上 边 的 气流 通过 斜 激 波 AM 时 ， 则 向 下 折 转 了 6, 角 。 为 了 使 M 点 之 后 
上 下 方 气流 得 以 匹配 ， 便 产生 了 激 波 MD 和 膨胀 波 MC， 并 产生 了 滑 流 面 MT。 

如 图 2.28 所 示 ， 凌 形 机 标的 顶端 4 处 产生 的 斜 激 波 与 C 处 产生 的 膨胀 波 组 相交 。 斜 激 
波 后 区 域 @ 的 流动 参数 很 容易 从 已 知 区 域 @ 的 参数 求 得 。C 处 的 膨胀 波 可 简化 为 几 个 有 限 强 
度 的 波 。 根据 区 域 @ 的 流动 参数 可 决定 第 一 道 膨 胀 波 CB 的 方位 及 其 后 区 域 @ 中 的 流动 参数 。 
于 是 定 出 了 斜 激 波 与 第 一 道 膨胀 波 的 交点 B。B 点 上 方 的 激 波 由 于 膨胀 波 的 相交 而 减弱 了 ， 


图 2.27 激 波 和 膨胀 波 异 侧 相交 图 2.28 激 波 和 膨胀 波 同 侧 相 交 
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因此 在 B 点 上 下 方 的 气流 穿 过 激 波 时 粹 值 变 化 不 同 ， 为 使 B 点 之 后 上 下 方 的 流动 得 以 匹配 ， 
在 8 处 反射 出 膨胀 波 ， 使 区 域 @ 和 @@′ 具有 相同 的 压力 和 速度 方向 ， 而 在 两 区 域 之 间 存 在 
着 滑 流 面 BF。 激 波 BD 以 及 膨胀 波 BE 的 强度 及 方位 可 根据 区 域 @ 和 @@”′ 的 流动 匹配 条 件 而 
定 出 。 

为 了 说 明 具 体 的 计算 过 程 ， 下 面 举 一 个 异 侧 激 波 相互 作用 的 例题 。 

例 12 如 图 2.29 所 示 ， 有 一 个 扩 压 管 进 口 处 产生 一 对 斜 激 波 ， 已 知 M,=3.0， 
P=1.0x10 Pa ，6, =5"，6, =15"， 试 求 @ 区 与 @ 区 的 
压强 和 气流 方向 。 

解 由 M,=3.0，9,=5° 查 附 表 3 得 这 时 弱 斜 激 波 的 
激 波 角 记 =23.65”， 忆 /PR =1.46， 波 后 马赫 数 M, =2.75; 
由 M,=3.0，9,=15" 查 附 表 3 得 这 时 弱 解 的 激 波 角 
有 =32.26"， 有 /有 =2.80， 波 后 马赫 数 M, =2.25 ; 先 予 
估 一 个 89 角 ， 例 如 取 8 =9" ， 故 气流 折 转 角 6 +6=14"， 

图 2.29 异 侧 激 波 相交 并 且 以 M; =2.75， 气 流 折 转 角 为 14" ， 查 附 表 3， 取 弱 解 

得 到 Pi/P=2.48， 于 是 
P/=2.48x1.46xP =3.62x10; Pa 
在 9=9° 的 假设 下 ，9, -9=15* -9*=6" ， 并 且 以 M,=2.25 和 折 转 角 6° 查 附 表 3， 取 弱 解 ， 
得 到 /B=1.44， 于 是 ， 


P/=1.44x2.80xP =4.04x10’ Pa 
比较 忆 与 PP， 显 然 PR> Pi， 于 是 重新 假设 9=9.5”， 重 复 上 述 计 算 过 程 ， 即 由 M, =2.75 和 
气流 折 转 角 0,+9 =5° +9.5" =14.5° 去 查 附 表 3， 得 到 
尼 =2.60x 只 =3.80x10: Pa 


在 6=9.5 "的 假设 下 ， 以 M, =2.25 和 折 转 解 为 9,-9=15*-9.5° = 5.5° 去 查 附 表 3 得 到 
民 =1.365x 吕 =3.82x10; Pa ， 现 在 求 出 的 PY 和 PY 的 偏差 在 允许 的 范围 内 ， 因 此 可 以 认为 假 
定 96=9.5° 是 正确 的 ， 即 气流 经 过 激 波 MC 或 者 MD 后 ， 相 对 于 @ 区 的 气流 方向 逆 时 针 转 
折 9.5°。 

应 当 指 出 ， 上 面 介绍 的 是 用 试 潜 法 得 到 9 准确 值 的 一 个 过 程 ， 显 然 每 给 一 个 予 估 的 9 值 ， 
便 可 算出 与 其 对 应 的 P 与 忆 ; 给 一 系列 的 9 值 ， 便 可 算出 一 系列 与 其 对 应 的 P 与 户 值 ， 于 
是 可 绘 出 忆 = Pi(9) 与 P= Pi6) 的 两 条 曲线 ， 它 们 的 交点 所 对 应 的 6 就 是 满足 P= 条 件 的 
解 。 上 述 过 程 完全 可 以 编制 成 计算 机 程序 。 作 为 课 后 练习 ， 试 用 FORTRAN 语言 或 C 语言 
编制 本 算 例 的 计算 机 程序 。 
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$2.5 超声 速 圆锥 绕 流 及 轴 对 称 锥 型 流 的 求解 


超声 速 图 锥 零 攻 角 定常 绕 流 的 图 像 与 超声 速 气流 绕 
析 的 平面 流动 的 图 像 不 同 。 对 于 绕 秽 的 平面 流动 ， 在 附 
体 的 斜 激 后 ， 气 流 即 平行 于 壁面 ， 而 且 为 均匀 流 ， 如 图 
2.30 (a) 所 示 。 对 于 绕 圆锥 的 流动 ， 假 如 气流 经 锥 面 横 形 休 
激 波 后 立刻 与 锥 面 平行 且 保持 为 均匀 直线 等 速 流动 的 
话 ， 则 随 流 线 离 锥 体 轴线 距离 的 增 大 、 流 通 面 积 增 大 ， 
显然 这 样 的 流动 图 形 违背 连续 性 方程 。 正 是 由 于 圆锥 存 
在 三 维 效应 ， 因 此 气流 流 过 激 波 后 必须 不 断 地 向 圆锥 面 
靠近 ， 如 图 2.30 (b) 所 示 。 总 的 说 来 ， 两 种 绕 流 的 主 
要 区 别 有 : 

@ 当 M. >1 且 半 横 角 和 半 锥 角 不 太 大 时 ， 在 尖 机 
和 圆锥 的 头 部 尖 点 都 产生 激 波 间断 面 。 当 尖 栅 和 圆锥 的 
M._ 及 9 分 别 都 相同 时 ， 由 尖 横 产生 的 斜 激 波 角 B 大 于 一 一 
贺 锥 产生 的 激 波 角 。 同 时 尖 横 的 头 部 激 波 面 是 平面 ， 而 


(a) 


锥 形体 


圆锥 产生 的 激 波 是 锥 面 。 人 
@ 尖 栅 产生 的 激 波 比 圆锥 激 波 更 易 脱 体 。 等 参数 锥 而 
加 尖 栅 超声 绕 流 其 波 后 流 场 是 平行 的 均匀 流 ， 而 外 

圆锥 绕 流通 过 激 波 后 仍 继续 等 入 减速 压缩 并 且 流 线 不 断 图 2.30 两 种 绕 流 的 比较 

向 锥 面 靠 近 。 


2.5.1 锥 型 流 以 及 超声 速 气流 绕 圆 锥 流动 的 基本 方程 


本 节 在 球面 坐标 系 (r,0,p) 下 讨论 一 般 攻 角 的 超声 速 定常 圆锥 绕 流 问 题 ， 这 里 (r,a,p) 构 
成 右手 系 。 
首先 引进 锥 型 流 的 概念 ， 凡 流动 参数 与 + 无 关 的 流动 统称 为 锥 型 流 ， 也 就 是 说 沿 着 每 一 
条 自 锥 顶 发 出 的 直线 ， 气 体 的 物理 参数 (例如 密度 、 压 强 、 速 度 、 总 烩 等 ) 保持 不 变 。 研 究 
锥 型 流 采用 球 坐 标 最 方便 ， 这 里 取 r 代表 矢 径 ，o 代表 矢 径 与 锥 的 轴线 在 子午 面 上 的 夹 角 ， 
9 代表 子午 面 与 基准 子午 面 之 间 的 夹 角 。 令 速度 V 的 分 量 在 (r,0,q) 坐标 系 中 为 V, 、V, 以 及 
V。， 方 向 分 别 为 沿 着 半径 、 在 子午 面 内 垂直 于 半径 以 及 垂直 于 子午 面 的 方向 ， 其 定义 为 
= ,, = 空 ， = (2-5-1) 
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在 下 文中 为 便于 书写 ， 特 约定 : 将 V, 、V, 与 WV 分 别 用 符号 ww > 与 w 代替 。 因 为 气流 是 锥 
型 流 ， 故 对 于 气流 的 任 一 物理 参数 有 


a 
es (2-5-2) 
六 =0 2-5 
注意 到 无 粘 、 定 常 、 绝 热 运动 的 基本 方程 组 
V.(pW=0 (2-5-3) 
CDV+5vP-0 (2-5-4) 
曙 -o (2-5-5) 
了 


式 中 ， 为 为 洁 止 焰 《〈 即 总 和 )。 
对 于 球面 坐标 系 中 的 锥 型 流 ， 则 上 述 基本 方程 组 可 简化 为 


2pusing+ 攻 (pvsing)+ 训 (pW)=0 (2-5-6) 
gu w ou 
ma 全 EE 
0 (2-5-8) 
90 sina 99 po9c 
vO MW iro P= (2-5-9) 
"5 sina 99 “psincay 
因为 总 答 沿 全 场 为 常数 ， 因 此 沿 p 与 方向 便 分 别 有 
19P Pap Ou go Ow 
一 一 -一 一 |=-|u 一 + 十 W= 一 (2-5-10) 
7- > Pr 上] (学 a0 关 ] 
19P Pap Ou, 0v ,ow 
Ee 《2 和 
去 [ 滋 A] -六 时 tw 里 ] 2-5-11) 
将 式 (2~5-7) ~ 式 (2-5-11) 整理 后 代 到 式 (2-5-6) 以 消去 压强 与 密度 项 ， 得 
"2 党 ) (和 jeeer( ow 
a 9c 
(2-5-12) 


Pe Ww mo ow =0 
a (sino)ap a’:l(sing)ap ac 


假定 流动 是 位 流 时 ， 不 妨 令 其 速度 势 为 
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$=rG(0,9) (2-5-13) 
这 里 
u=G(0,9) 二 (2-5-14) 
-3G (2-5-15) 
do 
汪 (2-5-16) 
(sino)ap 


于 是 式 (2-5-12) 又 可 变 为 


a 2 
(= + jjeeo + 去 e+ 
a oo” 
(2-5-17) 


(rs OG 2m 1 FG 


a lsinio)dp’ a Sng dp 


在 超声 速 气流 中 ， 气 流 的 扰动 区 域 可 由 一 个 锥 型 激 波 面 围 成 。 对 于 锥 型 流 ， 此 边界 必定 
是 一 个 锥 形 激 波 ， 而 在 扰动 区 域内 的 流动 由 式 (2-5-17) 所 确定 。 显 然 ， 此 时 的 锥 型 流 对 
于 (vw*+w*)>a? 是 双 曲 型 的 ， 对 于 (v?+w)<a? 则 是 椭 贺 型 的 。 


2.5.2 ” 轴 对 称 超声 速 气流 绕 圆锥 的 流动 及 其 求解 


一 、 轴 对 称 超声 速 圆锥 绕 流 的 基本 方程 与 边界 条 件 
对 于 轴 对 称 超声 速 圆锥 流 ， 由 锥 型 流 条 件 及 轴 对 称 性 有 ， 


A (2-5-18) 
ar 
3 
=0, 且 w=0 (2-5-19) 
99 
于 是 式 (2-5-12) 与 式 (2-5-17) 分 别 简化 为 
: 
et 也 =0 (2-5-20) 
dc 
或 者 写 为 
二 (2-5-21) 
do vy 


另外 ， 在 锥 型 流 与 轴 对 称 的 条 件 下 ，r 方 向 的 动量 方程 式 (2-5-7) 退化 为 
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—=v (2-5-22) 


将 式 (2-5-22) 代入 式 (2-5-21) 得 


EN 5 
a (2-5-23) 
a Jdo do a 


式 中 ，wu’=du/do ，a 为 声速 并 满足 
一 == 一 + 一 一 (2-5-24) 


这 里 U. 与 a 分 别 为 远 前 方 来 流 的 速度 与 声速 。 显 然 ， 式 (2-5-23) 是 关于 u 的 二 阶 非 线 
性 常 微分 方程 ， 它 的 边界 条 件 为 
锥 面条 件 ， 当 og=6. 时 ， 有 
v=u=0 (2-5-25) 
激 波 边 界 条 件 ， 当 og = 有时， 有 
u=U.cosp (2-5-26) 
uu _2+(Y-DM2sin7 有 
Usinp (+DMzsin2 有 
式 (2-5-27) 实质 上 是 斜 激 波 前 后 法 向 分 速度 关系 式 〈2-3-44)“ 在 轴 对 称 超声 速 圆 锥 绕 
流 问题 中 锥 型 斜 激 波 前 后 法 向 分 速 的 具体 表达 。 在 激 波 边界 上 的 w 实际 上 是 激 波 后 沿 方向 
的 分 速度 即 激 波 切 向 分 速 )， 而 波 后 法 向 分 速度 等 于 -v:; 还 有 一 点 应 特别 需要 指出 的 是 : 
由 于 轴 对 称 流 都 是 零 攻 角 流动 ， 因 此 远 前 方 来 流 U. 的 方向 与 贺 锥 轴线 平行 ， 这 里 在 推导 式 
(2-5-27) 时 也 注意 使 用 了 这 一 特征 。 另 外 ， 式 (2527) 左边 分 子 上 有 负 号 是 由 于 激 波 
后 的 法 向 速度 分 量 与 o 的 正方 向 相反 。 当 然 ， 激 波 边界 条 件 也 可 以 使 用 普 朗 特 关 系 式 
〈2-3-37) 来 表达 ， 用 锥 形 流 动 的 符号 改写 式 (2-3-37) 后 变 成 了 如 下 形式 
-le 


mm6=- 一 他 一 (在 激 波 边界 上 ) (2-5-28) 


式 中 ，a, 为 临界 声速 ，u =du/do 。 
在 推导 式 〈2-5-28) 时 使 用 了 激 波 角 与 激 波 切 向 分 速度 间 的 关系 。 另 外 ， 这 里 a. 满 足 
下 面 表 达 式 


(2-5-27) 


i 2 
~ G+Daecos B-(Y-Dwe 
注意 式 (2-5-28) 与 式 (2-5-29) 中 的 wu 都 是 激 波 边界 上 的 值 ， 即 w(a)|。-。 ， 这 时 它 实 
际 上 是 激 波 后 沿 r 方向 的 分 速度 。 事 实 上 ， 式 〈2-5-29) 是 借助 于 式 (1~8-23) 以 及 注 
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意 了 使 用 激 波 角 、 激 波切 向 分 速 与 波 前 速度 间 的 关系 之 后 导出 的 。 

二 、 轴 对 称 超声 速 回 锥 绕 流 的 数值 求解 

轴 对 称 超 声速 圆锥 绕 流 的 主 方程 为 式 (2-5-23)， 它 是 一 个 二 阶 的 非 线性 常 微分 方程 ， 
方程 式 (2-5-23)、 式 (2-5-24) 以 及 式 (2-5-25)、 式 (2-5-26) 与 式 (2-5-27) 
构成 了 该 问题 的 完整 方程 组 ， 其 中 包括 锥 面条 件 与 激 波 边界 条 件 。 显 然 ， 要 得 到 这 个 问题 的 
解析 解 并 不 是 一 件 容易 的 事 ， 多 采用 数值 解法 或 图 解法 。 图 解法 是 布 兹 曼 (Busemann) 
在 1929 年 提出 的 ， 文 献 [15，17，18] 中 均 有 介绍 。 数 值 解法 是 由 泰勒 (Taylor) 和 麦 可 尔 
(Maccoll) 1933 年 首先 提出 的 ，1947 年 Kopal 给 出 了 较 详细 的 数值 解 ， 这 里 简单 介绍 一 下 
数值 求解 的 主要 过 程 。 计 算 由 激 波 面 o = PB 开始 ， 对 于 给 定 的 yY 和 来 流 M. 计算 过 程 如 下 : 

(1) 任意 假定 一 个 B 值 (不 应 小 于 Mach 角 )， 由 式 (2-5-26) 和 式 (2-5-27) 计算 
出 u(B) 与 wp) 值 ， 再 由 式 (2-5-24) 算出 a(p) 值 。 

(2) 由 方程 式 (2-5-23) 得 


0 _, —(coto)u’ 
w= ee (2-5-30) 
在 go=B 处 ，u、w’ 与 4 均 已 知 ， 因 此 可 用 上 式 算出 wu“(pB) 值 。 
(3) 取 与 cC= 月 相 邻 的 射线 ol = 有 -Ac ， 于 是 在 该 射线 上 对 与 w 作 级 数 展开 ， 保 留 一 
阶 项 
u(B-Ao)=u(B)-u'(B)AG 
MU(B-Ao)=x(B)-w(B)Ac 
本 
7-1 
由 上 述 三 个 式 子 算出 u(B-Ao)、u“(B-Ag) 与 a(B-Ao) 值 。 
(4) 再 取 与 o, =B-Ao 相 邻 的 射线 cy; = ai -~Aa 。 同 样 的 ， 先 由 式 (2-5-30) 计算 出 
w(8B-Aa)=w(ci) 值 ， 然 后 再 借助 于 下 面 的 三 个 式 子 即 


ua -Aa)=u(a)-x(a)Ac (2-5-31) 


a(p-An=-D + -Sp-a0o)+u"(p -ao)] 
2 2 


u‘(o,—Ag)=u(0,)-u’(0,)Ao (2-5-32) 


2 7-!l 
作 计 算 。 例 如 取 i=1， 则 可 计算 出 wx(o,) 、u'(o,) 与 a(o,) 的 值 。 
(5) 仿照 上 一 步 的 计算 过 程 ， 一 直 计 算 到 取 i=n-1， 即 得 到 o, 的 值 ， 这 里 
,=0,1-Ao =-nAg 。 如 果 算出 的 w‘(o,)=0 即 vc.)=0， 则 计算 停止 ， 这 时 的 o, 就 是 半 


aa -Aa)= Ce lea -Aoa)+us(ai-Aa)] (2-5-33) 
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锥 角 6.， 并 且 这 时 的 wu(o,) 就 是 锥 面 速度 u(6.)。 至 此 ， 我 们 便 得 到 一 个 来 流 为 M.， 半 锥 角 
为 6. 的 锥 型 流 的 流 场 解 。 


(6) 对 于 同一 个 来 流 M. ， 可 以 假定 不 同 的 B 值 ， 重 复 (1) 一 〈5) 的 过 程 ， 便 可 得 到 
同一 个 来 流 M. 绕 不 同 半 锥 角 6. 圆锥 的 一 组 解 。 

(7) 选 定 另 一 个 M_- ， 重 复 步骤 (1) 一 〈6) 的 过 程 ， 又 可 得 到 这 个 马赫 数 来 流下 绕 不 
同 半 锥 角 圆锥 的 流 场 解 。 


作为 课 后 练习 题 ， 试 将 上 述 计算 过 程 用 FORTRAN 语言 或 C 语言 编程 ， 并 用 所 编 的 程 
序 完成 M.=3.8，6.=20° 时 零 攻 角 超声 速 无 粘 流 的 圆锥 绕 流 计算 ， 这 里 空气 的 比 热 比 
7=1.4。 


$2.6 超声 速 进 气 道 的 激 波 系 以 及 排 气 喷 管 的 波 系 分 析 
2.6.1 超声 速 进 气 道 的 激 波 系 分 析 


进 气 道 〈 或 称 进 气 扩 压 器 ) 的 作用 是 把 迎面 来 流 的 速度 降低 ， 压 强 提高 ， 把 气流 均匀 地 、 
总 压 损失 尽量 小 地 引入 发 动机 ， 来 满足 发 动机 在 各 种 不 同 的 条 件 下 所 需要 的 空气 流量 。 进 气 
道 性 能 的 好 坏 ， 除 了 用 总 压 恢复 系数 来 评定 外 ， 还 要 考虑 到 进 气 道 是 整个 飞行 器 的 一 个 组 成 
部 分 ， 因 此 ， 还 要 求 进 气 道 的 型 面 有 最 小 的 外 部 阻力 ， 结 构 简单 ， 质 量 要 轻 等 。 

当 进 气 道 迎 面 来 流 为 超声 速 时 ， 由 于 超声 速 气流 在 减速 增 压 过 程 中 在 进 气 道 前 面 或 进 气 
道内 要 产生 激 波 ， 因 此 将 引起 气流 总 压 的 显著 降低 。 所 以 ， 在 设计 超声 速 进 气 道 时 ， 如 何 合 
理 地 组 织 激 波 系 以 保证 进 气 道 总 压 损失 尽量 小 是 非常 重要 的 。 按 照 气流 的 压缩 形式 超声 速 进 
气 道 可 分 为 皮 托 (Pitot) 式 、 外 压 式 、 内 压 式 和 混 压 式 。 图 2.31 给 出 了 几 种 型 式 进 气 道 的 
原理 图 及 其 激 波 系 , 图 中 所 示 为 诸 进 气 道 处 于 临界 工作 状态 的 流动 图 形 。 对 于 皮 托 式 进 气 道 ， 
超声 速 来 流 在 进口 处 经 正 激 波 突 降 为 亚 声速 流 ， 而 后 在 内 部 扩张 管道 中 继续 减速 增 压 ， 对 于 
外 压 式 进 气 道 ， 超 声速 来 流 在 进口 前 经 历 一 系列 斜 激 波 ， 受 到 超声 速 压缩 ， 最 终 在 进口 处 经 
正 激 波 降 为 亚 声 速 流 , 外 压 式 进 气 道 的 超声 速 压缩 减速 过 程 发 生 在 口外 ; 对 于 内 压 式 进 气 道 ， 
超声 速 气流 在 口内 经 一 系列 激 波 〈 或 微弱 压缩 波 ) 减速 ， 最 后 在 喉 道 附近 经 正 激 波 降 为 亚 声 
速 。 对 于 混 压 式 进 气 道 则 兼 有 外 压 式 和 内 压 式 的 特点 ， 超 声速 压缩 部 分 发 生 在 口外 ， 部 分 发 
生 在 口内 。 

一 、 皮 托 式 进 气 道 

超声 速 皮 托 式 进 气 道 的 形状 基本 上 与 亚 声速 进 气 道 相 同 。 其 工作 原理 是 超声 速 来 流 直接 
经 正 激 波 降 为 亚 声速 流 。 显 然 其 总 压 恢复 系数 是 随 来 流 马赫 数 的 增 大 而 下 降 的 。 当 M. 在 小 
于 1.3 时 ，G 不 低 于 0.94， 这 时 损失 不 太 大 ;而 M-_ >1.6 以 后 ， 则 Go 下降 很 快 。 因 此 ， 这 种 
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(a) 人 
了 

四 0 

图 2.31 各 种 进 气 道 的 激 波 系 

(a) 皮 托 式 ;(b) 外 压 式 ; (ce) 内 压 式 ;(d) 混 压 式 
进 气 道 通常 仅 用 于 M. 小 于 1.3 一 1.4 的 飞机 。 由 于 发 动机 要 求 的 流量 不 同 ， 进 气 道 存在 三 种 
不 同 的 工作 状态 ， 如 图 2.32 所 示 。 图 2.32 (a) 表示 临界 工作 状态 ， 流 量 系 数 等 于 1.0， 正 
激 波 恰好 位 于 进口 处 ， 图 2.32 (b) 为 亚 临界 工作 状态 ， 进 口 前 有 脱 体 激 波 。 与 临界 工作 状 
态 相 比 ， 有 一 部 分 流量 在 波 后 以 亚 声 速 溢出 口外 ，9<1.0 ， 有 附加 阻力 或 滋 流 阻力 ;总 压 
恢复 则 基本 上 与 临界 工作 状态 相同 ;图 2.32 〈c) 为 超 临 界 工作 状态 ， 正 激 波 吸 入 进口 下 游 
的 扩张 段 内 ， 依 靠 增加 损失 的 办 法 来 满足 发 动机 对 流量 的 要 求 。 这 时 wp =1.0 ， 无 附加 阻力 ， 
但 总 压 恢 复 低 于 临界 值 。 


一 一- /nm _ ”mm 


ea 


二 (b) (9 
图 2.32 皮 托 式 进 气 道 的 三 种 工作 状态 
(a) 临界 工作 状态 : (b) 亚 临界 工作 状态 : (ec) 超 临界 工作 状态 
二 、 外 压 式 进 气 道 
为 了 克服 皮 托 式 进 气 道 在 大 马赫 数 时 损失 过 大 的 缺点 ， 外 压 式 进 气 道 使 来 流 先 经 过 斜 激 
波 降 为 马赫 数 较 低 的 超声 速 气流 ， 然 后 再 经 正 激 波 降 为 亚 声速 气流 。 在 同样 的 来 马赫 数 下 ， 
外 压 式 进 气 道 的 总 压 恢复 系数 高 于 皮 托 式 的 。 当 然 外 压 式 进 气 道 的 激 波 总 压 恢复 系数 是 与 斜 
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激 波 的 数目 、 激 波 强度 的 配置 有 关 的 。 在 激 波 数目 一 定 的 条 件 下 ， 存 在 着 一 种 最 佳 的 配置 ， 
存在 着 一 个 最 大 的 总 压 恢复 系数 。 图 2.33 表示 一 个 单 模 二 波 系 外 压 式 进 气 道 的 三 种 工作 状 
态 。 图 中 6 是 攀 尖 和 单 唇 联 线 与 来 流 方向 的 夹 角 ， 有 为 激 波 倾斜 角 。 图 中 所 示 是 有 >6 〈 斜 
激 波 在 单 唇 之 前 ) 的 情形 。 图 2.33 〈a) 表示 临界 工作 状态 ， 此 时 正 激 波 位 于 进口 处 ， 
9=yuu 〈 对 应 于 此 进 气 道 在 给 定 马赫 数 下 的 最 大 流量 系数 )， 在 有 >6 时， <1.0。 这 时 ， 
在 对 应 于 进口 捕获 面积 人 的 自由 流 管 中 ， 有 部 分 流量 经 斜 激 波 溢出 口外 ， 因 此 称 为 超 音速 
滋 流 。 这 时 虽 有 附加 阻力 ， 但 阻力 不 大 。 另 外 ， 像 皮 托 式 进 气 道 一 样 ， 当 发 动机 要 求 的 流量 
小 于 或 大 于 临界 工作 状态 的 流量 时 ， 正 激 波 会 被 推出 口外 或 吸入 口内 ， 如 图 2.33 (b) 和 图 
2.33 〈c) 所 示 ， 这 时 便 形 成 了 亚 临界 或 超 临界 工作 状态 。 亚 临界 工作 状态 的 < po ， 多 余 
的 流量 以 亚 声速 流 的 形式 溢出 口外 ， 称 为 亚 声速 溢 流 ， 这 时 伴随 有 很 大 的 附加 阻力 ， 总 压 恢 
复 系数 则 基本 上 保持 与 临界 值 相等 。 而 超 临 界 情况 则 有 = go ， 并 且 总 压 恢 复 系数 因 正 激 
波 的 吸入 而 下 降 。 

图 2.34 给 出 了 6 =6， 有 >6 和 有 <6 三 种 情形 ， 并 分 别 被 称 为 额定 、 亚 额定 和 超额 定 
工作 状态 。 对 于 额定 和 超额 定 状 态 ， Yu =1.0 ， 对 于 亚 额 定 状态 ，Yuw <1.0 。 同 一 个 进 气 
道 ， 随 着 来 流 马赫 数 增 大 ， 激 波 倾斜 角 有 减 小 ， 是 可 以 由 亚 额定 变 为 额定 或 超额 定 状态 的 。 
随 着 飞行 马赫 数 增 大 , 获得 最 佳 总 压 恢 复 的 压缩 面 折 角 变 得 很 大 。 为 使 在 进口 处 产生 正 激 波 ， 
外 单 内 表面 必须 与 压缩 面 最 后 的 方向 平行 。 这 样 ， 外 单 表面 的 倾斜 角 就 很 大 ， 产 生 很 大 的 外 
音波 阻 。 这 就 需要 在 气动 设计 时 很 好 的 在 阻力 和 总 压 恢复 系数 之 间 进 行 权衡 。 


(b) (0 


图 2.33 外 压 式 进 气 道 的 工作 状态 
(a) 临界 :(b) 亚 临 界 :(c) 超 临界 
三 、 内 压 式 进 气 道 
内 压 式 进 气 道 是 一 个 先 收缩 后 扩张 的 管道 。 在 最 理想 的 情况 下 ， 超 声速 来 流 直接 流入 进口 ， 
在 收缩 段 内 减速 ， 至 喉 道 达到 声速 ， 在 扩张 段 内 变 为 亚 声速 ， 像 一 个 倒 过 来 的 拉 瓦 尔 喷 管 ， 如 
图 2.35 (a) 所 示 。 在 此 理想 情况 下 ， 喉 道 截 面积 4 与 进口 捕获 面积 A 之 间 存 在 下 列 关系 
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四 {b) (0) 
图 2.34 ”外 压 式 进 气 道 的 亚 额定 、 额 定 和 超额 定 工作 状态 
(a) B=0,: (b) p>0,: (ce) B<6 
A =q(4.)A 
式 中 ，gq() 为 气动 函数 ， 下 标 表示 来 流 参数 。 
显然 ， 截 面积 he 也 是 允许 自由 流 直 接 撞 入 进口 的 气流 能 够 由 喉 道 通过 的 最 小 面积 。 在 
超声 速 情 况 ，g(4.) 随 4 减 小 而 增 大 ， 因 此 ， 为 了 实现 上 述 理想 工作 情形 ， 喉 道 截 面积 应 该 
是 可 变 的 。 也 就 是 说 ， 当 =1.0 时 ， 则 An =A; 随 着 4 的 增 大 ， 应 该 逐渐 减 小 如 。 实 际 
上 ， 要 完全 实现 这 种 调节 是 很 困难 的 ， 一 个 重要 的 困难 就 是 所 谓 的 启动 问题 ， 如 内 压 式 进 气 
道 的 启动 问题 : 如 果 内 压 式 进 气 道 的 喉 道 面积 不 可 调 ， 例 如 喉 道 面积 A, 取 为 设计 马赫 数 
M.s〈 对 应 的 速度 系数 4，)， 于 是 当 飞 行 马赫 数 小 于 M. 时， 这 个 喉 道 面积 就 嫌 小 了 ， 全 
部 自由 接 入 的 流量 无 法 通过 ， 迫 使 在 进口 前 产生 脱 体 激 波 ， 出 现 亚 声 速 洲 流 ， 如 图 2.35 (b) 
所 示 。 由 于 激 波 的 存在 ， 波 后 总 压 减 小 ， 使 喉 道 通过 流量 的 能 力 下 降 。 这 样 ， 即 使 达到 设计 
马赫 数 M., ， 也 不 可 能 将 激 波 吸 入 进 气 道 ， 建 立 起 理想 的 流动 状态 。 因 此 ， 为 了 使 内 压 式 进 
气 道 在 设计 马赫 数 M_, 时 能 建立 起 理想 的 流动 状态 ， 必 须 加 大 喉 道 面积 ， 使 得 在 进口 前 有 激 
波 的 情况 下 ， 仍 能 保证 自由 撞 入 的 全 部 流量 均 能 通过 喉 道 。 另 外 ， 类 似 于 外 压 式 进 气 道 的 分 
析 ， 内 压 式 进 气 道 也 有 三 种 工作 状态 ， 如 见 图 2.36 所 示 ， 这 里 不 作 详 述 。 


cr 


人 (9 


图 2.35 理想 的 内 压 式 工作 状态 图 2.36 内 压 式 进 气 道 的 工作 状态 
(a) 临界 :(b》 超 临界 :(c)》 亚 临界 
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四 、 混 压 式 进 气 道 

混 压 式 进 气 道 的 含意 是 既 有 外 压 又 有 内 压 。 采 用 这 种 型 式 是 为 了 减 小 外 压 式 的 外 阻 ， 而 
同时 又 缓和 了 内 压 式 的 启动 问题 和 不 利 的 边界 层 
问题 。 

图 2.37 为 按 M. =2.2 设 计 的 三 个 进 气 道 ， 

三 道 斜 激 波 各 使 气流 折 转 8* (接近 于 最 佳 折 
角 )。 图 2.37 (a) 为 全 外 压 式 ， 全 部 激 波 汇 交 
于 唇 口 ， 单 唇 内 壁 倾 斜 角 为 24"; 图 2.37 (b) 
图 2.37〈c) 为 混 压 式 ， 图 2.37 (b) 与 图 2.37 
(c) 的 单 唇 内 壁 倾斜 角 分 别 为 8" 与 0"， 由 于 
图 2.37 (c) 的 内 收缩 较 图 2.37 (b) 厉害 ， 启 
动 问题 严重 。 这 三 种 型 式 的 总 压 恢复 系数 相同 ， 
而 混 压 式 的 外 阻 却 比 外 压 式 小 得 多 。 另 外 ， 混 


人 
压 式 的 压缩 面 较 长 ， 边 界 层 较 厚 ， 且 有 部 分 激 
.NN 本 h 。 波 包 在 进 气 道内 ， 发 生 激 波 的 反射 和 与 边界 层 
的 相互 干扰 ， 对 总 压 恢复 和 若 变 有 不 利 的 影响 。 

(9 


但 与 内 压 式 相 比 ， 这 方面 的 情况 有 了 改善 。 特 
图 和 37 外 压 式 与 滴 庄 式 的 比较 别 是 混 压 式 减 小 了 进口 马赫 数 ， 大 大 缓和 了 启 
动 问题 。 


2.6.2 排 气 喷 管 的 重要 作用 及 塞 式 喷 管 的 波 系 分 析 


排 气 喷 管 是 推进 系统 的 一 个 十 分 重要 的 部 件 ， 一 方面 通过 它 把 燃气 的 可 用 热能 转变 为 喷 
射 动能 而 产生 推力 ， 同 时 又 由 于 它 能 对 发 动机 的 反 压 起 控制 作用 ， 从 而 控制 发 动机 的 工 况 ， 
因此 发 动机 推力 和 燃油 消耗 率 受 排 气 喷 管 性 能 的 影响 ， 较 其 他 部 件 都 大 。 例 如 在 超声 速 飞行 
和 亚 声速 巡航 情况 下 ， 喷 管 效 率 下 降 1% 时 ， 则 发 动机 净 推 力 将 下 降 约 1.7% 左 右 。 

排 气 喷 管 在 飞机 上 的 布局 对 整个 飞机 外 阻 和 发 动机 推力 的 影响 都 很 大 。 不 合理 的 布局 会 
使 喷 管 推力 减 小 ， 或 使 喷 管 阻力 和 机 身后 体 阻力 增 大 。 这 是 因为 奔 管 射流 与 机 体外 流 之 间 存 
在 相互 干扰 的 缘故 。 在 现代 战斗 机 上 ， 后 体 阻力 占 飞 机 整个 阻力 的 50% 左 右 ， 因 此 喷 管 /后 
体 的 良好 一 体 化 设计 ， 对 提高 飞机 性 能 是 十 分 重要 的 。 另 外 ， 垂 直 起 落 和 短 距 起 落 的 飞机 ， 
同时 还 要 求 具 有 良好 的 低速 和 机 动 性 能 ， 这 就 有 必要 选用 能 使 推力 换 向 和 反 向 的 排 气 喷 管 。 
对 当代 及 下 一 代 先 进军 用 飞机 来 说 ， 生 存 力 已 成 为 航空 设计 师 必 须 考虑 的 一 个 十 分 重要 的 因 
素 ， 也 就 是 说 对 隐身 技术 应 该 非常 重视 。 而 排 气 喷 管 是 飞机 的 主要 热 辐射 信号 源 ， 因 而 研制 
出 先进 的 低 红外 辐射 信号 和 雷达 散射 截面 的 排 气 喷 管 ， 有 极为 重要 的 意义 。 当 代 飞 机 ， 对 于 

126 


第 2 章 膨胀 波 、 压 缩 波 和 激 波 vy 


噪声 控制 有 着 严格 要 求 。 因 为 噪声 不 仅 污染 环境 ， 而 且 降低 了 飞机 的 隐蔽 性 及 疲劳 强度 。 而 
排 气 噪声 是 飞机 噪声 的 主要 来 源 ， 因 此 排 气 喷 管 应 该 具有 抑制 噪声 的 能 力 

综 上 所 述 ， 排 气 喷 管 应 具有 满足 先进 飞机 多 种 要 求 的 能 力 及 良好 的 喷 管 /后 体 一 体 性 ， 
以 使 整个 飞机 获得 最 大 性 能 。 目 前 可 供 选用 的 排 气 喷 管 类 型 有 : 几何 形状 固定 的 喷 管 (包括 
简单 锥 形 收敛 喷 管 、 大 涵 道 分 流 喷 管 、 收 敛 -扩张 型 喷 管 ) 和 几何 形状 可 调 的 喷 管 《包括 收 
全 -扩张 型 喷 管 、 非 轴 对 称 喷 管 、 塞 式 喷 管 ， 及 矩形 喷 管 ) 等 等 。 选 用 何 种 型 式 排 气 喷 管 
在 很 大 程度 上 取决 于 发 动机 、 飞 机 或 弹道 的 综合 考虑 。 作 为 喷 管 波 系 分 析 的 说 明 ， 下 面 仅 以 
塞 式 喷 管 为 例 。 塞 式 喷 管 可 视 为 常规 收敛 -扩张 喷 管 的 改 型 ， 一 般 可 分 为 三 种 基本 类 型 ， 如 
图 2.38 所 示 : 图 2.38 (a) 气流 的 超声 速 膨胀 完全 发 生 在 喷 管 的 环形 通道 内 ， 因 此 可 称 为 完 
全 内 膨胀 塞 式 喷 管 。 图 2.38 (b) 气流 的 超声 速 膨胀 部 分 发 生 在 喷 管 内 部 ， 部 分 发 生 在 喷 口 
外 ， 因 此 可 称 之 为 混合 式 塞 式 喷 管 。 图 2.38 (c) 气流 的 超声 速 膨胀 完全 发 生 在 喷 管 口外 
因此 称 作 完 全 外 膨胀 塞 式 喷 管 。 

1. 完全 内 膨胀 塞 式 喷 管 

这 种 喷 管 是 利用 中 心 塞 体 与 喷 管 锥 形 外 壳 间 的 环形 扩张 通道 产生 气流 的 超声 速 膨 胀 ， 因 
此 在 性 能 上 与 普通 收敛 -扩张 喷 管 相似 ， 但 它 可 以 把 气流 的 扩张 角 增 大 ， 从 而 使 喷 管 长 度 缩 
短 。 这 种 喷 管 内 的 气体 流动 ， 可 以 假定 为 泉 流 〈 在 流体 力学 中 常 称 为 点 源 )， 其 源 点 在 塞 体 
与 喷 管 外 这 壁面 延伸 后 的 交点 处 。 


(a) 人 人) 


图 2.38 三 种 塞 式 喷 管 
(a) 完全 内 及 胀 讲 式 喷 管 : (b) 混合 式 吝 式 喷 管 ; (c) 完全 外 膨胀 寨 式 喷 管 


2. 完全 外 膨胀 塞 式 喷 管 

这 种 喷 管 的 喉 道 旦 环形 ， 气 流 绕 喷 管 外 壳 层 口 膨胀 到 外 界 大 气压 强 ， 气 体 流动 受 发 自 辱 
口 的 膨胀 波 系 所 控制 ， 其 转角 受 塞 体 型 线 的 约束 。 喷 管 外 这 层 口 与 塞 体 顶 尖 的 相对 位 置 ， 应 
正好 使 排 气流 发 自 唇 口 的 最 后 一 道 马赫 线 为 ， 落 在 塞 体 项 点 上 。 正 是 因为 气流 是 在 塞 体 表 
面 与 外 界 大 气 之 间 进行 膨胀 ， 所 以 它 的 性 能 与 收敛- 扩张 喷 管 的 性 能 有 所 不 同 

3. 混合 膨胀 塞 式 喷 管 

这 种 喷 管 ， 在 设计 工 况 下 ， 层 口 边 射流 的 压强 正好 等 于 外 界 大 气压 。 塞 体 项 点 的 位 置 正 
好 使 唇 口 边缘 和 塞 体 项 点 的 连 线 L, 成 为 射流 的 最 后 一 道 马赫 线 。 这 种 喷 管 的 工作 状态 ， 常 
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用 下 面 几 个 压 比 来 规定 。 
(1) 排 气压 比 ， 即 进入 喷 管 时 气流 的 总 压 与 外 界 大 气压 之 比 。 
(2) 设计 压 比 ， 它 对 应 于 喷 管 出 口 截 面 与 喉 道 截面 之 比 ， 即 人 /Au 的 值 。 
(3) 内 膨胀 压 比 ， 它 对 应 于 外 碗 唇 口 处 流 道 截面 与 喷 管 喉 道 截面 之 比 ， 即 A /A 的 值 。 
正 是 由 于 气流 流 经 这 种 喷 管 时 发 生 内 外 膨胀 ， 因 此 这 种 喷 管 兼 有 完全 内 膨胀 喷 管 长 度 较 
短 和 完全 外 膨胀 喷 管 性 能 较 好 的 优点 9。 


§2.7 压气 机 及 涡轮 中 的 激 波 与 膨胀 波 


在 航空 发 动机 的 研制 中 ， 提 高 推 重 比 以 及 尽 可 能 地 减 小 部 件 尺寸 与 质量 始终 是 设计 师 们 
努力 的 方向 ， 因 此 超 、 跨 声速 的 压气 机 在 航空 领域 内 获得 了 广泛 应 用 。 按 照 通 常 的 定义 ， 当 
动 叶 进口 相对 马赫 数 沿 全 部 叶 高 都 大 于 1.0 时 ， 这 时 的 压气 机 级 称 为 超声 速 级 ;而 只 在 部 分 
叶 高 上 M,, >1.0 的 则 称 为 跨 声 速 级 。 应 该 指出 ， 目前 实际 应 用 的 多 为 跨 声 速 级 ,“ 纯 ”超声 
速 级 的 应 用 较 少 。 对 地 面 燃气 轮机 来 说 ， 情 况 更 是 如 此 。 因 此 ， 在 跨 声 速 级 内 只 是 叶 项 部 分 
的 基 元 级 是 超声 速 的 ， 其 余部 分 则 还 是 高 亚 声速 流动 。 对 超声 速 级 来 说 ， 可 以 有 三 种 情况 ， 
即 : 

@ 激 波 在 动 叶 内 的 超声 速 级 ，@ 激 波 在 静 叶 内 的 超声 速 级 ; @@ 激 波 在 转子 及 静 子 内 
的 超声 速 级 。 

图 2.39 一 图 2.41 分 别 给 出 了 它们 的 速度 三 角形 。 由 这 三 张 图 可 以 看 出 ， 在 第 一 种 情况 
中 , 动 叶 出 口 相 对 速度 与 绝对 速度 均 为 亚 声速 , 激 波 只 发 生 在 动 叶 叶 杨 的 进口 部 分 或 横道 内 。 
第 二 种 情况 的 动 叶 出 口 相对 速度 与 绝对 速度 均 为 超声 速 ， 激 波 只 发 生 在 静 叶 中 。 第 三 种 情 
况 是 : 动 叶 出 口 相对 速度 是 亚 声速 的 ， 而 出 口 绝对 速度 是 超声 速 的 。 因 此 ， 静 叶 进 口 也 是 
超声 速 流 。 这 时 ， 激 波 在 动 叶 和 静 叶 中 都 有 发 生 。 


亚 音速 
*) > 


超 音速 部 于 
激 波 亚 音速 


图 2.39 在 动 叶 内 含 激 波 的 压气 机 基 元 级 叶 栅 及 其 速度 三 角形 
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按照 超 、 跨 声速 级 的 早期 发 展 经 验 ， 上 述 三 种 情况 中 只 有 第 一 种 获得 了 应 用 ， 其 他 两 种 
情况 由 于 性 能 差 ， 效 率 低 而 没有 得 到 实际 应 用 。 其 原因 是 明显 的 ， 在 第 一 种 情况 下 ， 叶 尖 部 
分 的 动 叶 叶 椰 转 折 角 小 ， 叶 型 薄 ， 比 较 适 合 于 超声 速 流动 ; 而 在 静 叶 轮 载 部 分 ， 情 况 正好 相 
反 。 因 此 ， 本 节 对 超声 速 叶 杨 流动 的 讨论 只 局 限于 第 一 种 情况 。 


图 2.40 在 静 叶 内 含 激 波 的 压气 机 基 元 级 时 顶 及 其 速度 三 角形 


亚 音 速 
超 音速 


Wa 


cm 


图 2.41 在 动 叶 及 静 叶 内 含 激 波 的 压气 机 基 元 级 时 栅 及 其 速度 三 角形 


2.7.1 超声 速 压气 机 叶 杨 中 的 流动 


在 跨 声速 压气 机 的 基 元 级 气动 设计 中 ， 压 比 高 、 流 道 面积 变化 大 ， 级 内 径 向 流动 不 可 忽 
略 ， 再 加 上 激 波 的 存在 、 激 波 与 边界 层 的 相互 作用 等 ， 因 此 三 维 流动 显著 ， 超 声速 平面 叶 栅 
的 试验 数据 已 不 再 适 于 跨 声 速 或 超声 速 压气 机 中 基 元 级 的 设计 ， 所 以 弄 清楚 超声 速 叶 棚 的 流 
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一 、 高 亚 声速 进 气 时 激 波 的 形成 与 发 展 

为 便于 叙述 ， 我 们 首先 研究 进 气 为 高 亚 声速 时 的 激 波形 成 过 程 。 假 定 进 气 总 压 不 变 ， 
仅仅 改变 叶 栅 出 口 的 压力 。 由 于 叶 背 曲率 的 存在 ， 沿 叶 背 表面 的 气流 被 加 速 而 达到 声速 ， 
然后 再 经 过 一 束 膨 胀 波 ， 变 成 超声 速 ， 这 样 ， 就 产生 了 一 个 超声 速 区 。 由 于 叶 背 产生 的 扰 
动 随 着 远离 叶 型 而 逐渐 减弱 ， 因 此 这 个 超声 速 区 将 随 着 离开 叶 型 而 逐步 过 渡 到 均匀 的 亚 声 
速 区 。 这 个 超声 速 区 域 有 一 条 声速 线 作为 其 边界 ， 如 图 2.42 所 示 。 在 这 声速 线 的 下 游 ， 
在 叶 背 上 经 过 一 系列 膨胀 波 ， 气 流 进一步 加 速 。 然 后 这 些 膨胀 波 在 等 压 线 上 【例如 在 音速 
线 上 ) 进行 反射 ， 形 成 一 系列 压缩 波 〈 异 类 反射 )。 这 些 压缩 波 又 各 自在 叶片 壁面 上 进行 
反射 (同类 反射 )， 并 收敛 到 一 起 形成 一 个 一 定 强度 的 激 波 且 与 声速 线 连 成 一 体 ， 如 图 2.42 
及 图 2.43 所 示 。 

当 进 口 马赫 数 M, 继续 加 大 时 ， 激 波 会 扩展 到 槽 道 的 整个 截面 ， 并 移 向 叶片 尾 缘 。 当 然 ， 
这 时 的 激 波 外 形 是 与 叶 杨 的 稠度 、 叶 型 安装 角 、 叶 片 的 厚度 等 几何 参数 有 关 。 图 2.44 给 出 
了 同一 个 叶 杨 当 进 口 马赫 数 增加 时 激 波 形成 的 情况 。 


图 2.44 激 波 的 形成 
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二 、 低 超声 速 进 气 时 的 激 波形 状 


这 里 所 谓 低 超 声速 的 确切 涵义 是 : 进 气 速度 的 轴 向 分 速 小 于 当地 声速 。 在 这 种 条 件 下 ， 
叶 杨 前 缘 产 生 的 波 系 能 够 传播 到 叶 杨 的 上 游 ， 因 而 能 改变 进口 流 场 的 状态 。 当 马赫 数 略 大 于 
1 时 ， 叶 片 构成 的 扰动 在 叶片 的 前 缘 附 近 产生 一 道 脱 体 激 波 。 如 果 M。, 继 续 增 加 ， 则 脱 体 激 
波 可 以 向 附 体 激 波 转化 ， 如 图 2.45 所 示 。 当 MM, 接近 1.15 一 1.20 时 ， 脱 体 波 已 大 致 附着 于 
时 片 前 缘 。 在 低 超声 速 进口 的 条 件 下 ， 叶 片 进口 区 的 激 波 组 成 与 叶片 前 缘 型 线 有 密切 联系 。 
在 实际 应 用 中 有 下 列 三 种 情形 : @ 叶 背 前 段 为 外 凸 曲线 ，@ 叶片 前 段 为 直线 ，@@ 叶 背 前 
段 为 内 止 曲线 。 图 2.46 一 图 2.48 给 出 了 三 种 情况 下 的 激 波 构成 。 

由 图 2.46 可 以 看 出 ， 在 第 一 种 情况 下 ， 前 缘 激 波 可 以 分 为 上 下 两 段 ， 上 段 一 直 伸 向 叶 
栅 的 左上 方 ， 常 称 为 外 伸 激 波 ， 它 接近 一 道 斜 激 波 。 下 段 伸 向 相 邻 叶片 的 叶 背 ， 在 低 超声 速 
时 ， 它 相当 接近 于 一 道 正 激 波 ， 可 称 作 覃 道 激 波 。 槽 道 激 波 之 后 气流 为 亚 声速 。 由 于 叶 背 型 
线 是 外 凸 的 ， 因 而 发 射出 超声 速 膨 胀 波 〈 马 赫 波 )。 由 型 线 上 4B 段 (不 包括 B8 点 ) 发 出 的 
膨胀 波 与 同一 叶片 前 缘 产生 的 外 伸 激 波 相 交 ， 使 其 强度 减弱 并 后 弯 。 由 BC 段 发 射 的 膨胀 波 
则 与 邻近 一 个 叶片 产生 的 激 波 相 交 ， 使 其 强度 减弱 。 由 B 点 发 射 的 膨胀 波 〈 用 虚线 表示 ) 
则 不 与 任何 外 伸 激 波 相交 ， 称 之 为 中 性 马赫 波 。 它 表明 : 在 叶 型 B 点 的 切线 方向 是 均匀 进 
口气 流 在 无 限 远 处 的 流动 方向 。 另 外 ， 由 C 点 发 射 的 膨胀 波 落 在 脱 体 激 波 与 滞 止 流 线 ( 即 
通过 叶片 前 缘 驻 点 的 流 线 ) 的 交点 上 。 这 道 膨胀 波 称 为 第 一 道 乔 入 的 马赫 波 。 由 CD 段 发射 
的 膨胀 波 只 与 邻近 叶片 的 权 道 激 波 相交 。D 点 是 权 道 激 波 前 当地 马赫 数 为 最 高 之 点 。 因 此 ， 
这 点 的 激 波 强度 最 大 。 如 果 M。 继 续 提高 ， 而 压 比 户 / 户 不 变 ， 则 叶片 前 的 脱 体 激 波 向 附 体 
激 波 转化 。 第 二 种 情况 下 的 波 系 与 第 一 种 情况 的 波 系 相似 ， 但 由 于 叶 型 背 弧 前 段 为 直线 ， 因 
而 在 背 弧 上 不 发 射 膨胀 波 。 所 以 槽 道 激 波 前 的 马赫 数 在 相同 M, =1.3 条 件 下 应 比 第 一 种 情 
况 的 低 些 ， 如 图 2.47 (a) 所 示 。 在 M。, 进 一 步 增加 时 ， 脱 体 激 波 将 会 转化 为 附 体 激 波 ， 如 
图 2.47〈b) 所 示 ， 来 流 方向 平行 于 叶 型 背 弧 的 直线 段 。 由 于 内 弧 段 直 线 与 背 弧 段 直 线 有 一 来 


脱 体 激 
声速 线 
Mu=1.1 


M>!1 |M<i 


2.45 棚 前 M1=1.1 时 的 流 场 及 激 波 2.46” 双 圆 强 叶 型 叶 杨 前 的 激 波 系 
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角 ，, 因此 , 在 内 统 前 缘 处 一 定 会 产生 一 斜 激 波 ,以便 使 气流 方向 改变 成 为 与 内 弧 直 线段 平行 。 
另外 ， 还 有 一 道 激 波 ， 其 大 小 与 位 置 与 背 压 p, 直接 有 关 。 对 第 三 种 情况 (叶片 前 缘 叶 背部 
分 为 内 止 形 曲 线 ) 来 说 ， 气 流 在 前 缘 周 围 产生 加 速 ， 接 着 在 凹面 上 连续 发 生 压缩 波 而 使 气流 
减速 。 这 些 压缩 波 则 在 叶 背 等 处 汇集 成 为 激 波 向 左上 方 伸展 。 由 于 这 组 压缩 波 使 超声 速 气流 
扩 压 减速 ， 减 小 了 这 个 斜 激 波 前 的 气流 马赫 数 ， 所 以 损失 也 就 降低 了 ， 如 图 2.48 所 示 。 


进口 旋转 面 斜 激 波 


(b) 
图 2.47 直线 进口 段 时 型 的 栅 前 激 波 系 图 2.48 预 压缩 叶 型 机 前 激 波 系 


这 里 必须 强调 指出 ， 以 上 各 种 情况 下 激 波 与 膨胀 波 〈 或 压缩 波 ) 的 相互 作用 是 保证 叶片 
进口 状态 周期 性 的 必要 条 件 。 

正如 上 面 所 叙述 的 ， 从 本 时 片 及 相 邻 叶片 上 发 出 的 膨胀 波 与 外 伸 激 波 相 过 ， 使 它 的 强度 
逐渐 衰减 。 当 外 伸 激 波 延 伸 到 无 限 远 处 时 就 变 成 一 道 马赫 波 。 实 验 与 理论 计算 都 已 证 实 ， 这 
种 衰减 是 十 分 迅速 的 。 因 此 ， 对 某 个 流 道 而 言 ， 通 常 可 以 仅 考 虚 本 身 叶 片 产生 的 外 伸 激 波 以 
及 相 邻 的 叶片 所 发 出 的 模 道 激 波 。 对 叶 栅 激 波 损失 来 说 ， 档 道 激 波 起 主要 作用 。 因 为 它 本 身 
强度 大 〈 因 而 阻力 大 )， 而 且 它 直 达 下 一 叶片 的 叶 背 ， 从 而 引起 激 波 与 该 叶片 叶 背 上 边界 层 
的 相互 作用 ， 使 损失 急剧 增加 。 为 了 减 小 超声 速 叶 栅 的 损失 ， 就 有 必要 降低 模 道 激 波 前 的 马 
赫 数 。 由 于 叶 型 背面 D 点 上 马赫 数 为 最 高 ， 因 此 ， 该 处 激 波 的 强度 最 大 并 且 与 当地 边界 层 
的 相互 作用 也 最 剧烈 。 所 以 ，D 点 上 马赫 数 的 控制 是 一 个 重要 的 设计 问题 。 第 二 、 三 种 情 
况 中 叶 背 前 部 采用 直线 或 内 止 形 曲线 ， 因 此 是 减 小 忆 点 马赫 数 的 一 种 处 理 措施 。 

如 果 减 小 机 后 背 压 p, 值 ， 则 激 波 就 向 叶片 前 缘 接 近 。 同 时 ， 根 据 叶 型 与 来 流 攻 角 的 不 
同 ， 在 叶 盆 前 缘 也 有 可 能 出 现 激 波 ， 如 图 2.49 (a) 所 示 。 如 果 再 进一步 发 展 ， 气 流 可 以 在 
只 部 截面 处 达到 声速 ， 产 生 于 叶 盆 的 激 波 也 会 贯穿 于 整个 模 道 而 向 下 游 移动 ， 造 成 很 大 的 损 
失 ， 如 图 2.49 (b) 所 示 。 

如 果 不 发 生前 面 所 说 的 阻塞 现象 ， 那 么 ， 进 一 步 倾 斜 的 槽 道 激 波 与 叶 盆 产 生 的 激 波 联结 
在 一 起 形成 了 4 形 。 如 果 栅 后 背 压 p, 相当 低 ， 则 槽 道 激 波 变 成 斜 激 波 并 且 在 背面 上 反射 
如 图 2.50 所 示 。 

如 果 提 高 进口 马赫 数 MM,, 直 到 它 的 轴 向 分 量 等 于 或 大 于 1， 这 时 激 波 的 前 伸 部 分 就 不 会 
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传播 到 叶 杨 的 上 游 而 是 进入 叶片 模 道 内 部 并 被 反射 ， 如 图 2.51 所 示 。 


M>1 
六 \O 
4MH<1 
(a) 


图 2.49 槽 道内 激 波 系 的 形成 


斜 激 波 


2 


Mo=10 


图 2.50 Mi=1.3 时 双 国 弧 叶 栅 内 的 激 波 系 图 2.51 Mv,=2.0 时 的 激 波 系 


从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 : 叶 栅 激 波 与 膨胀 波 所 组 成 的 波 系 结构 不 同 于 孤立 翼 型 ， 它 比 机 
事 绕 流 的 确 复 杂 得 多 。 叶 杨 的 激 波 形状 不 仅 与 叶 杨 本 身 几何 参数 有 关 ， 而 且 还 与 进口 相对 马 
赫 数 M,,、 叶 杨 的 压 比 等 有 关 。 正 由 于 这 些 问题 的 复杂 性 ， 才 促使 了 叶轮 机 械 气动 热力 学 研 
究 的 不 断 发 展 与 完善 。 


2.7.2 任意 回转 面 叶 栅 超 声速 进口 流 场 中 惟一 进 气 角 的 确定 


叶 杨 绕 流 存在 着 周期 性 条 件 ， 对 于 进 气 轴 向 马赫 数 小 于 1 的 超声 速 来 流 ， 还 存在 着 惟一 
进 气 角 的 条 件 ""H， 这 是 叶 杨 超声 速 进口 流 场 计算 中 最 为 关注 的 两 大 条 件 ?211。 
一 、 相 对 坐标 系 下 沿 任意 流 面 流动 的 基本 方程 组 
今 考虑 以 等 角速度 四 旋转 的 相对 坐标 系 并 在 这 个 坐标 系 中 选取 一 个 〈 即 动 坐标 系 固 连 
在 该 流 面 上 )。 假 定 气体 沿 流 面 的 运动 是 定常 的 ， 气 体 是 无 粘 的， 可 压缩 的 完全 气体 ， 于 是 
式 (1-3-17)、 式 (1-3-21)、 式 (1-3-19) 被 简化 为 
V.(pW)=0 (2-7-1) 
Wx(VxV)=Wx(VxW)-20xW =VI-TVS (2-7-2) 
d/dr=W.VI=0 (2-7-3) 
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式 中 ， 即 ,Y,p,1 与 8 分 别 为 相对 速度 ， 绝 对 速度 、 密 度 、 转 子 人 与 科 。 令 (x,x) 为 流 面 上 
的 高 斯 (Gauss) 坐标 ， 令 该 流 面 的 法 向 测 地 线 为 全 ， 取 m 为 法 向 测 地 线 的 弧 长 ， 取 x =m， 
于 是 〈 研 ,也 ,三 ) 构成 了 半 测 地 坐标 系 〈 它 为 右手 系 )。 这 个 坐标 系 度量 张 量 的 重要 特点 是 


Su =go=0 (a=1,2) 
85 =1 8”= (2-7-4) 
gs =8"=0 (a=1,2) 
考虑 到 气体 沿 流 面 的 运动 ， 有 
w=0, w=0 (2-7-5) 
设 圆柱 坐标 系 (r,9,z) 也 固 连 于 该 流 面 上 ， 并 假设 该 流 面 可 以 表示 为 下 面 形式 的 参数 方程 
x =x (x,0) 


这 里 六 =m = = zx,2) 为 曲面 的 高 斯 坐标 。 于 是 在 该 流 面 上 采用 (x',x*,x*) 坐标 系 时 
的 度量 张 量 为 
x Oe 00 ox Oe Ox 
Bo Br Tt Be Der + Br Br 
在 (zz) 坐 标 系 下 ， 令 evex,e, 为 坐标 系 的 基 矢 量 ， 于 是 旋转 角速度 w 〈 这 里 假定 旋转 轴 
为 柱 坐 标 系 (r,g,z) 中 的 z 轴 ) 的 逆 变 分 量 o 为 
w= a(r,9) 
Ve ox,x) 
这 里 3(r,p)13(x',z) 为 函数 行列 式 ，8 为 在 (ez,z2) 坐标 系 中 由 g, 组 成 行列 式 的 值 。 由 于 
Co,) 为 半 测 地 坐标 系 ， 因 此 


(2-7-6) 


(2-7-7) 


8=8u8n -gn8n = gugnsin’O (2-7-8) 
式 中 ，9 为 基 矢 量 e 与 e: 间 的 夹 角 。 
相对 速度 W 为 
W=w,e" =we, (a=1,2) (2-7-9) 
将 式 (2-7-9) 代入 到 式 (2-7-1) 并 注意 到 式 (2-7-5) 与 式 (2-7-4)， 得 到 
让 (w+oE35 -0 (2-7-10) 


引进 积分 因子 +(x*)， 使 下 式 成 立即 
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w= (C=12) (2-7-11) 
将 上 式 代入 到 式 (2-7-10) 便 有 
过 (rwE)-。 (=12) (2-7-12) 
由 上 式 便 可 定义 流 函数 yw ， 使 其 满足 


ov 
=-prw ye 
中 (2-7-13) 
吃 =pwys 
由 此 不 难 验证 有 如 下 等 式 成 立 ， 即 
GoW VDAVWD=g" 早 绢 (@,B=1~2) (2-7-14) 


式 中 ，Y 为 流 面 的 法 向 厚度 〈 又 称 流 片 的 法 向 厚度 ) cz 了。 
另外 ， 将 式 (2-7-5)、 式 (2-7-4) 用 于 式 (2-7-2) 后 变 为 


e ee ei ee ei 

ww ww 0 |-2Vglo ow ol= 

Ww OW ow, ow w w 0 

a a or ar (2-7-15) 

1 

几 -z 共 总-z 可 妆 -z 骂 ] 2 

aa ra 0), 

将 上 式 两 边 点 乘 e, 便 得 到 
Ow ow, 1/31 .98 
器- 癌 )-2w(@)- 汪 (六 -7 六 ] (2-7-16) 


式 中 ，w 由 式 (2-7-7) 给 出 。 
同样 的 将 式 (2-7-5)、 式 (2-7-4) 用 于 式 (2-7-3) 后 变 为 
a 


wa (a=1,2) (2-7-17) 
另外 ， 对 于 反映 炉 增 的 式 (1-3-20) 在 气体 定常 、 绝 热 、 无 粘 的 条 件 下 也 简化 为 
W.VS=0 (2-7-18) 


或 者 
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95 
wir-0 (2-7-19) 
因此 , 式 (2-7-12)、 式 (2-7-15)、 式 (2-7-17) 以 及 式 (2-7-19) 便 构 成 了 相对 坐 
标 系 下 气体 沿 任意 流 面 流动 的 基本 方程 组 ， 它 常 被 称 为 叶轮 机 械 吴 仲 华 基本 方程 组 (简称 吴 
氏 方 程 组 )。 这 组 方程 已 被 广泛 的 用 于 5, 与 8 流 面 的 无 粘 计算 。 如 果 考 虑 粘性 ， 则 吴 氏 方程 
为 2 


piy.(pW)=0 (1-3-17) 
a 
-wx(vxV)= -vitTvs+ Ly (1-3-21) 
d_1ap, ,1 
Yl, +lvy.(N .了 (1-3-19) 
mt ( ) 
ds_ ,9 
TS + (1-3-20) 
出 他 7 


式 中 ，9 为 耗 散 函数 ; 世 为 粘性 应 力 张 量 。 


应 当 指出 ， 上 述 方程 组 在 研究 三 维 流动 时 含有 6 个 标量 方程 ， 但 仅 有 五 个 方程 独立 。 事 
实 上 ， 只 要 将 式 (1-3-21) 两 边 点 乘 W 便 可 得 到 
WtTW s+) (2-7-20) 


注意 到 热力 学 吉 布 斯 (Gibbs) 关系 与 转子 烩 定义 ， 又 可 得 到 


< 一 一 一 一 (2-7-21) 
pa a 
al ah 
—+W.VI=—+W. 9W yw.v (2-7-22) 
Ei 3 


式 中 ，) 为 静 烩 。 
于 是 将 式 (2-7-20)、 式 (2-7-21) 与 式 (2-7-22) 三 式 相 加 便 得 到 式 (1-3-~19)， 
这 表明 由 式 (1-3-17)、 式 (1-3-21)、 式 (1-3-19) 与 式 (1-3-20) 所 包含 的 六 个 方 
程 中 仅 有 五 个 是 相互 独立 的 。 同 样 地 对 于 无 粘 流动 ， 如 果 将 W 点 乘 式 (2-7-2) 的 两 边 便 
得 到 
.YI-TW .VS=0 (2-7-23) 

显然 , 上 式 减 去 式 (2-7-3) 就 可 得 到 式 (2-7-18).。 这 也 就 是 说 由 式 (2-7-1)、 式 (2-7-3) 
与 式 (2-7-18) 所 包含 的 六 个 标量 方程 ( 即 一 个 连续 方程 、 三 个 方向 的 运动 方程 、 一 个 能 
景 方程 和 一 个 炳 方程 》 中 仅 有 五 个 是 相互 独立 的 。 在 实际 计算 中 ， 可 以 使 用 一 个 连续 方程 、 
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两 个 方向 上 的 运动 方程 、 一 个 能 量 方程 和 一 个 炉 方 程 作为 五 个 独立 的 方程 。 当 然 也 可 以 使 用 
由 式 (1-3-17)、 式 (1-3-18) 和 式 (1-3-19) 所 组 成 的 基本 方程 组 。 

二 、 任 意 回转 流 面 上 的 高 斯 坐标 

作为 任意 流 面 的 特例 ， 这 里 讨论 任意 回转 流 面 。 仍 像 上 面倒 述 的 那样 ， 取 (x,x?, 忆 ) 固 
连 在 以 等 角速度 旋转 的 流 面 上 。 这 里 +,x 张 在 流 面 上 ， 它 们 是 流 面 上 的 高 斯 坐标 ， 必 沿 
半 测 地 线 方向 ， 因 此 (z, 妇 ,了 2) 仍 为 半 测 地 坐标 系 ， 这 时 式 (2-7-4)、 式 (2-7-6)、 式 
(2-7-7)、 与 式 (2-7-8) 仍然 适用 。 因 为 任意 回转 面 为 流 面 ， 当 然 有 式 (2-7-5) 成 立 。 
如 果 令 1 为 任意 回转 面 的 子午 母线 (又 称 子午 流 线 )，g 沿 周 向 为 圆周 角 坐 标 ， 于 是 取 
允 =4,x=p， 则 由 (1,9, 台 ) 所 构成 的 半 测 地 坐标 系 为 正 交 曲 线 坐 标 系 ， 在 这 个 坐标 系 中 度量 
张 量 为 


Vn 


gy=0 (i#)) (2-7-24) 
8 =0 (i#)) 

3 

8 =183=1 


设 回转 面 母线 的 参数 方程 为 
r=r(), z=z() 
其 中 1 为 母线 的 弧 长 。 于 是 在 (1,8,x*) 这 个 坐标 系 中 o; 与 8 分 别 变 成 


0 0 =0sing (2-7-25) 


g=(r) (2-7-26) 
式 中 ，a 为 子午 母线 与 轴线 方向 的 夹 角 22 ?1。 
应 当 指 出 ， 张 在 任意 回转 面 上 高 斯 坐标 (x',x*) 的 曲线 有 多 种 形状 ， 它 们 可 以 是 正 交 的 ， 
也 可 以 是 非 正 交 的 。 文 献 [25] 是 国内 在 8! 流 面 上 使 用 非 正 交 曲 线 坐标 的 典型 文献 ， 文 献 
[26] 求解 了 8, 流 面 上 含 分 流 叶 栅 或 串 列 叶 栅 的 流 场 ， 并 且 使 用 了 非 正 交 贴 体 曲线 坐标 系 ， 
可 供 感 兴趣 者 进一步 阅读 。 
三 、 旋 转 流 面 上 超声 速 流动 基本 方程 组 的 特征 分 析 
假设 在 以 等 角速度 中 旋转 的 相对 坐标 系 中 ， 流 面 上 的 气体 作 定常 流动 ， 并 假定 该 气体 
是 无 粘 、 无 热传导 、 无 外 加 热 ， 忽 略 了 气体 彻 体力 的 完全 气体 ， 因 此 由 连续 方程 、 运 动 方程 
和 能 量 方程 所 组 成 的 基本 方程 组 在 三 维 欧 氏 空间 中 为 
V.(pW)=0 (1-3-17) 
(xP xW+V vO lvp (2-7-27) 
2 人 p 
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VW -0o (2-7-28) 
式 中 ，h 为 灶 ， 它 是 压强 P 与 密度 p 的 函数 。 
因此 式 (2-7-28) 又 可 写 为 
oh dh) _1 a 
(E)r-eo|(¥) -the (2-7-29) 
使 用 热力 学 函数 很 容易 得 到 
2 -| 用 EA _7- 
“全 ]/ 人 7 避 和 
于 是 将 式 (2-7-29) 变 为 
ay .Vp-V .VP=0 (2-7-31) 


注意 到 式 (1-3-2) 以 及 绝对 运动 为 定常 流 、 相 对 运动 也 为 定常 流动 的 假定 ， 上 式 又 可 变 
为 
aW.Vp-W.VvP=0 (2-7-32) 
于 是 由 式 (1-3-17)、 式 (2-7-27) 和 式 (2-7-32) 所 组 成 的 关于 p,W,P 方 程 组 为 我 们 
进行 相对 流 面 上 超声 速 流动 特征 分 析 时 所 使 用 的 基本 方程 组 ， 在 三 维 欧 氏 空间 中 为 
V.(pW)=0 
WW vo 


(VxVxW+ LVP+V 
p 2 2 


(2-7-33) 
WVP-aW .Vp=0 

由 于 流 面 为 任意 回转 面 ， 因 此 取 x =1, 尺 =, 羽 沿 流 面 的 半 测 地 线 方向 ，x' 与 x 张 在 流 面 上 ， 

并 且 注意 到 


w =W, ， 
a | (2-7-34) 
Ww =W, Ir 
这 里 W 与 W, 分 别 为 W 沿 1 与 9 方向 的 物理 分 速度 ， 而 w' 与 w 为 相对 速度 的 逆 变 分 量 。 在 
Co) 坐 标 系 下 将 式 (2-~7-33) 在 流 面 上 作 展 开 ， 并 注意 引进 流 面 法 向 厚度 r ， 于 是 1 

与 9 方向 的 运动 方程 、 能 量 方程 和 连续 方程 可 表示 为 
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9W Wo 1o9P 


:oa rap pa 
AW, W, 9W。 1 90P 
Wr 


W, 
册 弛 +W 闻 - 虹 缉 - 品 妈 


(2-7-35) 


式 中 ，4b,b,b 为 相应 式 子 展开 整理 后 的 右 端 项 。 作 为 课 后 练习 题 ， 读 者 可 自行 补 上 这 里 


b,b,by 的 具体 表达 式 。 


设 4 为 方程 组 式 (2-7-35) 所 对 应 的 特征 方程 的 特征 根 〈 关 于 特征 方程 的 有 关 问 题 ， 
本 书 第 4 章 与 第 8 章 还 要 专门 讲授 ， 当 然 也 可 参阅 文献 [27] 的 第 五 章 8 2 与 8 3 节 )， 该 特征 


根 有 四 个 ， 它 们 分 别 为 


= =—= -7-36) 

== 区 (2-7 

h =Luan(B-W) (2-7-37) 

=Ltan(B+h) (2-7-38) 
r 


式 中 ，J 与 B 分 别 为 马赫 角 与 气流 角 ， 如 图 2.52 所 示 ; r 
为 回转 面 半 径 ， 因 此 回转 面 上 的 特征 线 方程 为 


rp =n(BFh) 


特征 线 开 


图 2.52 物理 面 特征 线 


(2-7-39) 
在 特征 线 上 必须 满足 的 相 容 性 关系 为 
_ 明 Pdr cp 
ET tosheos( BF + 
We (2-7-40) 
tan(BFH) ir r 0 
sinAcosA (W)* Wsinucos(BFH) 
注意 到 dw) ordr = TS (2-7-41) 


代入 式 (2-7-40) 消去 dP/P 项 后 得 到 
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dW_dl-TdSs_ sin’Jcosp din(en)+ 


tmp d+ Fm 
WY eospoouBF) (2-7-42) 


sin 4 E+ zj (@) reosB | 
Weos(BFH) (WY cospucos(BFH) 
式 中 ，17 与 8 分 别 为 转子 和 与 箭 。 
式 (2-7-42) 就 是 任意 回转 流 面 上 沿 特征 线 (其 中 包括 第 工 族 和 第 II 族 特征 线 ) 的 相 
容 性 方程 ， 这 个 方程 在 特征 线 计算 中 要 经 常 使 用 。 特 别 是 对 于 平面 叶 栅 ， 此 时 dr =0， 并 假 
设 流 片 厚度 f=1， 假 定 全 场 均 7 ( 即 转子 烩 不 变 )， 于 是 式 (2-7-42) 式 可 简化 为 
过 = 于 tan/- 拉 亩 S$/® (2-7-43) 


式 中 ，7 为 比 热 比 ，R 为 气体 常数 。 
当然 ， 对 于 平面 叶 栅 如 果 选 取 xz 》 为 直角 坐标 系 ， 则 式 2-7-39) 可 简化 为 9 


(E], -me (2-7-44) 
方程 式 (2-7-44) 也 被 广泛 用 于 一 般 二 维 、 定常、 绝热、 无 粘 气 体 的 超声 速 流 动 问题 [3~ 


38] 

四 、 关 于 栅 前 脱 体 曲线 激 波 的 自动 伸展 

假设 特征 线 网 格 足够 密集 ， 致 使 曲线 激 波 的 各 曲线 段 能 够 用 线段 AB,BC,CD,DE, EF 来 
代替 。 下 面 我 们 以 已 知 激 波段 CB 为 例 ， 讨 论 生成 激 波段 BA 的 伸展 过 程 ， 如 图 2.53 所 示 。 

假设 脱 体 曲线 激 波 段 两 端点 8 和 C 的 位 置 ， 点 P 的 
位 置 和 流动 参数 均 已 知 (这 里 BP 是 第 工 族 特征 线 )， 并 
且 给 定 曲线 激 波 段 上 游 流 场 ， 则 过 点 P 作 第 I 族 特征 线 
后 可 将 激 波段 由 CB 伸展 到 A， 并且 点 4 的 位 置 是 惟一 
确定 的 。 下 面 给 出 确定 4 点 坐标 (x,y) 的 过 程 : 

由 第 荆 族 特征 线 的 相 容 性 方程 《2-7-43) 式 并 用 


点 4 和 点 已 将 其 差分 离散 得 到 
1 WW long (infim) (S/R),—(S/R), 
Wo 有 -有 的 及 -有 
(2-7-45) 
式 中 ， 包 ,与 应 ,为 平均 值 ， 即 图 2.53 特征 线 的 计算 及 激 波 


的 自动 伸展 
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四 


Hpt+ 
Wn = fm = 生息 


这 里 下 注脚 2 表示 点 4 在 激 波 后 的 参数 ， 在 选 代 求解 时 
WW jw hth 
-ee 
这 里 上 注脚 (n) 和 (nl) 分 别 表示 第 n 次 迭代 和 第 (n-1) 次 迭代 ， 当 n=1 时 取 


v= 
We = 


静 =W, 肌 = 


注意 : 在 上 面 的 式 子 中 ，W,p 和 5, 应 由 下 面 的 斜 激 波 关系 及 特征 线 方程 式 (2-7-44) 确 
定 。 斜 激 波 关系 是 


(2-7-46a) 
1+ Msin’o 
M _7- 
> 5 (2-7-46b) 
te Ed (2-7-46c) 
， 
7+1 呈 11 
Mp es st (2-7-46d) 
P 7+l,B 
7Y-1 RF 
B27 Mazsinza-Y-1 (2-7-46e) 
及 7Y+1 Y+1 
er 有 -oem DA 一 了 + | (2-7-46f) 
4 一 
1 (2-7-46g) 


rt 
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2 7 一 
/R=1 一 一 划一 一 一 一 一 + 二 |+ 
5 二 (sens 于 | 


nl Mazsinza-Y1| +s7R (2-7-46h) 
7Y+1 7+1 


-i 
yi "B71 "p, 
B=B+6 (2-7-46i) 
式 中 ，o 为 激 波 角 ; 6 为 折 转 角 ; 下 注 角 1 表示 4 点 激 波 前 参数 ， 下 注 角 2 仍 表示 点 4 激 
波 后 的 参数 值 。 
角 o,B,B, 和 o 间 的 相互 关系 如 图 2.54 所 示 。 显 然 ， 在 确定 激 波 角 o 的 过 程 中 必须 涉及 到 
和 y、， 因 此 必须 补充 通过 点 与 点 4 的 第 卫 族 特征 线 方 程 即 式 (2-7-44)， 其 离散 化 后 为 


yA =(X -Np)tan(B, + Up)+ yp (2-7-46j) 
将 式 (2-7-46) 代入 到 式 (2-7-45) 中 便 得 到 一 个 关于 x 的 超越 代数 方程 ， 今 简 记 为 
f(x)=0 (2-7-47) 


上 式 可 用 快速 弦 截 法 求解 。 在 迭代 计算 中 ， 第 一 次 迭代 的 值 鸡 ' 可 用 CB 的 延长 线 与 过 点 P 
的 第 开 族 特征 线 的 交点 坐标 。 实 际 计算 表明 : 用 该 选 代 法 仅 迁 代 3 一 4 次 便 可 得 到 精度 较 高 
的 欢 值 。 重 复 上 面 单元 的 计算 过 程 ， 便 可 以 由 下、4 和 @ 点 ， 如 见 图 2.53 所 示 ， 将 激 波段 
继续 往 上 伸展 。 

五 、 内 点 或 边界 点 的 单元 分 析 

与 文献 [4] 和 文献 [39] 相 比 ， 本 节 内 点 计算 时 考虑 了 粹 增 的 影响 。 下 面 以 已 知 点 1 
和 点 2 去 计算 内 点 点 3 为 例 ， 如 图 2.55 所 示 ， 说 明 这 个 单元 的 计算 过 程 。 


特征 线 I 


(a) (b) 
图 2.54 几 个 角度 的 定义 图 2.55 内 点 单元 分 析 
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在 超声 速 流 场 的 计算 中 ， 我 们 引进 了 三 个 量 纲 为 1 的 参数 
W"= 妈 /ao B; S =(3-So)/R (2-7-48) 
式 中 ， 下 标 io 表示 进口 洁 止 状态 。 式 中 其 余 参 数 T" 、M 、 己 、P 均 可 由 这 三 个 基本 参数 
算出 ， 其 具体 公式 是 


Tr" = wy (2-7-49a) 

M =W" VT") (2-7-49b) 
中， 十 

P=e™ (7T')™ (2-7-49c) 

p=P/T (2-7-49d) 


这 里 上 标 * 表 示 量 纲 为 1 的 值 。 以 下 讨论 在 点 1 和 点 2 的 位 置 及 该 点 的 W"、B 、3 已 知情 
况 下 ， 如 何 决定 点 3 的 几何 坐标 和 该 点 的 W"、 有 、S 值 。 事 实 上 由 特征 线 方 程 得 

妆 - 必 =tan(6 -1,) 
人 (2-7-50) 


由 它 确 定 出 点 3 的 坐标 (6,%) ， 由 特征 相 容 性 方程 得 
Gin) 5,—5, 
YR B-B 
1 Gsin ya) 5 ~5, 
WB rR Bph 
由 式 (2-7-51) 决定 出 点 3 的 W 和 值 。 注 意 式 中 炉 的 计算 用 下 面 的 近似 办 法 。 
假设 沿 流 线 入 为 常数 〈 即 不 考虑 沿 流 线 箭 增 的 积累 )， 且 设 点 1 与 点 2 很 近 ， 认 为 两 点 
间 炉 的 变化 为 线性 分 布 ， 于 是 有 如 下 结果 
di3(5, — $1)sin ph 
d,sin po + dis sin ph 


(2-7-51) 


5,=5,+ (2-7-52a) 


或 者 

5 + da(S2 -3S)sin 几 
?d,sinp, +d,, sin A 

式 中 ,di 表示 点 1 和 点 3 之 间 的 距离 ，d,, 表 示 点 2 和 点 3 之 间 的 距离 ; 另外 在 式 (2-7-50) 

和 式 (2-7-51) 中 下 标 13 和 23 分 别 表示 点 1 与 点 3 间 及 点 2 与 点 3 间 的 平均 值 。 


S (2-7-52b) 
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六 、 栅 前 周期 性 条 件 的 实现 


杨 前 周期 性 条 件 的 实现 是 特征 线 法 计算 超声 速 叶 杨 流 场 的 难点 之 一 * 外， 我 们 采用 了 
下 面 的 计算 技巧 ， 即 : 采用 了 一 个 叶片 一 个 叶片 地 往 上 计算 ， 直 到 相 邻 两 个 叶片 激 波 前 对 应 
点 的 参数 相同 ， 即 满足 周期 性 条 件 为 止 。 图 2.56 给 出 了 这 个 流动 模型 的 典型 示意 图 ， 图 中 


图 2.56 典型 流动 模型 示意 图 


N =12,3…， 分 别 代表 第 一 个 ， 第 二 个 ， 第 三 个 …… 
叶片 ， 图 中 M, 与 1 分 别 表示 进口 马赫 数 与 气流 角 。 
2.57 (a)， 图 2.57 (b) 和 图 2.57〈c) 分 别 给 出 了 
计算 结果 。 很 显然 ， 除 炉 分 布 以 外 ， 其 余 流 动 参数 算 
到 第 二 、 第 三 个 叶片 已 相当 接近 了 ， 而 第 三 、 第 四 个 
叶片 更 为 接近 ; 但 对 炳 的 分 布 ， 要 多 算 几 个 叶片 。 由 
图 2.57 (c) 可 以 看 到 : 一 直 计算 到 第 六 、 第 七 个 叶 
片 才 比 较 接近 ， 由 此 可 见 ， 欲 使 丧 的 分 布 满足 栅 前 周 
期 性 条 件 只 算 一 、 二 个 叶片 是 不 够 的 。 

我 们 用 FORTRAN 语言 将 上 述 计算 过 程 编制 成 
计算 机 程序 并 在 UNIVAC-1100 机 上 一 个 叶片 一 个 叶 
片 地 往 上 计算 , 计算 6 个 叶片 占用 机 时 还 不 到 2 min， 
计算 时 占用 的 计算 机 内 存 也 只 有 30 KB 左右 3。 
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图 2.57 


(a) 激 波 前 速度 分 布 : (b) 激 波 前 气流 角 分 布 :(c) 激 波 前 炉 分 布 
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七 、 惟 一 进 气 角 的 确定 

叶 栅 绕 流 存在 着 周期 性 条 件 。 对 于 进 气 轴 向 
马赫 数 小 于 ! 的 超声 速 来 流 ， 还 存在 着 惟一 进 气 
角 的 条 件 。 取 控制 体 oo'aa' ， 如 图 2.58 所 示 ， 
aa' 之 间 的 距离 为 一 个 栅 距 ， oo' 认为 是 无 限 远 
均匀 来 流 处 。 由 于 周期 性 条 件 ， 故 在 oa 和 oa 
两 条 线 上 流动 情况 相同 。 令 N 为 叶片 数 ， 因 此 
连续 方程 为 


W.cos 有 = W cos B) dp =b, 
Ee -2nd eA 


二 全 


(2-7-53a) 图 2.58 叶 橱 前 缘 脱 体 激 波 
9 向 〈 周 向 ) 动量 方程 为 及 周期 性 条 件 
， 
(pwrsinBeosB). = 二 | prw?sin BeosB)dp=b (2-7-53b) 
cr 


轴 向 动量 方程 为 


p+ (pw eos B) = 二 M firep+ pwr eos Bap = (2-7-53c) 


Tt 


能 量 方程 为 
oT, (or -or +W2)+esT, =b, (2-7-53d) 
式 中 ,下 注脚 a 表示 a 点 处 的 参数 值 。 
状态 方程 为 
P=pRT (2-7-54) 
上 述 五 个 式 中 ， 含 p., 愉 ,TT.,W. 和 PB. 共 五 个 未 知 数 。 由 上 述 方程 组 中 消去 p_ ,已 , 乙 和 W. 后 得 到 
Acot* PB.+B cothB.+C,=0 (2-7-55) 
式 中 
=|&|{l-& 
“i jt 和 
如 -和 全 
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于 是 由 式 (2-7-55) 直接 求 出 角 PB. 值 ， 再 求 出 W. 等 气动 参数 值 。 应 当 指出 : 这 样 所 得 到 
的 有 和 M- 值 是 对 应 于 初始 假定 的 无 限 远 均匀 进口 处 所 和 M。 值 得 到 的 。 如 果 相 互 间 差别 不 
能 满足 选 代 的 允 差 范围 ， 则 用 新 计算 的 B. 和 M- 值 作 初始 假定 值 输入 用 特征 线 法 去 计算 超 
声速 进口 的 流 场 ， 然 后 再 用 式 (2-7-55) 去 计算 出 新 的 B. ， 再 求 出 相应 新 的 M. 值 等 。 如 
此 进行 ， 直 到 输入 的 与 新 算出 的 B. 与 M. 值 均 满足 所 要 求 的 误差 为 止 。 


2.7.3 涡轮 叶 栅 中 的 气流 流动 及 波 系 结构 


航空 燃气 涡轮 发 动机 多 采用 反 力 式 涡轮 ， 也 就 是 说 气流 在 动 叶 和 静 叶 片 通道 中 都 加 速 膨 
胀 流动 。 涡 轮 叶 栅 的 通道 形式 大 体 上 可 分 两 类 ， 一 类 是 纯 收 缩 型 ， 另 一 类 是 收缩 一 扩张 型 。 
工程 实践 表明 ， 叶 栅 栅 距 、 叶 型 型 线 设计 等 对 涡轮 中 气流 的 绕 流 特性 影响 很 大 。 对 于 同一 个 
叶 型 和 时 栅 几 何 参数 完全 确定 的 叶 栅 ， 当 进出 口气 动 参数 改变 时 涡轮 叶 栅 的 流 场 也 会 发 生变 


2 


收缩 -扩张 型 纯 收缩 型 
图 2.59 涡轮 叶 棚 通 道 的 形式 


下 面具 体 介绍 一 个 纯 收 缩 型 通道 的 典型 涡轮 叶 杨 ， 当 进口 气动 参数 例如 进 气 角 Bp，( 相 
对 速度 与 周 向 的 夹 角 ) 和 进 气 总 压 ,〉 不 改变 ， 而 降低 叶 杨 后 背 压 p, 时 的 流动 情况 

(1) 在 涡轮 叶 栅 中 气流 是 膨胀 加 速 流动 的 。 背 压 户 较 高 时 ， 在 叶 栅 进口 处 流动 速度 很 

低 ， 当 燃气 流 经 叶 型 表面 时 ， 在 叶片 前 缘 的 某 一 点 

(前 驻 点 ) 处 ， 气 流 分 叉 流 向 叶 背 和 叶 盆 。 随 着 涡 

rz 了 轮 叶 栅 通 道 不 断 收缩 ， 气 流 逐 渐 加 速 。 但 这 时 叶 栅 

前 后 压 差 不 大 ， 叶 杨 中 降 压 膨胀 加 速 并 不 多 ， 全 流 
场 都 是 亚 声速 流动 ， M; 很 小 。 

(2) 随 着 背 压 p, 的 逐渐 降低 ， 涡 轮 叶 栅 中 降 
M-! 压 膨 胀 加 速 程度 加 大 。 气 流 沿 叶 背 加 速 ， 就 有 可 能 
在 通道 内 叶 背 曲率 最 大 的 部 位 出 现 局 部 超声 速 区 ， 
该 区 以 声速 线 开始 ， 并 大 体 上 以 正 激 波 结尾 。 局 部 
超声 区 以 外 都 是 亚 声速 流动 ， 如 图 2.60 所 示 。 


MH<1 


图 2.60 涡轮 叶 栅 中 的 局 部 超声 速 区 
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我 们 定义 叶 型 上 某 一 点 已 达 声 速 时 的 工 况 马 赫 数 为 临 


界 马赫 数 M,, ， 对 一 般 叶 杨 来 说 ， 其 值 约 为 0.7 一 0.8。 显 
然 ， 当 背 压 继续 降低 时 ， 局 部 超声 区 逐渐 扩大 ， 其 后 的 结 


尾 正 激 波 也 会 顺 流 后 移 。 


(3) 当 背 压 降低 到 使 工 况 马 赫 数 达到 某 一 数值 时 ， 在 前 切 导 
叶片 尾 缘 处 ， 由 于 气流 急剧 转弯 加 速 ， 压 力 下 降 ， 出 现 另 
一 个 局 部 超声 速 区 。 从 叶 背 、 叶 盆 表 面 流出 的 气流 离开 尾 


并 关 者 
死 


尾 缘 脱离 激 波 


针尖 入 


缘 后 出 现 两 道 分 离 激 波 ， 两 股 气流 在 尾 缘 后 某 一 位 置 会 


合 ， 发 生 折 转 ， 同 时 产生 两 组 压缩 波 ， 并 汇集 成 一 对 燕尾 


图 2.61 尾 缘 的 激 波 系 


形 的 斜 激 波 ， 其 右 支 〈 顺 气流 动 方向 看 ) 伸 向 通道 称 为 内 


尾 波 ， 左 支 伸 向 栅 后 ， 称 为 外 尾 波 。 如 图 2.61 所 示 。 


(4) 背 压 继续 降低 ， 当 内 尾 波 与 叶 背 局 部 超声 速 区 后 的 正 激 波 相遇 时 ， 即 表明 超声 波 区 
(声速 线 ) 贯穿 整个 通道 ， 叶 杨 进 入 阻塞 工 况 ， 此 时 的 工 况 马赫 数 称 为 阻塞 工 况 马赫 数 ， 一 


般 约 为 1.0 (或 略 小 于 1.0)。 与 此 同时 ， 栅 前 进口 
马赫 数 M, 将 不 随 M, 的 加 大 而 增 大 ， 我 们 将 进口 马 
赫 数 _M, 的 最 大 值 称 为 杨 前 阻塞 马赫 数 ， 与 之 对 应 
的 叶 杨 流量 也 将 达到 最 大 值 。 这 时 杨 后 背 压 与 栅 前 
总 压 之 比 p,1po， 称 为 临界 压力 比 ， 用 (ps7 pa) 
表示 。 在 这 种 情况 下 ， 叶 栅 通 道内 的 速度 分 布 如 图 
2.62 所 示 ， 这 时 在 喉 部 附近 正 激 波 〈 垂 直 激 波 ) 
和 内 尾 波 相交 贯穿 。 


图 2.62 阻塞 工 况 时 通道 内 的 速度 分 布 


(5) 背 压 继续 降低 ，(P1pu)<(Pa1pu)。， 叶 


杨 出 口气 流 为 超声 速 ， 这 是 叶 杨 的 超声 速 工 况 段 。 
正 激 波 沿 叶 背 迅 速 推 向 叶 杨 外 空间 ， 气 流 绕 叶 盆 尾 缘 急 剧 加 速 ， 在 斜 切口 ( 叶 杨 喉 部 以 后 的 


通道 区 域 ) 内 形成 一 组 扇形 膨胀 波 射 向 相 邻 叶片 的 
叶 背 ， 并 在 叶 背 上 形成 反射 膨胀 波 。 气 流 穿 过 该 组 
膨胀 波及 反射 膨胀 波 在 斜 切口 继续 超声 速 膨胀 ， 即 
所 谓 的 “超声 斜 切口 膨胀 "。 随 着 出 口 马 赫 数 的 增 
大 ， 内 尾 波 逐 渐变 斜 ， 射 向 叶 背 ， 内 尾 波 作用 在 叶 
背 壁面 ， 与 叶片 边界 层 相互 干扰 后 产生 反射 激 波 ， 
并 且 在 叶 背 上 的 入 射 点 也 将 随 着 M, 增 大 向 尾 缘 移 
动 。 图 2.63 给 出 了 跨 声 涡轮 叶 杨 在 超声 速 工 况 下 
通道 波 系 的 情况 。 

在 这 种 工 况 下 ， 通 道 波 系 主要 由 原先 膨胀 波 


图 2.63 超声 速 工 况 下 的 通道 波 系 
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， 反 射 膨胀 波 已 ， 原 生 激 波 E,， 尾 缘 脱 离 激 波 玉 ， 内 尾 波 K,， 内 尾 波 在 叶 背 上 的 反射 波 


KK,， 外 尾 波 K, 以 及 叶片 尾 缘 后 的 尾 迹 所 组 成 。 


wb 一 


wm 
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习 题 


1. 超声 速 空气 绕 凸 角 流 动 ， 当 M, =2 膨胀 到 M, = 2.5 时 ， 试 求 气流 的 折 转 角 6 。 
2. 试 从 式 〈2.1.22) 出 发 ， 推 导 微分 式 


= 多 Vi 


或 者 


dl/4= (tan1)d6 
3. 在 绝 能 等 箭 的 空气 流 中 ， 已 知 点 1 的 马赫 角 j=27.7"， 另 一 个 点 2 的 马赫 角 
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凯 =35.8" 。 试 求 这 两 点 的 压强 比 户 / 户 。 
4. 具有 速度 W =498.34 m/s 、 温 度 工 =300K 和 压强 让 =1.0133x10; Pa 的 空气 ， 绕 外 钝 
六 角 壁 面 流 动 ， 气 流转 折 角 6 =-15" ， 试 求 膨胀 波 后 气流 的 速度 V 、 
温度 ZT 和 压强 p, 及 膨胀 波 所 占 区 域 的 扇形 角 gp 。 
mA 5. 有 一 均匀 来 流 ， 压 强 为 0.685 大 气压 ，M, = 2 ， 绕 叫 角 流动 ， 
9=10”， 试 计算 激 波 后 的 压强 、 马 赫 数 以 及 粹 的 变化 ， 如 图 2.64 
图 2.64 题 $5 图 所 示 。 
6. 从 平面 超声 速 喷 管 射出 的 超声 速 直 匀 空 气流 ， 设 在 出 口 截面 上 M,=2， 
局 =2x10* Pa ， 而 喷 管 外 部 介质 的 压强 p, =1x10 Pa 。 求 射流 边界 相对 于 喷 管 轴线 的 偏 斜 角 
9 以 及 膨胀 波 后 的 马赫 数 M, 。 
7. 当 超 声速 气流 以 =1.85 的 速度 流出 管 口 时 , 外 界 压力 为 气流 静 压 的 1.9 倍 , 如 图 2.65 
所 示 ， 试 求 I 区 的 入 和 忆 值 。 
8. 超声 速 气流 绕 凹 壁 流 动 ， 已 知 Mi =3.0, =0.7 大 气压 ，6 =6“，0, =12"， 如 图 2.66 
所 示 ， 试 求 滑 移 线 方向 及 M, 和 AM; 的 值 。 


图 2.65 题 7 图 


9. 对 于 pl =1.6kg/m” 、 p, =6.895x105 Pa 的 完全 气体 
经 正 激 波 后 ， 速 度 从 V = 456 m/s 降低 到 见 =152 mls 。 试 
求 p/p,、pPs/1P、/T 以 及 该 气体 的 绝热 指数 k， 波 前 
气流 马赫 数 M, 及 波 后 气流 马赫 数 M, 的 值 。 

10. 测 得 正 激 波 后 空气 流 的 速度 为 280 m/s， 用 热电 
偶 测 得 的 温度 :=77 'C， 求 激 波 前 温度 。( 提 示 : 热电 偶 
测 得 的 温度 可 以 近似 为 气流 总 温 )。 图 和 好 是 天 四 

11. 试 证 明 斜 激 波 后 的 速度 V, 为， 如 图 2.67 所 示 。 


=(+ ee sin? a 于 -ysin? eh sin? 中 并 给 出 相应 
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M, 的 关系 式 ( 即 以 M, = M,(Y,P,0) 形式 进行 表达 ) 的 具体 表达 形式 。 


12， (1) 利用 斜 激 波 关系 如 图 2.16 所 示 ) 区 = 加 (B89) ， 试 证 明 ， 
VW tnp 


tanp=[(6-D+iVe -1 -4ctan’0]/2tang 
式 中 ，6 = p, /pl， 表 示 激 波 两 边 的 密度 比值 。 
《2) 利用 上 面 的 关系 ， 试 证 明 在 6 很 小 时 ， 对 弱 激 波 有 


tan8=-2 6 
s-1 8 
13. 有 一 道 正 激 波 ， 以 等 速 N = V2a 的 速度 向 右 运动 ， 假 N 
设 波 前 空气 静止 ， 参 数 为 忆 =10: Nim*，a, =340 m/s ， 试 问 ; 
当 激 波 面 刚 好 以 U 速度 向 右 运 动 时 ， 下 列 三 种 情况 下 壁面 的 pra 


压强 以 及 激 波 运动 的 情况 : DU =N ; OU-JN， @U=0 


14. 有 一 道 球形 爆炸 波 在 静止 空气 中 传播 。 爆 炸 发 生 后 
11100 s 的 时 候 ， 爆 炸 波 波 阵 面 的 速度 N =2040 m/s ， 波 前 只 =105 Nim* ，a =340 m/s ， 试 求 
这 时 的 波 后 压强 及 速度 。 

15. 试用 FORTRAN 语言 或 者 C 语言 编制 轴 对 称 超声 速 零 攻 角 圆锥 绕 流 的 定常 、 无 粘 流 
场 计算 程序 ， 并 用 所 编程 序 完成 M_ =3.8，5c =20" (如 图 2.30 所 示 ) 时 零 攻 角 超声 速 无 
粘 流 的 圆锥 绕 流 解 ， 这 里 空气 的 比 热 比 y=1.4 。 

16. 研究 任意 回转 流 面 上 的 相对 定常 流动 ， 其 服从 的 基本 方程 组 在 二 维 Riemann ( 黎 曼 ) 
空间 中 为 


图 2.68 题 13 的 附 图 


V.(mpP)=0 
2 2 
(VxV xW+ LVP+V YO =v 0 
p 2 2 
W.VvP-aW.Vp=0 


式 中 , 令 任 意 回 转 面 绕 0Z 轴 以 等 角速度 旋转 ， 其 旋转 角速度 为 @ ;，p,W,Y 和 a 分 别 为 密度 ， 
相对 速度 ， 绝 对 速度 和 声速 ，r 为 所 考察 点 到 OZ 轴 的 距离 ， 令 ! 为 回转 流 面 的 子午 母线 ，9% 
为 沿 周 向 的 圆周 角 坐 标 :为 流 面 的 法 向 厚度 ， 并 假定 + 是 1 与 9 的 函数 ， 即 +=t(1,g)。 显 
然 ， 由 1 与 9 组 成 的 高 斯 坐标 张 在 任意 回转 的 流 面 上 。 试 在 (1,q) 坐标 系 下 ， 将 上 述 基本 方程 
组 展开 成 式 (2-~7-35) 的 形式 ， 并 给 出 b,b, 与 bh 项 的 具体 表达 式 。 
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所 谓 一 维 定常 流动 是 指 气流 的 物理 量 仅 是 某 一 个 坐标 的 函数 。 例 如 ， 气 体 在 变 截面 管道 
中 的 流动 可 以 简化 为 准 一 维 运动 ， 只 要 管道 截面 积 变化 缓慢 ， 而 且 管道 的 曲率 半径 比 管道 的 
水 力 半径 大 得 多 ， 这 时 气流 的 物理 量 沿 管 轴 方向 的 变化 要 比 在 其 他 方向 上 的 变化 大 得 多 ， 因 
此 可 以 用 物理 量 的 平均 值 去 描述 这 个 截面 上 的 流动 参数 。 另 外 ， 研 究 气体 一 维 定常 流动 的 重 
要 性 还 在 于 : 在 某 些 条 件 下 ， 一 维 流动 可 以 给 出 解析 解 或 者 是 半 解 析 半 数值 结果 ， 这 对 于 了 
解 可 压缩 流体 的 流动 规律 极为 重要 。 工 程 上 常见 的 制约 管道 中 气体 流动 变化 的 因素 有 : 

@ 管道 截面 积 变化 ; 

@ 管 壁 的 摩 阻 作用 ， 特 别 是 长 管 中 的 流动 ; 

@ 对 气流 的 加 热 作用 , 例如， 冲压 发 动机 或 喷气 发 动机 内 气流 经 燃烧 室 而 受到 加 热 ( 集 
中 加 热 ) 等 等 ; 

@ 对 气流 的 添 质 作 用 ， 例 如 ， 固 体 火箭 发 动机 中 在 药 柱 内 腔 的 壁 上 燃烧 释放 的 气体 不 
断 加 入 到 主 气流 中 去 ， 从 分 支管 道中 流出 的 气体 流入 到 主管 道 的 主流 中 等 等 。 


§3.1 广义 一 维 流动 的 基本 方程 组 
3.1.1 气体 广义 一 维 流动 的 基本 方程 组 〈 绝 对 坐标 系 下 ) 
一 、 连 续 方程 


在 静止 坐标 ! 下， 我 们 考虑 在 :=0 时 长 度 为 61， 体 积 为 6Q2 ， 质 量 为 6m 的 微小 封闭 体 
系 (控制 体 ) 如 图 3.1 所 示 ， 由 质量 守恒 定律 得 


图 3.1 曲线 坐标 i 与 微小 封闭 体系 
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(pAd1)=0 (3-1-D 


注意 到 


(3-1-2) 


于 是 (3-1-1) 式 变 为 
Bp ,1pVA) - i 
WA (3-1-3) 
如 果 取 一 个 大 的 开口 体系 ， 如 图 3.2 所 示 ， 在 任意 瞬时 将 式 (3-1-3) 应 用 到 这 个 大 开 
口 体系 中 的 一 个 微 元 体 上 ， 然 后 对 1 积分 得 到 


图 3.2 大 开口 体系 
h 9(pVA) AT 
人 3 qt(4 站 j=0 (3-1-4) 
或 者 
a 
(pvA), ~(pvA), + la pd =0 (3-1-5) 


这 里 ， 包 为 大 开口 体系 。 
对 于 定常 流 ， 则 式 (3-1-3) 变 为 
3(pvA) 


=0 (3-1-6) 
Al 


或 
PVA = const (3-1-7) 
将 上 式 取 对 数 再 求 导数 ， 得 
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A 
p VvV A 


=0 (3-1-8) 
二 、 运 动 方程 (动量 方程 ) 
取 微 元 体 如 图 3.3 所 示 。 首 先 分 析 作用 在 微 元 体 上 的 外 
力 。 假 定 工 截 面 面 积 为 4 ， 压 强 为 PP， 气流 流动 的 方向 与 1 
方向 一 致 ， 作 用 在 工 截面 的 总 压 为 PA; 令 开 截面 的 面积 为 
4+d4 ， 压 强 为 P+dP ， 由 于 P 与 4 都 是 1 与 1 的 函数 ， 因 


而 卫 埠 面 的 总 压力 为 -| Pa+ 2 和 251]， 此 处 取 负 号 是 由 于 
作用 在 开 裁 面 上 总 压力 的 方向 与 1 的 正方 向 相反 。 壁 面 作用 
在 微 元 体 上 的 力 除了 压力 之 外 还 有 摩 所 应 力 rw ， 令 tw 所作 
用 的 壁面 环形 面积 为 a4，( 常 称 为 湿 周 面积 )， 流 道 扩张 角 


为 a (在 一 维 近似 下 可 以 认为 a =0)， 因 此 壁面 摩擦 力 在 1 图 3.3 微小 封闭 体系 的 外 力 
方向 的 分 量 为 


-fw(6Aw)cosa = -rw54。( 对 质量 为 6m 而 言 ) 


8 _ 4x 流 道 截面 积 
由 水 力 直 径 D, 的 定义 D,=4x 一 千夫 


对 于 我 们 所 讨论 的 问题 ， 湿 周 = 尝 ， 流 道 截 面积 为 4， 于 是 D, =(4451)/54w 。 


利用 上 面 结果 ， 和 1 方向 的 分 量 可 改写 为 (对 于 质量 为 6m= pA61 的 微 
小 封闭 体系 而 言 ) 
4rw461 
D, 


除 此 之 外 ， 沿 1 方向 还 有 壁面 64, 作用 在 微 元 体 上 的 力 P(64)sina ， 注 意 到 
(6Aw)sina=6A， 故 


-fw(54u)cosa =-—— 


P(6Aw)sina =P6A= pA 
在 这 些 外 力 的 作用 下 ， sens () ina 这 里 
AA 
ah lajv a 


于 是 沿 流向 写 牛顿 第 二 定律 便 可 得 到 沿 流向 的 运动 微分 方程 ， 即 对 单位 质量 的 气体 而 言 ) 
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dy 19P 4rw 


PR (3-1-9) 
dd pa pD. 
ap_1/dP 9P 
注 塌 纪 Ea 
则 式 (3-1-9) 又 可 改写 为 
Es ] (3-1-10) 
dl2 Pd oar pD. 
注意 使 用 连续 方程 式 (3-1-3)， 则 上 式 可 变 为 
A {APAD, Pd _v4m (3-1-11) 
dl2 padl d pD. 
显然 ， 式 (3-1-9) 与 式 (3-1-10) 实质 上 是 同一 个 方程 ， 因 为 后 者 可 由 前 者 两 边 乘 
V 后 得 到 。 
三 、 能 量 方程 
由 热力 学 第 一 定律 dE/dt=Q-L (3-1-12) 


式 中 ，@ 和 并 分 别 代表 每 单位 时 间 外 界 对 于 上 述 体系 的 传 热 率 和 该 体系 对 外 界 的 作 功率 ， 而 
dF/dr 则 是 该 体系 的 内 能 对 时 间 的 导数 。 

强调 指出 : 在 具体 表达 上 式 中 的 三 项 时 ， 不 同 的 观察 者 〈 例 如 观察 者 静止 或 者 观察 者 随 
气体 运动 时 ) 所 推导 出 的 气体 作 功率 、 内 能 变化 率 是 不 同 的 。 但 是 无 论 观察 者 是 静止 还 是 随 
体系 一 同 运动 ，@ 总 是 由 于 所 取 体 系 的 温度 和 外 界 温度 之 间 的 差别 而 导致 的 传 热 率 ， 而 体 
系 中 内 能 的 增加 率 和 体系 边界 上 力 对 外 界 的 作 功率 却 是 随 观察 者 位 置 的 不 同 而 不 同 。 下 面 对 
此 略 作 说 明 ， 

1. 观察 者 静止 不 动 

在 一 般 情况 下 ， 管 道 是 静止 的 。 对 于 一 个 静止 的 观察 者 来 讲 ， 他 所 看 到 的 管 壁 施加 于 气 
体 的 摩擦 力 tw6A, 并 没有 对 气体 作 功 ; 而 体系 两 头 截面 上 的 压力 则 推 着 外 界 气体 移动 ， 在 
一 维 流动 下 这 个 作 功 率 是 
9(CP4V) 
oe 


d_ 9 v9 


注意 到 ， 在 一 维 沿 流向 的 曲线 ! 下 有 rr (3-1-14) 


利用 连续 方程 式 (3-1-3)， 则 式 (3-1-13) 可 写 为 


i (3-1-13) 


二 = 一 一 一 -一 一 (3-1-15) 
6m dt pa 
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式 中 ，6m 代 表 所 取 微 小 封闭 体系 的 质量 。 
对 于 静止 的 观察 者 来 讲 ， 气 体内 能 的 增加 率 是 
ldE df VvV’ 
二 时 < 让“] (3-1-16) 
式 中 ，e 是 气体 热力 学 狭义 内 能 。 _ 
将 式 (3-1-15) 与 式 (3-1-16) 代入 到 式 (3-1-12) 并 注意 到 总 灼 定义 ， 得 


2 O 19P _ d8 
211P_d -1-17 
df Bm pW d 人 1， 
式 中 ， 厂 为 总 烩 ， 其 定义 式 为 
站 (3-1-18) 
到 p 2 


式 (3-1-17) 是 能 量 方程 的 一 种 表达 形式 。 显 然 ， 如 果 流 动 是 绝热 与 定常 的 ， 则 洲 止 烩 〈 又 
称 总 粒 )》 瑟 在 流动 中 保持 不 变 。 如 果 将 式 (3-1-11) 代入 式 (3-1-13)， 再 将 它 与 式 
(3-1-16) 一 起 代入 到 式 (3-1-12) 中 ， 即 得 


(3-1~19) 


这 是 能 量 方程 的 又 一 种 形式 。 

2. 观察 者 随 气体 一 起 运动 

取 相 对 坐标 6 随 气体 以 及 观察 者 一 起 运动 。 在 这 个 观点 下 ， 观 察 者 除了 看 到 气体 作 膨胀 
功 之 外 ， 还 看 到 外 界 摩擦 力 以 V 的 速度 推荐 壁面 接触 的 气体 向 后 移动 ， 所 以 


EpdUp) [tr (3-1-20) 
6m 出 pD. 
这 时 内 能 的 变化 率 却 只 是 
a fe (3-1-2D) 
md 出 


于 是 将 式 (3-1-20) 与 式 (3-1-21) 代入 到 式 (3-1-12) 便 可 得 到 式 (3-1-19)。 
此 式 (3-1-19) 对 于 跟随 气体 一 起 运动 的 观察 者 来 说 其 物理 意义 非常 明确 ， 即 当 一 个 观察 
者 随 着 气体 一 起 移动 时 ， 他 能 看 到 气体 作 膨 胀 功 和 管 壁 的 摩擦 力 对 气体 作 功 ， 却 看 不 到 气体 
动能 的 变化 。 
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四 、 热 力学 第 二 定律 
热力 学 第 二 定律 的 基本 形式 是 


7T 业 > 了 (3-1-22) 
di 6m 
注意 到 吉 布 斯 (Gibbs) 热力 学 恒等式 
1 
rp Pp (3-1-23) 
a dr 
将 式 (3-1-23) 代入 到 式 (3-1-19) 中 便 得 
共 - 名 (从 ) (3-1-24) 
dt 5m \pD, 


3.1.2 在 相对 坐标 系 下 气体 的 广义 一 维 流动 


设 叶 轮 以 等 角速度 四 绕 z 轴 旋转 ， 叶 片 通道 中 心 线 扣 也 随 着 旋转 ， 如 图 3.4 所 示 ; 假 
设 观 察 者 位 于 以 另 一 个 角速度 四 绕 z 轴 转 动 的 参考 系 中 。 显 然 ， 当 wu =0 时 的 观察 者 为 绝 


对 观察 者 ， =w 时 的 观察 者 为 相对 观察 者 ， 当 观察 者 随同 流体 一 起 运动 时 则 称 为 随 动 观 
察 者 。 


图 3.4 旋转 的 广义 一 维 流 道 和 微 元 封闭 体系 


一 、 连 续 方程 
取 以 角速度 四 转动 的 相对 坐标 所 ， 于 是 采用 与 绝对 坐标 系 完 全 类 似 的 推导 方法 可 得 到 连 
续 方程 为 
Tap AWA) 二 双 
Dt ADE 0 (3-1-25) 
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或 者 
3 ,La < 
FE Ea 0 (3-1-26) 
二 、 运 动 方 程 (动量 方程 ) 
为 了 得 到 气体 的 绝对 速度 V 与 相对 速度 W 以 及 绝对 加 速度 与 相对 加 速度 之 间 的 关系 ， 
今 考虑 绝对 圆柱 坐标 系 (r,6,z) 与 相对 圆柱 坐标 系 (r,g,z) 存 在 如 下 关系 上 


0=9+0t (3-1-27) 
9d iy (3-1-28) 
dt 出 
V,=dr/di=W, (3-1-29) 
W = Ww, +or (3~-1-30) 
出 
dz 
Wey” (3-1-31) 
dV _daW 
一 一 = 2wxWw - [ge | 
a et xW -or 3-12) 
V=W+oxr (1-3-11) 
以 及 
df df 
一 一 = (1-3-2) 
dr d 
EEroxB (1-3-3) 


这 里 与 8 分 别 代表 任意 标量 与 任意 矢量 。 在 本 节 中 ， 为 书写 简洁 在 不 会 产生 误会 的 情况 
下 采取 了 将 只 /中 的 下 注脚 4 省 略 ， 并 将 旦 区 记 作 丰 的 做 法 ， 于 是 这 时 式 《1-3-12) “ 
才 被 简 记 为 


业 -d 以 es 
二 +20xW -Or (3-1-32) 
于 是 绝对 加 速度 在 上 切线 方向 的 分 量 为 
a en (3-1-33) 
dh Wa Wa dr W 


使 用 式 (3-1-33) 便 可 得 出 沿 6 切 线 方向 的 牛顿 第 二 定律 是 
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dW orn 虹 -Lap_ 4rw dW 
dE pl pD dt 
如 果 将 上 式 两 边 乘 W 并 使 用 连续 方程 便 可 得 


]|( 答 y- 放 -党 - 次 ] 人 
dr 要 pD. pa pld dr 
式 中 ，9/ar 代 表 94 /ar 。 
三 、 热 力学 第 一 定律 (能 量 方程 ) 
1. 观察 者 和 坐标 系 上 〈 也 可 以 是 叶片 ) 一 起 以 等 @ 的 角速度 转动 
此 时 ， 观 察 者 看 到 的 气体 的 加 速度 只 是 dW /dt ， 于 是 式 (3-1-34) 改写 为 
dW__19P_4rw 
dr pae pD. 
上 式 右边 第 三 项 为 “惯性 力 ”项 。 当 这 个 观察 者 去 写 气体 的 作 功率 时 ， 除 了 气体 压力 的 
作 功 率 外 还 要 加 上 “ 哥 氏 惯性 力 ”的 作 功率 ， 即 


(gn) (3-1-34) 
W 


2 W, 
一 一 (3-1-36) 
+ nT 3 


aL) 
L_ 1 APAW) vw _p _19P dor 3 
Bm pA MOM pa gl a 3 
这 时 内 能 增加 率 为 
1 dd 人 fw? 
| es (Fs 
时] 3-1-38) 
将 上 边 两 式 代 入 到 式 (3-1-12) 得 
PW -or 
ets: 2 ] 0 ， 1 9 
dd 
由 出 5 -159 


式 中 ，17 为 转子 。 

从 上 式 可 以 看 出 ， 对 于 相对 观察 者 而 言 ， 管 壁 是 静止 的 ， 因 此 管 壁 摩擦 力 并 不 对 气体 作 
功 m。 

2. 对 于 随 动 观察 者 

这 时 观察 者 将 看 不 到 微 元 体 的 整体 运动 ， 只 看 到 它 的 体积 和 形状 的 变化 ， 于 是 气体 所 
作 的 脱 胀 功率 为 Pa ， 人 检控 力 对 气体 的 作 功 为 jy， 又 由 于 观察 者 随 微 元 


体 一 起 运动 ， 所 以 它 所 看 到 的 能 量变 化 为 de/dr ; 于 是 ， 将 它们 代 到 式 (3-1-12) 便 得 
到 
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军 - 训 -|r 各 -( 息 "| (3-1-40) 
dt 6m d pD. 
四 、 热 力学 第 二 定律 
借助 于 吉 布 斯 (Gibbs) 热力 学 关系 式 (3-1-23) 以 及 式 (1-3-2)， 则 式 (3-1-40) 
又 可 改写 为 四 
ei (3-1-41) 
dt pm |pD. 
或 者 
过 -种 :[ 个 ] (3-1-42) 
dt é6m 人 \pD. 


$3.2 一 维 定常 流动 的 基本 关系 
3.2.1 广义 一 维 绝对 与 相对 定常 流动 的 主要 方程 
1. 广义 一 维 绝对 定常 流动 的 基本 方程 


对 于 绝对 运动 是 定常 流动 的 一 维 流 ， 这 时 连续 方程 式 (3-1-3)、 运 动 方程 式 (3-1-9) 
和 能 量 方程 式 (3-1-17) 可 简化 为 


3 -0 (3-1-6) 
al 

ay __19P_ 4rw 

= (3-2-1) 
al pa pD. 3 
an 0 ， 

VY- 一 = 一 -= (3-2-2) 
a om 9 3 


式 中 ， 为 滞 止 (又 称 总 烩 )，g 代 表 外 界 对 每 单位 质量 气体 的 传 热量 ，3131 表示 沿 绝对 
流 线 求 偏 导数 。 
2. 广义 一 维 相对 定常 流动 的 基本 方程 
所 谓 相 对 定常 流动 是 指 在 相对 坐标 系 中 流动 是 定常 的 。 在 这 个 假定 下 ， 连 续 方 程式 (3 一 
1-26)、 运 动 方程 式 (3-1-34) 与 能 量 方程 式 (3-1-39) 可 简化 为 : 
a9(pWA) _ 


0 (3-2-3) 
36 
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aW ,» W_ 19P 4rw 
WE -ONL (3-2-4) 
36 W pa pD. 
w 了 3- 印 -4 (3-2-5) 


式 中 ，17 为 转子 烩 :4 代表 外 界 对 单位 质量 气体 的 传 热量 ，9195 表示 沿 相对 流 线 求 偏 导 。 
3.2.2 ”绝热 流 和 等 烂 流 的 基本 关系 


一 、 能 量 方程 及 特征 常数 
下 面 以 绝对 运动 为 例 ， 讨 论 一 维 定常 绝热 流动 中 的 一 些 基 本 关系 。 在 这 种 假定 下 ， 能 量 
方程 式 (3-2-2) 被 进一步 简化 为 


=—=0 (3-2-6) 


或 者 
Vv V2 v2 
+ 一 =h+ 一 =h+ 一 =const (3-2-7) 
和 2 S 2 2 


对 于 量 热 完全 气体 ， 上 式 又 可 写 为 下 面 几 种 形式 
(3-2-8) 


上 式 右 端的 常数 可 用 某 个 参考 状态 的 物理 量 来 表示 ， 并 将 这 个 物理 量 称 作 特征 常数 。 常 
用 的 参考 状态 有 三 种 : 〇 D 速度 为 零 的 灌 止 状态 (参数 的 下 标 以 “0” 表 示 ); @ 温度 达到 零 
度 ( 开 氏 温度 ) 时 的 最 大 速度 (V) 状态 ，@ 流速 等 于 当地 声速 时 的 临界 参数 状态 (参数 
的 下 标 以 “*” 表 示 )。 气 体 一 维 定常 流动 的 任何 一 个 状态 都 可 以 假想 通过 等 炉 过 程 转变 为 对 
应 的 参考 状态 ， 用 这 些 特征 常数 来 表示 该 状态 下 气流 的 能 量 ， 不 管 实际 流动 过 程 是 否 等 粹 。 
本 书 8 1.8 节 给 出 了 静 参 数 与 这 些 特征 常数 间 的 关系 。 若 用 特征 常数 表达 式 (3-2-8) 右 端 
项 时 可 写 为 : 
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Be A HAR (3-2-10a) 


+——=2 (3-2-10b) 
7y-1 2 7Y-12 


其 中 及 ,元 和 丁 分 别称 为 总 焙 、 总 温和 总 压 ， 以 区 别 于 静 始 关 、 静 温 T 和 静 压 PP;， Vs，a。 
与 w 分 别 代表 最 大 速度 、 滞 止 声速 与 临界 声速 。 另 外 ， 常 引进 两 个 量 纲 为 1 的 数 M 与 4 去 
衡量 气流 速度 的 特征 ， 它 们 之 间 的 关系 是 


Ma 和 妈 
1- 交 ew- 1 
(3-2-11) 
pe 
1+ 了 -10h2-D) 
7Y+1 
二 、 等 业 流 的 基本 关系 及 气体 动力 学 函数 
对 于 热 完 全 气体 ， 粹 增 可 表 为 
=6 RY RP 0 
+RY=6, 宁 -R 字 (3-2-12) 


因此 ， 对 于 量 热 完全 气体 ， 积 分 上 式 并 注意 使 用 克拉 珀 龙 〈Clapeyron) 方程 ， 则 最 后 变 为 


S=cvlnTvo)+const 


于 
= hp Pr 7 + Const 


=0, ln +const 32013 
Ar- 
=RIn Li 十 const 
所 以 对 于 量 热 完全 气体 的 等 炉 过 程 则 有 
Ty™ =const 
-DT ~ 
Wp (3-2-14) 


书 1p7 = const 
TY /p= const 


由 此 便 可 得 到 如 下 等 箭 关系 ， 即 
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局 本 四 
me 3 (3-2-15) 
BR lp 1 1+7-lm? 
党 


由 式 (3-2-8) 并 注意 到 热 完 全 气体 的 状态 方程 则 可 得 到 静 温 与 总 温 间 的 关系 ， 即 


ee Me hol YE, (3-2-16) 
n 1 7Y+1 


因此 便 可 采用 本 书 $ 1.8 节 所 介绍 的 方法 ， 引 进 T(1),x(X1),E(),q(A), (1) 等 气体 动力 学 函数 
即 


T P p 
sx(NW=—,.e1)= 
tN) pod oA 


9 o 
2 


1 
1Y2Y’ 
JU -ea 疡 ] 


这 里 4(4) 与 f(A) 分 别称 为 密 流 函 数 与 冲 量 函 数 。 将 这 些 气动 函数 列 成 数值 表 会 给 工程 
计算 提供 许多 方便 。 有 关 的 气动 函数 表 可 参见 本 书 附 录 中 的 表 4 (a) 与 表 4 (b)。 


MY-D 
Ce | (3-2-17) 
a 


$3.3 几 个 制约 因素 在 一 维 定常 流 基 本 方程 中 的 
数学 表达 及 其 影响 系数 
本 节 主要 讨论 流 道 截面 面积 变化 、 管 道 存在 摩擦、 管 路 中 有 加 热源 并 且 流动 时 具有 添 质 
流 的 复杂 一 维 流动 ， 推 导出 这 种 流动 的 数学 表达 式 。 为 此 ， 首 先 分 析 每 个 制约 因素 单独 在 基 


本 方程 中 出 现时 产生 的 影响 ， 然 后 分 析 四 种 制约 因素 同时 作用 时 对 一 维 定常 流 基 本 方程 产生 
的 作用 ， 并 给 出 相应 的 影响 系数 。 


3.3.1 面积 变化 在 基本 方程 中 的 数学 表达 
截面 面积 的 变化 ， 主 要 体现 在 连续 方程 上 ， 这 里 以 变 截面 管 流 为 例 。 由 一 维 定常 流 的 连 
续 方程 


m= pVA = const (3-3-1) 
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其 微分 形式 为 dm=0， 即 
一 +- 一 + 一 =0 (3-3-2) 
3.3.2 ”管道 摩擦 在 基本 方程 中 的 数学 表达 


管道 摩擦 主要 体现 在 动量 方程 上 ， 这 里 以 图 3.5 (a) 所 示 的 摩擦 管 为 例 。 取 该 图 所 示 的 
开口 控制 体 ， 显 然 长 度 为 dx 的 一 段 管 壁 对 气流 的 摩擦 力 6R, 的 大 小 为 


(prdp/2)do dm 


图 3.5 一 维 管 流 中 的 开口 体系 
ER, =TtwCwdx/cosO 
式 中 ，Cw 为 截面 的 周 长 ， 又 称 湿 周 。 对 于 非 圆 截面 来 讲 它 与 截面 面积 4 、 水 力学 直径 D, 间 
的 关系 为 
44 


D.= 字 (3-3-3) 
6R 在 x 轴 上 的 投影 为 
OR =6R cos(x -8)= -rwCw dx (3-3-4) 
其 中 rw 是 壁面 剪 切 应 力 ， 它 可 以 表示 为 
1 yz 
tw =30V°f (3-3-5) 


式 中 ，J 称 为 摩 阻 系数 〈 它 是 量 纲 为 1 的 量 )。 利 用 式 (3-3-3) 和 式 (3-3-5)，6R。 可 
表示 为 
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1 24f 
=-=pV’ Lodr (3-3-6) 
62Y Do 


对 图 3.5 (a) 所 示 的 开口 系统 列 动量 方程 ， 有 
m(V +dV NA+dA)—mVA 


-orparad+ At (p+ aron 
略 去 高 阶 项 ， 简 化 得 
vay= -里 -2 dx (3-3-7) 
p 也 


显然 式 (3-3-7) 是 式 (3-2-1) 的 特例 。 


3.3.3 管 路 中 有 加 热源 时 在 基本 方程 中 的 数学 表达 


管 路 中 有 加 热源 主要 体现 在 能 量 方程 的 表达 上 ， 下 面 以 一 维 加 热管 流 为 例 。 设 6q 和 
分 别 表示 对 开口 系统 内 的 单位 质量 气体 的 加 热量 和 加 热 率 ， 如 图 3.5 (a) 所 示 ， 设 @ 为 对 开 
口 系统 内 气体 的 总 加 热 率 ， 有 

6q=9dx/V = Gdt (3-3-8) 
O@=pdadr= py454 (3-3-9) 
对 图 3.5 (a) 所 示 的 开口 系统 写 出 能 量 方程 ， 有 


Ce [GA Ge oh 


=-(p+dp(V +dV)(A+dA)+pVo+0 
略 去 高 阶 小 量 ， 代 入 式 〈3-3-9)， 上 式 简化 为 


s+2]- 6q 
由 答 的 定义 = e+ 三， 于 是 一 维 定常 加 热流 的 能 量 方程 为 

a 6g (3-3-10) 
显然 它 与 式 (3-2-2) 是 等 价 的 。 如 果 积 分 上 式 又 可 得 到 


取 ww 
+ httAg (3-3-11) 
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3.3.4 ”具有 添 质 流动 时 基本 方程 的 数学 表达 


添 质 作 用 对 连续 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 都 有 影响 ， 这 里 以 简单 添 质 流 为 例 。 假 设 添 
质 流 dm 垂直 于 主流 方向 x， 并 且 添 质 流 和 主流 属 同一 气体 ， 它 们 的 热力 学 变量 也 彼此 相等 ， 
例如 p=p,,p=pi,T=T,c, =cw， 此 处 下 标 “i ”表示 添 质 流 的 变量 。 由 于 添 质 作用 ， 连 续 
方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 都 要 重新 推导 。 


1. 连续 方程 
m(x) = PVA # const (3-3-12) 
其 微分 形式 为 
tm dp dr A (3-3-13) 
和 
2. 动量 方程 


对 图 3.5 (b) 所 示 的 开口 系统 列 出 动量 方程 


(m+dm)(V +dV)—mV CE n+ 电 ja 


由 此 简化 得 Wi (3-3-14) 


讽 


3, 能 量 方程 
对 图 3.5 (b) 所 示 的 开口 系统 列 出 能 量 方程 


Cr | Ga Cal Ga 党 
将 上 式 简化 可 得 上 -全 (3-3-15) 


Da 
式 中 =h+ 了 bor = 如 + 方 


这 里 包 与 各 分别 表示 主流 和 添 质 流 的 总 烩 。 显 然 如 果 主 流 和 添 质 流 具 有 相等 的 总 值 ， 则 
添 质 作用 对 能 量 方程 没有 影响 。 


3.3.5 几 个 因素 同时 作用 时 的 基本 方程 〈 一 维 定常 流 ) 


上 面 推导 了 单个 制约 因素 在 有 关 基 本 方程 中 的 数学 表达 。 显 然 ， 将 它们 选 加 在 一 起 便 
可 以 得 到 这 几 个 因素 同时 存在 时 的 一 维 定常 流动 基本 方程 组 。 下 面具 体 给 出 这 时 方程 的 
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形式 
1. 连续 方程 
由 式 (3-3-12) 和 式 (3-3-13) 给 出 
而 (可 = PVA (3-3-16) 
由 此 得 uh dp dV A (3-3-17) 
m p Vv .4 
2. 运动 方程 
由 式 (3-3-7) 和 式 (3-3-14) 可 以 得 到 
dp+pV +pV’ 2detpV? P=0 (3-3-18) 
V D. 次 
对 于 完全 气体 ， 注 意 到 声速 及 马赫 数 定义 ， 则 上 式 可 化 为 
no 学 + + 外 |- 0 (3-3-19) 
p m 
3. 能 量 方程 
由 式 (3-3-10) 和 式 (3-3-15) 给 出 
Ga 6q-(h— 各 (3-3-20) 
y? 
或 写成 中 dh (3-3-20a) 
其 中 dh=6g-( 扩 -向 ) 各 (3-3-21) 
对 于 量 热 完全 气体 ， 能 量 方程 可 写成 包含 M 数 的 形式 ， 即 
yD -3- 
DM 0 (3-3-22) 
mY-ly | 
注意 到 7 -+ 3 M 下 
于 是 能 量 方程 变 为 
CL A FP a -3- 
T+-DM (Cie (3-3-23) 
4. 状态 方程 


对 于 热 完 全 气体 ， 有 
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(3-3-24) 


因此 式 (3-3-24)、 式 (3-3-17)、 式 (3-3-19) 与 式 (3-3-23) 给 出 了 四 个 因素 同时 
作用 下 一 维 定常 热 完 全 气体 流动 的 基本 方程 组 ， 这 个 方程 组 含有 四 个 物理 量 V,P,p,T ， 而 且 


它 有 四 个 独立 方程 组 成 ， 因 此 只 要 给 定 各 种 制约 因素 的 有 关 量 ( 即 些 ,外 世 500 -Tw) 以 及 


各 )， 并 且 给 定 边界 条 件 ， 则 方程 组 定 解 。 


3.3.6 流动 特性 参数 的 微分 关系 及 影响 系数 


由 马赫 数 定义 M?=V?/a? =V? /YRT) 
将 其 取 对 数 后 再 微分 得 到 


将 上 式 代入 到 式 (3-3-19) 和 式 (3-3-23) 中 得 
pIM?* dT 
p bb 


Ca 
7 和 二 


由 式 (3-2-15) 得 


在 喷气 推进 问题 中 ， 常 会 用 到 冲 量 函数 ， 对 于 任意 截面 ， 它 的 定义 为 


2 
下 = ph4+my = else |- rare’ 
p 


将 式 (3-3-29) 取 对 数 后 再 微分 ， 得 
下 
F 


虫 ,4 
p 4 
由 式 (3-2~13) 可 以 得 到 炉 增 的 方程 为 


168 


tM tr 0 


(3-3-25) 


(3-3-26) 


(3-3-27) 


(3-3—28) 


(3-3-29) 


(3-3—30) 
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"| (3-3-31) 
-A 


至 此 得 到 了 8 个 独立 的 微分 方程 式 即 式 (3-3-24) 一 式 (3-3-28)、 式 (3-3-30)、 式 
(3-3-31) 以 及 式 (3-3-17)， 其 中 包含 8 个 流动 特性 参数 的 微分 变量 ， 它 们 是 
Pd MB 泽 站 

PVp'T MBF 另外 ， 还 包含 地 ,4f 世 这 4 个 制约 因素 的 微分 
变量 。 为 了 便于 书写 ， 令 


本 人 | 时 47 生 于- 电 ] (3-3-32) 


的 人 | 时 于 旦 于 于 用 放生 | -3-3 


可 以 把 名 0 =1- 汶 取 为 自 变量 ， 而 把 名 G=1-~ 8) 取 作 因 变量 ， 于 是 这 时 上 面 8 个 独立 的 微分 
方程 成 了 线性 方程 ， 因 而 可 采用 解 线性 代数 方程 组 的 办 法 〈 例 如 克 羔 姆 法 则 ) 解 出 & ， 得 
到 

6=y6D) (=1-8) (3-3-34) 


所 
式 中 ，a, 叫 影响 系数 。 作 为 例子 这 里 仅 给 出 a 与 a,,，( j=1~4) 的 具体 表达 式 ， 其 他 具体 
表达 式 作为 课 后 作业 ， 请 读者 自行 补 上 。 这 里 wj 与 的 表达 式 为 


ai LU ，。 -DCD+O-DAC 
1-M2 204-M2) 
(nm ] ape (1+ mr 3 
人 IM 
a CL 
1-M? 20-M’) 
用 (3-3-36) 
end 1+YM? 
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83.4 ” 变 截面 一 维 定常 无 类 、 绝 能 流 


3.4.1 流动 参数 随 截 面积 变化 的 规律 


本 节 主 要 讨论 一 维 、 定 常 、 可 压 、 无 粘 、 绝 能 、 定 比 热 的 完全 气体 在 管道 截面 积 沿 轴线 
变化 时 管内 的 流动 。 喷 气 发 动机 的 进 气 道 ， 尾 喷 管 以 及 试验 风 洞 中 的 流动 都 可 近似 地 看 作 这 
样 的 流动 。 它 的 数学 提 法 是 : 给 定 管道 截面 面积 的 变化 规律 A(x) ， 给 定 某 个 初始 截面 的 气 
流 参数 V,p,p,,7 等 ， 求 任 一 个 截面 上 的 气流 参数 V,,R,p,,T, 等 。 该 问题 的 基本 方程 组 为 


P (3-4-1) 


在 现在 的 条 件 下 ， 便 可 借助 于 式 〈3-3-34) 得 到 各 流动 参数 与 截面 面积 变化 的 微分 关 
系 ， 即 


EA 此 (3-4-2) 
p 1-M 4 
时. ;此 (3-4-3) 
V IMA 
et (3-4-4) 
p -IM A 

有; 
DM (3-4-5) 
了 1-M a 
Ms EY DM (3-4-6) 
M 20-WN5 A 


从 上 面 的 微分 关系 就 可 以 得 出 流动 参数 随 截面 面积 变化 的 规律 : 
(1) 对 于 亚 声速 流动 (M <D) ， 如 果 增 大 截面 积 ， 则 必然 引起 速度 的 减 小 ， 压 强 的 增 大 ， 


密度 的 增加 ， 温 度 的 增高 。 
(2) 对 于 超声 速 流动 (M >1)， 如 果 增 大 截面 积 ， 则 必然 引起 速度 的 增 大 ， 压 强 的 减 小 ， 
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密度 的 减 小 ， 温 度 的 降低 。 

(3) 当 M =1 时 ， 如 果 该 处 速度 有 变化 (例如 见 式 (3-4-3)) dy #0， 则 dA=0， 该 
截面 为 临界 截面 。 可 以 推断 ， 临 界 截 面 一 定 是 管道 的 最 小 截面 。 应 当 指出 ， 不 应 将 临界 截面 
和 最 小 截面 相 混淆 。 最 小 截面 是 对 管道 的 几何 形状 而 言 的 ， 在 最 小 截面 处 气流 是 否 达到 当地 
声速 取决 于 管道 进出 口 处 的 压强 比值 。 

(4) 通常 ， 使 气流 加 速 的 管道 叫 喷 管 ， 使 气流 减速 的 管道 叫做 扩 压 器 。 在 管道 的 最 大 或 
最 小 截面 处 (d4 = 0) ， 如 果 不 出 现 声速 (M *D ， 则 dy =0 ， 即 在 该 处 的 速度 将 是 极 值 。 要 想 
产生 超声 速 气流 ， 管 道 的 截面 形状 在 亚 声 速 段 应 是 收缩 的 ， 在 超声 速 段 应 是 扩张 的 ， 而 以 声 
速 处 截面 积 为 最 小 。 当 然 要 产生 超声 速 气流 ， 上 下 游 还 必须 有 足够 的 压力 差 ， 但 管道 先 收缩 
后 扩张 这 一 点 是 必要 的 几何 条 件 。 这 种 收缩 -扩张 形 喷 管 是 1889 年 瑞典 工程 师 拉 伐 尔 (de 
Laval) 发 明 的 ， 故 称 之 为 拉 伐 尔 喷 管 。 


3.4.2 喷 管 的 流速 与 流量 的 计算 


为 方便 以 后 的 讨论 ， 这 里 规定 几 个 记号 。 

(1) 背 压 只 ， 它 是 指 喷 管 出 口 截面 以 外 《〈 不 包括 出 口 截面 ) 周围 环境 的 压力 ， 有 时 亦 
称 环境 压力 。 若 周围 是 大 气 环境 ， 则 背 压 就 等 于 大 气压 力 R =P; 若 喷 管 出 口 之 后 接 一 个 体 
积 很 大 的 容器 或 者 接 真空 的 气 鲜 ， 则 背 压 只 就 等 于 此 容器 压力 或 者 真空 锐 的 压力 。 

(2) 及 或 Ph， 它 表示 出 口 截面 压力 即 喷 管 出 口 截 面 上 (不 包括 出 口 截 面 以 外 ) 的 压力 。 
另外 ， 凡 带 有 下 标 E 或 e 的 参数 都 叫 出 口 截面 参数 ， 例 如 Me,V,p. 等 。 值 得 注意 的 是 ， 一 般 
说 出 口 截面 参数 并 不 一 定 等 于 环境 参数 。 

通常 ， 使 用 喷 管 不 外 乎 两 个 目的 : 一 个 是 获得 一 定 的 速度 ， 例 如 风 洞 试验 段 要 有 一 个 确 
定 的 均匀 流 场 ; 另 一 个 目的 是 需要 得 到 一 定 的 质量 流量 , 例如 喷气 发 动机 要 达到 预定 的 推力 ， 
需要 有 进 气 道 。 设 喷 管 上 游 的 贮 气缸 参数 为 m,pu, 五 ， 喷 管 出 口 处 的 压力 为 p。 ， 出 口 截面 积 
为 人 ， 由 能 量 方程 式 (3 -2-9) 和 等 炉 关 系 式 (3-2-15)， 可 推出 喷 管 等 粹 流 的 出 口 速 度 
多 和 马赫 数 M。 分 别 为 


a :| | (3-4-7) 


3 
二 上 2 加 -| (3-4-8) 
a. M7-ll\p. 
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等 炉 流 的 质量 流量 为 


站 = PK 人 Zl 
wml 


引进 临界 参数 并 注意 使 用 式 (1-8-33)、 式 (1-8-20) 与 式 (1-8-21) 后 ， 则 对 于 
任意 一 个 截面 来 说 都 可 写 为 


(3-4-9) 


BAgM)=K PA YN (3-4-10) 


J Vn 


渤 | 
式 中 (去 六 (3-4-11) 


这 里 y(A) 为 气动 函数 ， 其 定义 见 式 (3-2-17)。 显 然 ， 在 一 定 的 总 温 、 总 压条 件 下 ， 喷 管 
流量 的 增加 是 有 限度 的 ， 一 旦 在 喷 管 内 出 现 了 临界 截面 A， 那么 这 时 流量 便 达到 了 最 大 值 ， 
其 表达 式 为 


We pVA= BY (pV)A=a Mp0) A=K 


Pp 
js = pV.A, =K— A (3-4-12) 
到 

也 就 是 说 ， 管 道 的 喉 部 (通常 把 最 小 截面 叫 喉 部 ) 一 旦 成 为 临界 截面 时 ， 其 最 大 的 质量 流量 

就 由 管道 中 给 定 的 忆 ,T, 以 及 喉 部 面积 大 小 所 限定 ， 这 时 无 论 怎么 降低 背 压 〈 或 提高 压 比 ) 

都 无 法 增 大 流量 。 也 就 是 说 ， 在 一 定 条 件 下 变 截面 管道 中 通过 的 流量 有 一 定 的 限制 ， 再 多 就 

被 “ 堵 ” 住 了 ， 这 时 就 发 生 了 所 谓 的 垩 塞 现象 。 


3.4.3 收缩 喷 管 及 三 种 流动 状态 


一 、 三 种 流动 状态 

收缩 喷 管 是 指 截面 积 逐渐 缩小 的 管道 ， 在 喷气 发 动机 中 是 常用 的 重要 部 件 之 一 ， 其 功能 
是 使 亚 声速 气流 不 断 加速 。 为 了 了 解 喷 管 出 口外 界 背 压 对 收缩 喷 管 中 气体 流动 的 影响 ， 可 进 
行 如 下 的 试验 ， 其 试验 装置 如 图 3.6 所 示 。 喷 管 进口 的 气流 来 自 大 气 ， 喷 管 出 口 通过 稳 压 箱 
与 真空 箱 相连 , 真空 箱 内 的 空气 由 真空 泵 抽 走 而 造成 低压 , 稳 压 箱 内 的 气体 压强 由 阀门 控制 ， 
也 就 是 说 ， 喷 管 出 口外 界 气体 的 压强 只 在 试验 中 可 以 改变 ， 而 喷 管 中 的 总 压 和 总 温 在 试验 
中 不 变 ， 显 然 ， 它 们 的 值 就 是 大 气 的 压强 和 大 气 的 温度 。 

喷 管 内 气流 的 流动 分 三 种 状态 : 
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及 (可 变 的 ) 


1. 亚 临 界 流动 状态 

当 阀门 《如 图 3.6 所 示 ) 逐渐 开 
大 时 ， 稳 压 箱 内 气体 的 愉 逐 渐 降 低 
喷 管 出 口气 流速 度 不 断 增 大 ， 通 过 的 ~N 
流量 也 相应 增 大， 这 时 整个 喷 管内 的 一 站 
流动 是 亚 声 速 的 ， 因 此 背 压 的 变 
化 所 引起 的 扰动 可 以 传 遍 整个 喷 管 
也 就 是 说 的 变化 可 以 影响 整个 喷 
管内 的 流动 。 由 于 M。<1， 因 此 图 3.6 进行 喷 管 三 种 状态 试验 的 装置 
1R>(R1R),= 有 ， 这 里 有 叫 临 
界 压 强 比 


7 


2 说 
=| -一 (3-4-13) 
&-( 广 ] 


对 于 空气 y=1.4， 则 有 . =0.528， 因 此 我 们 称 R 1R> 有 .的 流动 状态 为 亚 临界 流动 状态 ， 
在 这 种 流动 状态 下 ， 出 口 处 气流 压强 忆 等 于 外 界 压强 忆 ， 这 时 气体 在 喷 管 中 得 到 了 完全 膨 
胀 。 

2. 临界 流动 状态 

当 背 压 只 降 到 如 /及 = 有 时 ， 这 时 喷 口 M。=1.0， 出 口气 流 的 压强 忆 等 于 背 压 hh， 气体 
在 喷 管 中 仍然 得 到 完全 膨胀 ， 这 种 流动 状态 叫 临界 流动 状态 。 

3, 超 临界 流动 状态 

当 员 /及 < 有 时 ， 由 于 这 时 出 口 截面 处 已 是 声速 流 ， 所 以 背 压 引起 的 扰动 不 能 越过 声速 
面 ， 扰 动 不 能 影响 喷 管 内 的 流动 ， 出 口 截 面 上 气流 压强 PR 不 随 背 压 降低 而 降低 ， 而 是 维持 
着 已 = 有 .只 这 个 值 ， 出 口 截面 上 气流 仍 是 声速 流 即 M。 =1， 相 对 流量 办/m 仍 保持 着 等 于 1， 
这 种 流动 称 超 临界 流动 。 此 时 喷 管 出 口 处 的 气流 压强 已 > 只 ， 也 就 是 说 气流 压强 没有 完全 膨 
胀 到 外 界 背 压 RR, 的 值 ， 所 以 这 种 流动 状态 又 称 为 未 完全 膨胀 状态 ， 气 流 在 出 口 截 面 之 后 将 
继续 膨胀 。 

二 、 惠 塞 状 态 及 提高 V. 的 措施 

在 一 定 的 气流 总 温 趟 与 总 压 叫 下 ， 对 于 给 定 出 口 截 面 面 积 A 的 收缩 喷 管 当 气体 处 于 亚 
临界 流动 时 ， 则 随 着 外 界 背 压 只 的 降低 ， 出 口 截面 上 气流 速度 只 不 断 增 大 ， 喷 管 的 流量 也 
不 断 增加 ， 但 是 当 气体 处 于 临界 和 超 临界 状态 时 ， 这 时 出 口 截面 上 M。 =1， 出 口 截面 变 成 临 
界 截面 ， 通 过 喷 管 的 流量 达到 最 大 值 ， 这 时 背 压 RR 再 进一步 的 降低 并 不 能 使 气流 的 马赫 数 
继续 增 大 ， 即 这 时 呈现 了 率 塞 状态 。 在 率 塞 状态 下 ， 如 果 仅 采 取 增 大 进口 的 总 压 忆 ， 这 时 
由 于 出 口 截面 的 M, 仍 然 等 于 1， 出 口 截面 的 压强 等 于 Bp,R， 这 时 忆 虽 随 叫 增 大 ,但 
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1 的 比值 仍然 不 变 ( 这 里 B, 值 由 式 (3-4-13) 定 出 )， 因 此 由 式 (3-4-7) 知 这 时 出 
口 速度 并 不 增 大 。 然 而 ， 当 仅 增加 进口 总 温 值 ， 而 M。，PR/R 和 马 值 保持 不 变 时 ， 由 
式 (3-4-7) 可 知 这 时 VY 值 也 会 变 大 。 因 此 在 航空 喷气 发 动机 中 常 采用 在 加 力 燃 烧 室 中 对 
燃气 再 一 次 喷 油 燃烧 的 方法 去 提高 燃气 的 总 温 ， 以 便 达 到 增加 喷气 速度 的 目的 。 

例 1 某 涡轮 喷气 发 动机 在 地 面试 验 时 ， 测 得 发 动机 尾 喷 管 〈 收 缩 喷 管 ) 进口 处 燃气 总 压 
只 =2.3x10 N/m* ， 总 温 =928.5 K ， 燃 气 的 比 热 比 Y=1.33 ， 喷 管 出 口 面积 A, =0.167 5 米 ?， 
试验 时 的 大 气压 强 PR =0.987x10” N/m? ， 试 求 喷 管 出 口 截面 上 的 气流 速度 多 和 压强 已 以 及 通 
过 喷 管 的 燃气 流量 疡 。 

0.987x10; 


到 B07X10 = = 
解 首先 判断 喷 管 中 气体 的 流动 状态 : RB ~ 23x10 0.429; 对 于 Y=1.33， 由 


(3-4-13) 式 算出 有 =0.5404， 因此 全 <B.， 流动 处 于 超 临界 工作 状态 。 根 据 超 临界 工作 


的 特点 ， 这 时 出 ee 
hh = = 0.540 4x2.3x107 =1.242x10: N/m? 


hn 去 ar .33x287.4x928.5 = 552 m/s 


庙 = de ee 503 kg/s 
例 2 在 喷 管 试验 设备 中 ， 真 空 箱 内 的 气体 压强 为 8.0x10; Pa ， 真 空 泵 所 抽 走 的 流量 
内 = 0.18 kg/s ， 假 设 试验 时 大 气 的 压强 P =1.013x10: Pa ， 大 气温 度 丰 =293 K ， 试 问 ; 
(a) 在 收缩 喷 管 中 能 否 形成 超 临 界 流动 状态 ? 
(b)》 为 了 保证 喷 管 能 通过 最 大 流量 ， 收 缩 喷 管 的 出 口 截面 直径 应 为 多 少 ? 
解 (a) 真空 箱 内 的 气体 压强 作为 喷 管 的 出 口 背 压 只 ， 喷 管 中 的 气流 总 压 就 是 大 气压 
强 届 ， 因 此 压强 比 为 如 /如 =0.0789 < Bp, ， 所 以 试验 时 在 喷 管 中 形成 超 临 界 流动 状态 。 


(b) 试验 时 的 员 和 五 就 是 大 气 的 压强 和 温度 ， 通 过 喷 管 的 最 大 流量 为 加 =K 及 人 


友 ^ 
这 个 值 也 是 真空 泵 所 能 抽 走 的 最 大 流量 ， 因 此 
ms VT 0.18xV293 


A a i S310" mm 


所 以 ， 出 口 截面 直径 d. -Ea 
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”3.4.4 拉 伐 尔 (Laval) 喷 管 的 几 种 流动 状态 


一 、 几 种 状态 的 介绍 及 喷 管 正 问题 计算 
采用 Laval 喷 管 的 主要 目的 是 在 其 出 口 处 获得 所 需要 的 气流 参数 (例如 M 数 )。 喷 管 出 
口 处 的 气流 参数 不 仅 依赖 于 喷 管 截面 积 的 变化 ， 而 且 更 取决 于 喷 管 上 下 游 的 压力 比 。 这 里 所 
谓 喷 管 正 问题 是 ， 给 定 Laval 喷 管 的 几何 形状 以 及 上 游 的 总 压 只 ， 讨 论 当 改 变 其 下 游 的 背 压 
Rh 时 ， 喷 管 工 作 情况 的 变化 规律 。 围 绕 这 个 问题 ， 讨 论 如 下 三 种 状态 。 
1. 状态 三 一 一 喉 部 马赫 数 刚 好 为 !， 其 余 截 面 全 部 为 亚 速度 等 粹 流动 
在 等 炉 流 动 中 ， 由 连续 方程 及 等 粹 关系 对 于 任意 两 个 截面 例如 1 截面 与 2 截面 有 
| 
7~1, ,2 oD 
A_ pW pMa_ M2 (3-4-14) 
4 pi pr Meo Mr TI 


将 上 式 用 于 任 一 截面 与 临界 截面 上 ， 有 


A, “mE 1L{..2 7-1 翅 5 
pea es ee) (3-4-15) 


如 果 将 上 式 作 成 曲线 ， 如 图 3.7 所 示 ， 
显然 对 于 任意 一 个 给 定 的 A/4.， 则 有 两 个 
对 应 的 马赫 数 M : 一 个 是 亚 声速 的 ， 另 一 
个 是 超声 速 的 。 

在 该 状态 下 ， 由 于 喷 管 出 口 截面 为 亚 声 
速 ， 因 此 必 有 R= 及 ; 令 此 时 喷 管 出 口 处 亚 
声速 马赫 数 为 M。， 于 是 将 式 (3-4-15) 
用 于 出 口 与 喷 管 喉 部 临界 截面 上 便 有 


pm ees J 


(3-4-16) 
由 Mum 及 等 炉 关 系 可 求 得 (1R) 值 即 


RAI fa 7-1 1 
人 | =| 二 | =|1+ 一 -1 (3-~4- 
四 CL (" 2 ep 
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也 就 是 说 ， 对 于 给 定 的 喷 管 截面 面积 比 A/A， 各 果 /8 和 于 入 ]， 则 这 时 喷 管 内 的 流 


动 状态 称 为 状态 II。 

2. 状态 工 一 一 正 激 波 刚好 位 于 出 口 截面 

此 时 出 口 截 面 压 力 忆 为 激 波 前 压力 ， 而 激 波 后 压力 为 外 界 压 力 Rh， 因 此 RR; 对 于 
任 一 给 定 的 人 /4 值 ， 借 助 于 式 (3-4-15) 并 取 其 超声 速 的 解 便 得 到 了 出 口 截面 激 波 前 的 
马赫 数 ， 并 记 为 Mu ， 然 后 由 Mu 的 值 及 等 炉 关 系 去 算出 (PR/R), 值 ， 即 


法 
加 -+ (3-4-18) 
Rh 2 
而 激 波 前 压力 Ps 与 波 后 压力 R 间 的 正 激 波 关系 为 
BB 2 m7?! (3-4-19) 
站 


由 人 ee 


也 就 是 说 ， 对 于 给 定 的 喷 管 截面 面积 A /A4.， 如 果 忆 /刚好 等 于 (R1R), 值 ， 则 正 激 波 刚 
好 位 于 喷 管 出 口 截 面 ， 这 时 的 流动 状态 称 为 状态 I[ 。 

3. 状态 1 一 一 出 口 截 面 既 无 激 波 ， 又 无 膨胀 波 

此 状态 已 = 只 ， 这 就 是 通常 说 的 设计 工 况 ， 这 时 出 口 马 赫 数 M。 应 为 超声 速 的 ， 它 可 由 
式 (3-4-15) 得 到 。 显 然 这 时 Me 应 等 于 Ms ， 同 样 的 可 借助 于 M。 值 及 等 粹 关系 得 到 


(R/R) 为 
2 
全 ] -+ (3-4-21) 
LL 


也 就 是 说 ， 对 于 给 定 的 喷 管 截面 面积 A/14.， 如 果 岂 1B 刚 好 等 于 (R17R), 时 ， 则 喷 管 出 口 截 
面 既 无 激 波 ， 也 无 膨胀 波 ， 管 内 整个 流动 以 及 出 口 截 面 之 外 全 都 是 等 炉 流 动 ， 这 时 喷 管 所 处 
的 流动 状态 称 为 状态 1 。 

至 此 ， 介 绍 了 Laval 喷 管 的 三 种 典型 状态 ， 对 于 任 一 给 定 的 全 /4 值 ， 借 助 于 式 (3 
4-17)、 式 (3-4-20) 与 式 (3-4-21) 可 以 计算 出 三 个 特征 压 比 ， 即 ( 尺 / 员 )m ， 
(RB) 与 (R/1R), 值 ， 显然 
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加 加 加 (3-4-22) 
Bl lah ls) 
对 于 给 定 的 及 /及 值 ， 以 下 分 七 种 情况 讨论 ; 
《1) 如 果 及 /及 =( 及 1)a， 则 这 时 只 部 截面 马 基数 刚好 为 1， 其余 截面 全 为 亚 声 加 流动 
因此 喷 管 的 流动 处 于 状态 

(2) 如 果 es pn 

a 
(3) 如 果 及 <| 马 ] 并 且 总 >(E 时， 则 中 部 达到 过 ， 并 且 在 了 部 与 口 夫 面 之 
na) a la) 


0 


产生 正 激 波 ， 这 时 M。<1 所 以 P= 岂 
(4) 如 果 妨 /局 mg 全] 时 ， 则 正 激 波 位 于 喷 管 出 口 截 面 ， 这 时 Pp < R ， 流 动 处 
, 


] 于 则 下 六角 化 为 出 口 他， 如 图 3.8 所 示 
| 


于 状态 I[。 
Ph pb 及 
(5) 如 果 宇 | 并 且 之 >| 之 
eat 
此 时 已 < 已 。 
G 


Ww 
S 


图 3.8 管 外 出 现 斜 激 波 
Bl 等 于 js 则 喷 管 叱 部 以 下 直到 出 口 以 外 全 部 为 等 炉 连 续 的 超声 
on 


A 
(6) 如 果 站 


速 流动 ， 这 时 PR = 忆 ， 流 动 处 于 状态 1。 
0 名 时 全- 人 ] 时 则 喷 管 出 口 产 生 脱 胀 波 ， 如 图 3.9 所 示 ， 气 流 穿 过 膨胀 波 进 一 
i 


步 加 速 ， 这 时 PP>R。 
作为 课 后 作业 ， 请 读者 试用 FORTRAN 语言 或 C 语言 编制 Laval 喷 管 一 维 定常 流动 正 问 


题 求解 的 计算 机 程序 。 
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图 3.9 管 外 出 现 脱 胀 波 


二 、Laval 喷 管 反问 题 的 求解 

这 里 所 谓 反 问题 是 指 给 定 出 口 截面 马赫 数 M.， 去 确定 人 /人 以 及 只 / 马 的 值 。 因 篇 幅 所 
限 ， 这 里 不 作 深入 讨论 ， 请 读者 课 后 思考 。 

例 3 设 空气 流 过 一 拉 伐 尔 喷 管 ， 喉 部 截面 积 A = 0.1 m*， 出 口 截 面积 A =0.117 mz， 背 
压 只 =1 大 气压 。 如 喷 管 前 的 总 温 页 =300 K， 总 压 台 分别 为 1.25 大 气压 和 1.15 大 气压 ( 绝 
对 )， 比 热 比 y=1.4 。 试 求 两 种 情况 下 出 口气 流 的 速度 六 、M.。 和 流量 关 ， 并 比较 喉 部 的 静 
压 P 值 。 

解 ” 先 判断 所 给 的 两 种 情况 是 否 属于 等 精 流 的 工 况 。 为 此 ， 要 找 出 A 已 经 出 现 临 界 截 
面 而 在 扩散 段 内 是 亚 声速 等 炉 流 所 需 的 总 压 ， 与 给 定 的 总 压 值 进 行 比较 ， 便 可 判定 。 按 已 知 
的 A14=1.17， 从 等 粹 气流 函数 表 查 出 

M。 =1.495 〈 超 声速 情况 7 


Me。=0.615 〈 亚 声速 情况 ) 
再 分 别 代入 式 (3-4-21) 与 式 (3-4-17) 得 到 对 应 的 压力 比 为 


了 En 
Bilm Y= [1+14-lx1.495: | =0.274 
Rj 2 


-14 


BE)| -fillxo6s | =0775 
驴 刁 2 


计算 给 定 的 压 比 
R/P=1/1.25=0.8 


或 者 R/P=1/1.15=0.92 
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显然 这 时 给 定 的 两 个 压 比 RV/ 忆 均 大 于 (R1R)w 值 ， 因 此 给 定 的 条 件 属 于 整个 喷 管 内 是 亚 声 


速 等 粹 流 〔 喉 部 未 出 现 声速 ) 的 工 况 。 
(1) 求 出 口 截面 的 M。 和 VY 


情况 T: 
按 员 /R =1.25， 由 式 (3-2-15) 有 
下 
Pr 
xm 人 =0.938 ， 于 是 工 = 282 
而 a =20.04VT, =336 
[3 
由 式 (3-4-8) M。 = 二 om 
7-1|\R 


而 V=M.a,=193 m/s 
情况 I[: 
按 有 只/P =1.15， 由 上 述 同 样 的 计算 步骤 ， 得 
M. =0.451, V.=153 m/s 
(2) 求 喉 部 的 静 压 
为 使 于 计算 ， 可 先 求 出 两 种 情况 下 所 对 应 的 临界 截面 积 ， 然 后 再 算出 忆 值 。 
情况 [ ; 
按 M。 =0.574， 代 入 式 (3-4-15), 得 A/A=1.2209，, 又 A=0.117， 则 A=0.0958， 
而 4《/4 =1.0438 ， 再 从 等 和 流 函数 表 查 得 M,=0.79 ， 代 入 式 (3-2-15 )， 得 
P/R=0.6625， 又 忆 =1.25， 于 是 得 
P=0.83 大 气压 (绝对 ) 
情况 I[: 
按 M。=0.45， 同 理 有 
A/A =1.449,A. =0.081A1A =1.239 


M, =0.56,P1R=0.808,PR =0.93 大 气压 (绝对 ) 


(3) 求 流量 所 
由 上 面 已 算出 的 对 应 临界 截面 积 ， 可 利用 式 “3-4-12) 计算 流量 。 
情况 I : 
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RB 1.25x1.013 25x107 


nt = 0.040 42: A=0.040 42x 一 一 天 一 一 一 一 x0.0958 
i Er 
=28.32 kg/s 
情况 本 : 
1.15x1.013 25x10 
n=0.040 42x 一 一 二 一 一 一 x0.081 = 21.94 kg/s 
庙 Fm 8/ 


例 4 空气 流 过 一 拉 伐 尔 喷 管 ， 在 扩张 段 某 截面 A 处 产 
生 一 道 正 激 波 ， 如 图 3.10 所 示 。 已 知 喉 部 截面 积 A =0.10 m?， 
激 波 所 在 处 的 截面 积 A =0.20 m?， 出 口 截面 积 A =0.25 m?， 
喷 管 上 游 总 压 忆 =10 大 气压 〈 绝 对 )， 总 温 五 =500K。 求 
激 波 后 以 及 出 口 截面 的 马赫 数 , 静 压 和 总 温 ， 并 求 流量 力 值 。 

解 ” 依 题 意 ， 气 流 在 喷 管 收 缩 段 膨胀 到 喉 部 ， 达 到 临界 状 
态 。 此 后 在 扩张 段 内 继续 等 灶 膨 胀 为 超声 速 流 ， 在 截面 A 处 
过 激 波 后 产生 突 跃 压缩 ， 变 为 亚 声 速 ， 以 后 又 在 从 截面 A 到 出 口 截 面 A 的 扩散 段 内 进行 等 
业 压 缩 。 

为 了 求 得 出 口 截 面 参数 ， 先 要 应 用 等 炉 流 关系 算出 激 波 的 参数 ， 其 后 利用 激 波 关系 算出 
激 波 后 参数 ， 最 后 再 利用 等 炉 流 关系 获得 出 口气 流 参 数 。 


利用 等 糯 流 函数 表 ， 按 照 已 知人 外 = 全 =2， 查 出 激流 前 的 超声 加 气流 参数 (用 下 标 1 表 


图 3.10 扩张 段 激 波 的 确定 


示 ) 


Mi =220， 卫 =00935 


四 
算出 =0.935 大 气压 。 
再 利用 正 激 波 函数 表 ， 按 照 M, =2.20 可 查 出 激 波 后 的 参数 (用 下 标 2 表示 ) 


M, =0.55, 过 =5.48, 鱼 - 0.628 


中 
算出 有 =5.12 大 气压 ，R, =6.28 大 气压 。 
利用 等 炉 流 函数 表 ， 按 照 M, = 0.55 查 出 
A -126 
(4.), 
要 注意 ， 这 里 的 (4.), 是 激 波 后 想像 的 临界 面积 ， 而 不 是 喉 部 面积 。 因 此 
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查 表 得 

M. =0.41, 已 /及 =0.89 
由 于 激 波 后 的 气流 作 等 箭 变化 ， 总 压 不 变 ， 玉 = R, =6.28 大 气压 。 故 算得 P=5.60 大 气压 。 
由 于 喉 部 出 现 临界 状态 ， 因 此 流量 己 达 最 大 值 ， 即 


Wes =0.040 42-B A =0040 42xl0x1.01325x10_xo4 
Vn V500 
=183.2 kg/s 


例 5 空气 自 储 气 铅 流 过 一 拉 伐 尔 喷 管 ，R =10 大 气压 ，7,=300 K,，A=0.1m, A= 
0.24 m*。 如 果 背 压 分 别 为 R=8 大 气压 和 只 =0.5 大 气压 ， 求 出 口 截面 气流 的 M 数 ， 静 压 和 
静 温 。 如 果 喷 管内 出 现 激 波 ， 求 激 波 的 位 置 。 

解 ” 先 由 A./14.=2.4 查 等 炉 流 函数 表 ， 得 Mn =0.25 〈 亚 声速 流 )，M。 = Mw =2.4 ( 超 
声速 流 )， 然 后 借助 于 式 (3-4-21)、 式 (3-4-17) 与 式 (3-4-20) 得 到 三 个 特征 压力 
比 


鱼 | =00684, [全 | =09575 [全 | =6.553 3x0.068 4=0.448 
中 1 nh mm 及 


0 0 0 


A) /aa 
(>) > 
本 题 给 出 两 种 压 比 
(RIB)=8/10=0.8, R./R=0.5/10=0.05 
对 于 只 /只 =08 的 情况 ， 属 于 | 及 ] < 及 <| 怠 ] 的 流动 ， 所 以 在 扩张 段 内 将 出 现 正 激 
Bh BR 
波 。 


对 于 及 /R=0.05 的 情况 ， mT 全] 的 流动 ， 所 以 在 喷 管 出 口 产生 超声 速 流 ， 并 且 
中 


在 管 外 继续 膨胀 加 速 。 
(1) 及 /R=0.8〈( 这 时 出 口 为 亚 声 速 流动 
R=R=8 大 气压 ,借助 于 
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查 等 粹 表 得 M。=0.3，P/PR,=0.94，T./T, =0.982; 因 Ti =Tm =T=300K， 因 此 T= 
295 K ，P =8 大 气压 。 
再 来 确定 激 波 的 位 置 。 由 于 
BF/ -8/10 -0851 
PB P/P, 094 
查 正 激 波 表 ， 得 激 波 前 的 马赫 数 (M,), =1.71; 由 (M,), 查 等 炉 流 函数 表 得 A /Ah. =1.347， 
代入 和 =4 =0.1 mm? 算出 激 波 所 在 截面 的 面积 为 A =0.14 m? 。 
(2) 1/R=0.05〈( 这 里 出 口 截 面 为 超声 速 流动 ) 
这 时 M。=2.4， 因 局 =10 故 P=0.684; 查 等 粹 流 函数 表 得 T/T,=0.465， 得 T=140 K。 
例 6 今 有 一 个 Laval 喷 管 ，4 /4 =1.59 ， 如 果 背 压 比 只 / 妃 分 别 为 0.94，0.64，0.25 和 
0.12 时 ， 试 求 上 述 四 种 压 比 下 喷 管 出 口 马 赫 数 M。 以 及 出 口 压 比 己 /只 值 ( 令 Y=1.4 )。 
解 ” 由 A/14=1.59， 查 等 炉 表 或 者 直接 计算 可 得 两 个 解 : Mn =0.4，M。 = M =1.93; 
然后 仿照 例题 5 可 算出 三 个 特征 压力 比 。 


B| -01425, [S| =08956, [B&B)| =0142 5x4.089=0.5827 
h 1 n mr (有 


0 0 0 


显然 


(1) BR/R=094 


0 


0 


显然 全 > 入] ， 因 此 这 时 最 小 截面 未 达 声速 ， 全 流 管 为 亚 声速 流动 且 已 = 只 ， 由 等 六 


关系 并 注意 到 只 / 必 = 已 /及 =0.94， 得 M.=0.30。 
(2) R/P,=0.64 
加 > 名] ， 所 以 在 喉 部 与 出 口 之 间 有 正 激 
Rj B lB 
波 ， 这 时 虽然 有 1R = 1R=0.64， 但 要 算出 M, 的 值 还 
需要 求 出 管内 正 激 波 的 强度 〈 可 仿照 例 5 的 做 法 去 求 )。 
(3) R/R=025 


uw 各] >]: 所 以 只 部 以 后 为 等 粹 连续 
Bh ns) 


的 超声 速 流动 ， 出 口 以 后 有 斜 激 波 ， 如 图 3.11 所 示 ， 这 
图 3.11 喷 口 处 的 斜 激流 时 M。 = Ms = Me =1.93 ; 按 M。 =1.93 的 等 炉 流 动 去 计算 
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得 PR/R=0.1425。 
计算 斜 激 波 强度 


由 M。=1.93 及 斜 激 波 关系 式 


sinp=, 2+ [B47 |=0.6648 
pA A 


得 激 波 角 有 =41.7"， 于 是 由 式 (2-3-44) 算出 偏转 角 98=10.7°。 

(4) 如/ 及 =0.12 

此 时 彤 /<(R1 忆 ),， 因 此 M。=(M。), =(M。)u =1.93 ， 于 是 按 M。 =1.93 的 值 作 等 炉 计 算 
得 到 这 时 P/R =0.1425 ， 气 流通 过 膨胀 波 进一步 加 速 。 


3.4.5 ”等 粹 管 流 实现 连续 过 渡 的 几何 要 求 


这 里 从 理论 上 讨论 一 下 一 般 流体 从 亚 声 速 连续 地 过 渡 到 超声 速 流动 的 问题 。 为 此 先 从 一 
般 流体 定常 一 维 流动 的 连续 方程 和 动量 方程 出 发 ， 它 们 是 
ldgp ,ldy, 1, 
pax Vdr Adr 


到 + 号 -0 (3-4-24) 


式 中 ，4 为 流 道 的 截面 积 ， 它 是 x 的 函数 。 注 意 到 


ae 到 = 这 里 (3-4-25) 
dr 人 ep 人 dr dr 


将 式 (3-4-23) 与 式 (3-4-24) 组 合并 注意 应 用 式 (3-4-25)， 得 


0 (3-4-23) 


二 一 = -人 (3-4-26) 


从 式 (3-4-26) 可 以 看 出 : dy 为 正 的 加 速 流动 应 该 与 d4WM? -1D 的 正 值 相对 应 ， 而 
dy 为 负 的 减速 流动 应 该 对 应 于 dA/(M? -1D 的 负 值 。 在 M =1 的 地 方 ， 仅 当 d4/dx=0 时 ， 加 
速度 才能 够 保持 有 限 值 ， 这 时 式 (3-4-26) 具有 高 等 数学 上 所 讲 的 “0/0” 型 。 为 便于 讨论 ， 
将 式 (1-9-98) 代入 到 式 (3-4-26) 中 便 得 到 一 个 显 含 马赫 数 的 方程 ， 即 
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LM _LI+C-DM2 da 

M dr M2 -1 4dr 

式 中 ，T 为 基本 气动 导数 ， 其 定义 由 (1-9-95) 式 给 出 。 
作为 一 般 流体 的 特例 ， 对 于 完全 气体 则 T= -1 ， 对 于 式 (3-4-27)， 当 da/dx=0， 

M =1 的 情况 ， 可 以 使 用 高 等 数学 中 的 洛 比 达 (Hospital) 法 则 ， 于 是 得 到 这 时 应 该 满足 的 


一 个 重要 关系 式 ， 即 
2 
全 = L004 (3-4-28) 


(3-4-27) 


24 de 

为 了 使 式 (3-4-28) 存在 有 物理 意义 的 解 ， 其 右 端 项 必须 为 正 值 ， 也 就 是 说 T 必须 
与 dh/de 同 号 。 正 如 8$ 1.9 节 所 述 的， 几乎 对 所 有 的 流体 ， 尤 其 是 对 完全 气体 来 说 ， 基 本 
气动 导数 古都 是 正 的 ， 所 以 也 要 求 dA/dx* 为 正 值 。 而 4 的 二 阶 导 数 大 于 零 ， 并 且 4 的 一 
阶 导数 等 于 零 , 在 高 等 数学 上 表明 这 时 的 曲线 上 止 , 也 就 是 说 流 道 的 曲线 应 具有 图 3.12 (a) 
所 示 的 形式 ， 即 Laval 喷 管 的 样式 。 因 此 ， 对 于 正常 流体 而 言 ， 仅 在 最 小 截面 上 或 者 说 仅 
在 喉 部 ， 马 赫 数 才能 通过 1; 另外 ， 还 需要 指出 的 是 : 虽然 从 亚 声 速 到 超声 速 的 过 渡 只 能 
发 生 在 喉 部 ， 但 并 不 是 在 喉 部 一 定 会 出 现 这 种 过 渡 。 由 式 3-4-26) 可 知 ， 如 果 在 喉 部 
的 M1， 则 加 速度 必 为 零 ， 这 就 意味 着 在 收敛 段 中 的 亚 声 速 流 动 在 扩张 段 内 将 继续 保持 
亚 声 速 流动 状态 。 


r>0 T<0 
H < | 一 -一 一 >-- 一 M>1 MH< 1 一 -一 < 一 人 > 一 -一 MA>1 
3 x M=1 x 


(a) (b) 


图 3.12 从 亚 声 速 到 超声 速 流 的 过 渡 
上 面 的 讨论 仅 针对 一 般 流体 ， 它 适用 于 完全 气体 。 另 外 ， 上 面 的 讨论 也 适用 于 三 维 管 流 
流动 。 
83.5 ”等 截面 一 维 定常 绝热 摩擦 管 流 


对 于 一 维 定常 、 绝 热 、 等 截面 、 摩 擦 管 流 ，§ 3.3 节 所 给 出 的 基本 方程 组 可 简化 为 
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PY 0o 
pVv 
时 +7HM2C +2720=0 
2 . (3-5-1) 
于 0-DM2 于 0 
煤 - 由 _- 虹 -0 
2 .2 
而 式 (3-3-34) 此 时 简化 为 
2 2 
电 YM UI+Y- DM (3-5-2) 
p 204-M”) D. 
2 
LA i (3-5-3) 
Vv 2I-MY DD, 
2 
2 nl (3-5-4) 
p 21M DD, 
| (3-5-5) 
T 240-MH5 DD, 
7-1y? 
7Mz|1+2 mM 
mM, 2 (“和 ] (3-5-6) 
M 20—M’) Db. 
dp _ 7M” dr 
4 空 (3-5-7) 
二 | 好 均 3-5 
2 
Ce (3-5-8) 
FF 2+7MD DD. 
SDM [yp (3-5-9) 
cz 2 D. 


由 于 dx 沿 着 流动 方向 为 正 ， 摩 阻 系数 了 也 是 正 的 ， 因 此 dp/P ，dy/Y 等 量 的 正 负 ， 便 
取决 于 等 式 右边 的 正 、 负 号 。 下 面 着 重 说 明 几 点 : 

(1) 不 论 是 亚 声速 流 还 是 超声 速 流 ， 在 绝热 摩擦 管 流 中 ， 总 压 和 冲 量 函数 总 是 不 断 减 小 
的 。 也 就 是 说 ， 壁 面 摩 阻 作用 引起 机 械 能 损失 ， 减 小 了 可 利用 的 功 ， 在 喷气 推进 装置 中 ， 则 
要 减 小 推力 。 
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(2) 无 论 是 亚 声速 流 或 超声 速 流 ， 摩 阻 作用 总 是 使 气流 的 速度 趋向 于 声速 ， 即 马赫 数 
M 趋向 于 1; 然而 ， 单 靠 摩 阻 作用 ， 不 可 能 使 亚 声 速 流 增 速 至 超声 速 流 ， 也 不 可 能 使 超声 
速 流 减速 至 亚 声速 流 。 

(3) 无 论 亚 声 速 或 超声 速 流 ， 摩 擦 沿 流向 都 引起 粹 的 增加 。 


3.5.1 等 截面 绝热 摩擦 管 任意 两 个 截面 上 气流 参数 间 的 关系 式 


首先 将 式 3-5-6) 适当 整理 并 作 如 下 积分 


芭 了 ， 
下 全 下 和 二 da (3-5-10) 
DD, “ne (tm 


式 中 ， Low 称 为 最 大 管 长 。 上 式 积分 限 是 这 样 定义 的 ， 取 x=0 的 截面 上 马赫 数 为 M,， 而 
x= La 截面 上 的 马赫 数 恰 为 1， 于 是 上 式 可 积分 得 到 


1-M? 7Y+1l (+DM?* 
i 
4 < 7Mz 27 | (3-5-11) 
式 中 ， 了 是 按 长 度 平均 的 摩擦 系数 ， 其 定义 为 
a 
Eo—— (3-5-12) 
I 


显然 ， 47 和 仅 是 M 的 函数 ， 今 令 式 (3-5- 11) 右 端 项 的 函数 为 G(M,)， 于 是 式 (3 一 


5-11) 可 写 为 


条 竺 =GM) (3-5-13) 


这 里 CCM,) 的 定义 为 


YM? 27 7-1 
"+: ] 


令 流 动 从 给 定 的 某 个 起 始 马赫 数 M, 变 到 终了 的 某 个 马赫 数 M, 时 所 需 的 管 长 为 L， 则 工 
应 满足 下 式 


G(M,)= (3-5-14) 


1-M2 7Y+1n COY+DM | 
, 
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| -5 公 ] =G(M)-G(M,) (3-5-15) 


=L 
Do- (5 
另外 ， 由 式 (3-5-2) 与 式 (3-5-6) 中 请 去 信守] 机 后 并 作 和 下 可 人 


t+-DM2 dM 


(ue ]* 
2 


便 得 到 任意 截面 与 临界 截面 上 气流 压强 间 的 关系 式 


pp yy 、 (3-5-16) 


用 类 似 的 方法 ， 可 以 得 到 任意 截面 与 临界 截面 上 气流 速度 、 温 度 、 密 度 与 炉 的 关系 


(3-5-17) 


(3-5-18) 


(3-5-19) 


(3-5-20) 


式 中 ， 带 下 标 * 的 参数 均 表 示 临 界 截面 上 的 参数 。 
应 该 指出 ， 上 述 函数 可 以 制 成 表格 ， 书 后 附录 表 5 中 给 出 了 y=1.4 时 一 维 定常 等 截面 绝 
热 摩擦 管 流 数值 表 以 备查 用 。 
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3.5.2 ”最 大 折合 管 长 及 摩擦 雍 塞 现象 


利用 式 (1-8-25)， 则 式 (3-5-13) 可 改写 为 


Tm Ytl(1 _ 二 
4f -mm 守信 1-n 二 | (3-5-21) 
同样 式 (3-5-15) 可 改写 为 
二 二 工本: | -2 47 了 上 了 
已 二 加 7 | I 


式 中 ， 久 为 进口 截面 (x=*) 处 的 速度 系数 ; 为 离 进口 截面 距离 为 L 处 的 那个 截面 
(x= 石 = 而 +L) 上 的 速度 系数 。 


令 
zd | (3-5-23) 

称 为 折合 管 长 ， 于 是 式 (3-5-22) 变 为 
(二 "(2 (3-5-24) 


这 里 考虑 到 九 的 任意 性 ， 故 去 掉 了 九 的 下 标 并 以 尺 代 之 ; 特别 是 当世 = Ki 时， 这 时 
4=1， 于 是 式 (3-5-24) 变 为 


Ed (3-5-25) 


对 于 给 定 的 进口 速度 系数 人 ， 由 式 (3-5-25) 便 得 到 相应 的 最 大 折合 管 长 5, ， 如 果实 
际 折合 管 长 6 大 于 6 时 则 即使 出 口 背 压 再 
低 ， 在 出 口 处 也 无 法 排出 以 为 所 对 应 的 进口 
处 流入 的 流量 ， 于 是 流动 将 发 生 垩 塞 现象。 
下 面 简单 讨论 一 下 有 关 更 塞 问题 的 计算 〈 如 
图 3.13 所 示 ): 

(1) 当 进 口 4 <1 时 ， 由 于 府 塞 引起 的 
管内 压力 增高 的 扰动 将 一 直 传 到 进口 处 ， 迫 
使 气流 在 进口 之 前 就 发 生 溢 流 ， 以 减 小 进口 
图 3.13 摩擦 更 塞 示意 图 速度 。 换 名 话说， 也 就 是 使 对 应 的 最 大 折合 
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管 长 6 加长， 临界 截面 后 移 到 管子 的 出 口 处 ， 使 得 恰好 有 ,=€ 《这 里 为 管子 的 实际 
折合 长 度 )。 

(2) 当 进 口 41>1 时 ， 由 于 率 塞 引起 的 扰动 会 在 超声 速 气流 中 产生 一 道 激 波 。 激 波 后 变 
为 亚 声速 流动 ， 而 在 同样 长 的 管道 中 亚 声 速 气流 造成 的 总 压 损失 比 超声 速 气流 小 得 多 ， 从 而 
提高 了 出 口气 流 的 总 压 ， 使 得 原来 进入 管内 的 流量 能 够 从 出 口 流出 ， 在 出 口 截面 上 气流 达到 
了 临界 状态 。 通 常 ， 在 管 长 超过 最 大 管 长 不 多 时 ， 只 要 管内 产生 激 波 ， 就 能 够 使 进口 的 速度 
系数 入 及 相关 的 流量 都 不 改变 的 情况 下 解决 紊 塞 问题 。 

综 上 所 述 ， 可 以 得 到 如 下 三 点 结论 : 

(1) 对 于 每 一 个 进口 速度 系数 入， 存在 着 一 个 相应 的 最 大 折合 管 长 €,。， 如 果实 际 管道 
的 折合 长 度 超过 这 个 值 ， 流 动 就 会 畜 塞 。 

(2) 对 于 某 个 给 定 的 折合 管 长 5， 当 流动 为 亚 声 速 流动 时 在 管道 进口 处 必然 要 存在 一 个 
最 大 的 进口 速度 系数 ， 如 果 进 口 的 实际 进口 速度 系数 大 于 这 个 值 ， 则 流动 就 会 率 塞 。 

(3) 对 于 菜 个 给 定 的 折合 管 长 6， 当 流动 为 超声 速 流动 时 在 管道 进口 处 必然 存在 一 个 最 
小 的 进口 速度 系数 ， 如 果 进 口 的 实际 进口 速度 系数 小 于 这 个 值 ， 则 流动 也 会 谈 塞 。 

例 7 为 了 测量 超声 速 气流 的 摩擦 系数 ， 常 使 用 一 个 拉 伐 尔 喷 管 后 接 一 个 光滑 的 圆 管 组 
成 了 一 个 实验 装置 。 今 测 得 拉 伐 尔 喷 管 进口 气流 总 压 =6.890x10; Pa ， 总 温 届 =316 K 测 
得 距 光滑 圆 管 进口 1.75 倍 圆 管 直 径 的 1-1 截面 的 气流 压强 及 = 2.432x104 Pa ， 测 得 距 光 滑 贺 
管 29.6 倍 贺 管 直径 的 2-2 截面 的 气流 压强 =4.945x10* Pa ; 已 知 拉 伐 尔 喷 管 出 口 与 光滑 
圆 管 的 直径 D=12.72 mm ， 喷 管 喉 部 直径 为 6.14 mm， 试 求 1-1 与 2-2 截面 之 间 这 段 直 圆 管 
的 平均 摩擦 系数 。 这 里 假设 喷 管 叱 部 之 前 的 流动 是 等 炉 流 动 ， 整 个 流动 是 绝 能 流 ，( 这 里 
Y=1.4 )。 

解 由 (3-4-10) 式 得 到 

有 (0)4 =RA 
PA _ 6.890x10’ ( 6.14 

故 0 如 (和 ] -so 

查 书后 附 表 4 (a)， 可 得 =1.835 ，M, = 2.530; 按 同 样 的 方法 可 得 

0) = 人 -3246, 查 表 得 为 =1393.M1。 =1.546 


在 两 个 截面 之 间 的 管 长 工 = (29.6-1.75)x12.72= 27.85D = 354.25 mm ， 将 和, 轧 与 工 值 代 
入 式 (3-5-22) 便 得 到 平均 摩擦 系数 了 值 ， 即 f=0.002 56 。 

例 8 设 有 一 折合 长 度 为 上 的 直 管 道 ， 管 子 进口 的 速度 系数 为 已 知 并 且 大 于 1， 另 外 还 
知道 这 时 6 大 于 (1) ， 这 里 已 (7 ) 为 与 丸 相 对 应 的 最 大 折合 长 度 ;， 显然 该 情况 下 发 生 摩 
擦 玛 塞 现象 ， 在 管内 将 有 激 波 产 生 ， 试 建立 关于 未 知 量 点 与 丸 的 方程 组 〈 这 里 上 为 激 波 发 
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生 的 位 置 ， 和 为 激 波 前 的 速度 系数 )。 

解 ” 激 波 的 位 置 应 根据 lu = 九 =1 的 条 件 算出 。 假 设 激 波 前 的 速度 系数 为 入， 由 正 激 
波 关系 式 ， 则 波 后 的 速度 系数 应 为 1/ 和 ;又 设 激 波 发 生 在 到处 ， 于 是 技 式 (3-5-24) 分 别 
对 从 进口 处 到 激 波 前 以 及 从 激 波 后 到 出 口 处 的 两 段 气 流 列 如 下 两 个 式 子 〈 如 图 3.14 所 示 )， 
得 


图 3.14 确定 管内 激 波 位 置 


1 
入 去] "(2] S (3-5-26) 
(2-1)-In =6-& 


由 此 便 可 解 出 未 知 量 点 与 丸 值 。 


例 9 已 知 进入 直 圆 管 的 空气 流 1 =1.75 ， 摩 擦 系数 f=0.0012，L/D=107 ， 试 问 管内 
空气 流动 会 不 会 发 生 到 塞 ? 如 发 生 问 产生 激 波 的 位 置 ? 


解 由 入 =175 ， 于 是 得 4 人 =0.382 ， 又 因 47 各 =4x00012xl07=0513>0382 因 


Dp 
此 该 摩擦 管 流 发 生 畜 塞 现象 。 
由 式 (3-5-26) 得 


1 A Ya L 
> En = 4 
让 过 ] 言 | TH 


2 -1)-inz =-8Y 
(2-l) =x00012x(107 $) 


和 下 三 3 
解 得 .=1.468, 方 =37.9， 去 0.682 
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例 10 如 图 3.15 所 示 有 一 等 截面 直 管 ，d =0.025 m，L=0.25 m，f=0.008， 直 管 上 
游 通过 收缩 喷 管 与 高 压气 钠 相 接 。 气 氏 
参数 为 =7x10” N/m*，T,=333 K， 
试 确定 : 

(1) 通过 等 截面 直 管 的 最 大 质量 流量 以 及 实 
现 该 质量 流量 的 背 压 范围 。 

(2) 若 去 掉 等 截面 直 管 ， 气 体 直 接 从 收缩 喷 
管 喷 出 ， 重 复 上 述 (1) 的 计算 。 

(3) 若 背 压 p=5x10 N/m* ， 求 等 截面 直 
加 管 的 M 和 1. 的 值 。 图 3.15 等 截面 直 圆 管 与 高 压 铅 相 连结 


解 〈1) 当 出 口 马 赫 数 M.=1 时 ， 亦 即 工 变 为 Ls 时 管内 质量 流量 最 大 。 因 此 由 


GM) = A 032 


查 表 5 得 Mi =065， 再 由 My 及 表 5 得 名 -入 -1.619， 由 M, 及 等 炳 流 表 4 (a) 查 得 


(81R)w =07528， 于 是 忆 =(R1R),(R1R) R=3.25x10” Nm ， 也 就 是 说 当 背 压 如 在 
0< 只 三 3.25x10” Nm? 这 个 范围 时 ， 直 圆 管 达 临界 状态 ， 质 量 流量 最 大 。 
(2) 如 果 只 有 收缩 喷 管 时 ， 当 喷 管 出 口 M。 =1 时 流量 最 大 。 这 时 


yy 
Rn -=a 时] ™ =0.528R, =3.7x10’ Nim’ 


即 当 背 压 在 0< P<3.7x10”N/m? 这 个 范围 时 ， 质 量 流量 最 大 。 
(3) 因 员 =5x10: >3.25x10;， 所 以 M。<1，P =R; 这 时 需 由 下 面 三 个 式 子 联 立 去 决 
定 未 知 的 M.,M,,R 值 ， 即 


d 
马 -| 互 | | 三 (352277 
R lals 

了 


式 中 ，(B/BR) 与 (R/R)w 由 式 (3-5-16) 决定 。 


联 立 求解 式 (3-5-27) 是 很 繁琐 的 ， 故 可 采用 试 凑 的 方法 ， 即 先 假定 一 个 M: ， 由 此 
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算出 一 个 相应 的 M'、R" 及 忆 值 ;比较 包 是否 等 于 已 知 的 忆 ， 若 相等 则 前 面 假定 的 值 为 真 ; 
车 不 相等 则 另 给 一 个 新 的 M: 值 重复 上 面 的 计算 ， 直 到 式 (3-5-27) 中 三 个 方程 同时 满足 


为 止 。 在 本 题 中 ， 若 假定 流动 等 粹 ， 则 由 全 = 守 =0.714 可 算出 这 时 的 M。 =071， 因 此 考虑 
了 
摩擦 后 可 由 小 于 0.71 的 M. 试 算 。 试 算 结果 如 表 3-5-1 所 示 。 


表 3-5-1 


由 上 表 可 知 M, =0.548，M. = 0.62 为 本 问题 的 解 。 
3.5.3 ”等 截面 绝热 摩擦 管 的 计算 步骤 及 三 种 特征 压 比 


一 、 收 缩 喷 管 或 者 高 压气 钠 (如 图 3.15 所 示 ) 之 后 接 一 个 等 截面 绝热 摩擦 管 

若 把 喷 管 或 者 气 钢 与 等 截面 直 管 放 在 一 起 考虑 ， 则 这 时 需要 给 定 和 待定 的 流动 参数 有 
,RMi, PR,R,M,。 以 及 L,d,f 等 。 以 下 分 三 种 情况 讨论 : 

1. 给 定 及 ,L,f,d 值 ， 并 按 设 计 的 需要 给 定 出 口 马 赫 数 M。， 求 望 ,以 及 M, 值 

在 这 种 情况 下 ， 可 分 两 种 工 况 讨论 : 

工 况 1: 车 给 定 的 M。 <1， 则 只 = 员 ;， 又 由 于 M。<1， 因 此 必然 有 上 < (Low)w; 

(1) 由 M.。 得 G(M.); 再 由 了 及 CUM。) 值 ， 由 式 (3-5-15) 求 出 M,。 

(2) 由 (3-5-16) 式 并 注意 到 P= 以 及 下 式 


| 导电 攻 
Rh RAR 人 

可 求 得 只 值 。 
(3) 假设 收 绾 喷 管内 流动 等 烦 ， 则 由 下 式 求 出 及 ， 即 


工 况 2: 若 给 定 的 M。=1， 令 忆 ==R，L=(Lww)w,， 由 下 式 
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4f (Leon), _ 4 
d d 

BS RE 
求 出 M, 值 由 名 = 及 国有 


求 出 甩 值 ， 再 利用 等 炉 关 系 求 得 玉 值 ; 

假如 实际 的 ,大 于 由 以 上 条 件 算出 的 有时 ， 则 出 口 截 面 仍 然 有 M。=1， 但 这 时 PR > ， 
于 是 气流 在 出 口 后 将 进一步 加 速 ， 若 实际 的 态 值 等 于 按 以 上 条 件 算出 的 已 值 ， 而 实际 的 背 
压 只 变 小 ， 则 这 时 出 口 截面 仍 为 临界 截面 ， 气 流 流出 直 管 出 口 之 后 进一步 加 速 ， 已 > 及 。 

2. 给 定 叫 ,L,d,f 值 ， 并 按 设计 要 求 给 定 出 口 马赫 数 M, (这 里 M <1)， 求 玉 ,B,M。 及 
已 值 

对 给 定 的 M,， 首 先 要 判断 工 是 否 大 于 (Le)w 值 。 

(1) 如 果 L< (Low)w,， 则 出 口 的 M。<1， 并 且 R=R; 按 式 (3-5-15) 求 M。， 按 式 
(3- 5-16) 求 ， 再 按 等 粹 关系 求 户 值 。 

(2) 如 果 虐 =(Lw)w ， 则 出 口 截面 刚好 达到 临界 状态 ， 这 时 M。=1，PR=Rh， 


4 人 (人 a-(#] 只 ， 再 由 等 六 关系 得 到 忆 ; 
Ji 下 Ai 


(3) 若 L> (Low )w， 则 计算 不 能 进行 。 这 是 由 于 率 塞 发 生 ， 实 际 的 进口 马赫 数 必定 要 小 
于 已 给 的 M, 值 ， 因 此 要 么 减 小 设计 要 求 的 M, 值 ， 要 么 减 小 直 管 的 长 度 工 值 。 

3. 给 定 只 ,以 及 L,d,f 值 ， 试 确定 M,,P,M.,P 值 。 

在 这 种 情况 下 , 首先 要 根据 已 给 的 条 件 判断 直 管 出 口 是 否 达到 临界 状态 。 为 此 令 M。=1， 
R=， 按照 第 一 种 情况 中 工 况 2 的 步 又 去 计算 局 值 。 

(1) 如 果 甩 > 局， 则 出 口 为 临界 状态 ， 气 流 从 直 管 的 出 口 流出 后 继续 加 速 ，R > ; 
这 时 工 = (Lo )w ， 故 可 得 到 Mi 值 ， 由 忆 , 有 与 M, 间 的 等 闹 关系 求 出 及 值 ; mE] 计 
算出 呈 值 ， 当 然 这 里 算出 的 一 定 大 于 及 值 。 

(2) 如 果 肪 = 所 ， 则 出 口 刚好 达到 临界 状态 ， 这 时 R= 尺 : 由 = (Low)w 的 关系 可 分 
别 计算 出 Mi ， 旭 值 ， 所 得 Mi 与 媚 值 应 与 相同。 

(3) 如 果 马 ,< ， 则 出 口 未 达到 临界 状态 ， 这 时 M。<1， 并 且 有 =; 另外 ， 三 个 
待定 的 参数 Mi,M.。 与 月 满足 式 (3-5-27) 这 个 方程 组 ， 该 方程 组 的 求解 可 采用 例题 10 中 
所 述 的 试 凑 法 进行 。 


193 


VY 气体 动力 学 


二 、 超 声速 Laval 喷 管 的 出 口 之 后 接 一 个 等 截面 直 管 〈 如 图 3.16 所 示 ) 


hj Qt 


! AM 
| 


EE oy M>1 M. 


用 R=B 


了 一 


图 3.16 Laval 喷 管 与 等 截面 摩擦 直 管 相连 接 


假定 Laval 喷 管 内 的 流动 为 等 米 。 等 截面 绝热 直 管内 的 超声 速 流动 的 计算 步骤 与 Laval 
喷 管 超声 速 段 的 计算 步 又 类 似 。 今 分 两 种 情况 讨论 

1. 给 定 M,,R (或 者 只 ) 以 及 L,d,f ， 求 等 截面 摩擦 绝热 直 管内 的 流动 状态 (这 里 忆 的 
值 暂时 不 定 ) 

首先 判断 工 是 否 大 于 (Le.)w 值 。 下 面 分 三 个 分 支 讨论 : 


第 一 分 支 一 着 L< (koa)w， 则 由 GM.)=G(MW)~4 丘 计算 M。 (这 时 M, >1)， 再 由 


ElE) [£ 
n lekblak 
计算 出 忆 值 。 


(1) 如 果 由 上 面 计算 出 的 忆 等 于 给 定 的 有 ， 则 上 面 所 求 的 M. 成 立 ， 并 且 在 等 截面 直 管 
内 由 进口 至 出 口 流 动 连续 (无 激 波 ); 

《2) 如 果 由 上 面 计算 的 已 大 于 只 ， 则 出 口 马赫 数 仍 为 M. ， 管 内 流动 与 前 面相 同 ， 但 由 
于 这 时 PR > R， 因 此 气流 流出 直 管 出 口 后 将 产生 膨胀 加 速 

(3) 如 果 忆 小 于 咏 , 这 时 等 截面 直 管 出 口 的 流动 状态 与 Laval 喷 管 出 口 的 流动 状态 相似 
随 只 的 增加 ， 出 口 先 产 生 斜 激 波 ， 然 后 在 出 口 截面 形成 正 激 波 ， 随 着 只 值 进一步 增加 ， 正 
激 波 将 向 管内 移动 ， 如 果 忆 进一步 增高 ， 正 激 波 甚至 会 移 到 Laval 喷 管 内 部 ， 使 整个 等 截面 
直 管内 的 超声 速 流 变 为 亚 声 速 。 

第 二 分 支 一 车 L=(Lw)w,， 则 M。=1， 另 外 由 R,M, 算 出 R=R。 

(1) 如 果 忆 > RR， 则 管内 流动 不 变 ， 出 口 截 面 仍 为 声速 ， 但 气流 从 直 管 出 口 流出 后 会 进 
一 步 膨 胀 加 速 ; 

(2) 如 果 尺 < 员 ， 则 管内 将 产生 激 波 ， 并 且 随 着 玉 的 增加 ， 激 波 向 上 游 移动 。 

第 三 分 支 一 若 L> (ru)w ， 这 时 将 产生 理 塞 现象 。 

无 论 以 上 哪个 分 支 情况 ， 只 要 激 波 位 于 喷 管 喉 部 下 游 ， 则 整个 流动 的 无 量 纲 质量 流量 密 
度 将 不 再 改变 。 因 此 ， 这 时 质量 流量 的 认 塞 将 发 生 在 喉 部 而 不 是 在 下 游 ; 一 旦 在 任何 位 置 上 
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出 现 正 激 波 ， 波 后 流动 应 按 M <1 的 步骤 计算 。 在 管内 出 现 激 波 时 ， 必 须 考虑 激 波 关系 ， 这 
时 常用 试 凑 法 求解 。 

2. 对 于 一 般 给 定 MI,R (或 者 忆 )，R 以 及 L,f,d 时 的 情况 

如 果 经 判断 工 < (Fes)wm 时 ， 则 最 好 先 算出 下 面 三 个 特征 压 比 即 (RVR),，(R/PB),， 


(RBR1B1)m 并 且 有 
] 加 加 (3-5-28) 
Rj Bh (Bh 
它们 可 分 别 由 下 面 所 述 的 四，@@， 轿 三 个 步骤 得 到 ， 即 
(1) 正 激 波 位 于 等 截面 直 管 进口 时 ， 由 此 可 算出 (只 /已 )m 值 ; 
(2) 正 激 波 位 于 等 截面 管 直 管 出 口 时 ， 由 此 可 算出 (R/R,), 值 ; 
(3) 等 截面 直 管 出 口 既 无 激 波 ， 也 无 膨胀 波 ， 这 时 M, > M。 >1， 由 此 可 算出 (RAP,), 
值 ; 
下 面 从 由 个 分 支 去 讨论 不 同 背 压 时 等 截面 摩擦 直 管 中 气流 的 流动 特点 : 
第 一 分 支 一 一 当 员 /局 >(R 1R)m 时 ， 正 激 波 移 至 Laval 喷 管 内 ， 这 时 整个 等 截面 直 管 
为 亚 声速 流动 。 
第 二 分 支 一 一 当 ( 及 /已 )m >R1B>(R1R)r 时 ， 正 激 波 位 于 等 截面 摩擦 直 管 的 进口 与 
出 口 之 间 ; 
第 三 分 支 一 一 当 (R 1B),> 1P >(R /1R,), 时 ， 等 截面 摩擦 直 管 的 出 口 产生 斜 激 波 。 
第 四 分 支 一 一 当 员 /局 <(R1R), 时 ， 等 截面 摩擦 直 管 的 出 口 产生 膨胀 波 。 


3.5.4 等 截面 摩擦 管 流 的 Fanno 曲线 及 烩 和 图 


所 谓 Fanno ( 范 诺 ) 线 就 是 给 定 总 烩 为 和 密 流 j= py 时 等 截面 管 流 的 和 - 灶 曲 线 。 范 诺 
曲线 满足 能 量 方程 、 连 续 方程 和 状态 方程 。 在 定常 的 等 截面 管 流 中 ， 连 续 方程 可 写 为 


j= 于 =pV =const (3-5-29) 
一 维 定常 流 的 能 量 方程 为 
且 呈 = (3-5-30) 
由 上 面 两 方程 中 消去 V? 后 得 
1{mY 
-4- 直 芭 ] (3-5-31) 


这 就 是 范 诺 线 方程 。 下 面 推导 该 方程 的 微分 关系 : 由 等 截面 一 维 定常 绝热 流 的 连续 方程 和 能 
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量 方 程 
zi 
PP 
dh+VydYy =0 
以 及 完全 气体 的 答 与 箭 微分 关系 
dh=c,dT 
二- 
TT p 
于 是 由 上 面 的 四 个 式 子 可 推 得 : 


ne FR RIE (- 志 嵌 (3-5-32) 
7 

把 此 关系 画 在 h-s 图 上 就 是 范 诺 线 。 根据 范 诺 线 的 定义 ， 图 3.17 中 同一 条 范 诺 线 上 的 总 

名和 密 流 j= py 是 相同 的 。 图 中 的 三 条 范 诺 线 具 有 相 

同 的 总 煌 但 密 流 j 不同 ， 左 面 范 诺 线 的 密 流 较 大 。 由 

式 (3-5-32) 可 以 看 出 : 

(1) 当 M<1 时 ，dh 与 ds 异 号 ， 在 jh-s 图 上 的 斜 
率 为 负 值 ， 因 此 范 诺 线 的 上 半 支 对 应 于 亚 声速 流 。 当 
M>1 时 ，dh 与 ds 同 号 ,在 h-s 图 上 的 斜率 为 正 值 ， 
因此 范 诺 线 的 下 半 支 对 应 于 超声 速 流 。 在 当 M =1 时 ， 
d=0， 图 中 6b 点 业 最 大 。 

(2) 由 热力 学 第 二 定律 ， 对 于 绝热 的 粘性 流动 ， 其 
炉 不 能 减 小 ， 而 总 是 增 大 ， 即 ds >0， 因 此 气流 沿 任 一 
条 范 诺 线 的 变化 方向 必定 是 趋向 右 方 。 因 此 若 管道 中 某 

图 3.17 范 诺 线 一 截面 处 的 流动 是 亚 声速 的 (如 图 3.17 中 的 a 点 )， 则 
摩擦 的 作用 是 使 马赫 数 增 大 ， 烩 值 减 小 ， 箭 值 增加 ， 从 AP-s 图 上 看 从 a 点 向 b 点 变化 。 由 
热力 学 第 二 定律 可 以 推 知 ， 单 独 的 摩擦 作用 不 能 使 亚 声速 气流 变 为 超声 速 气流 。 另 外 ， 对 于 
管道 中 某 一 截面 处 的 流动 为 超声 速 流动 (如 图 中 的 c 点 ) 则 粘性 摩擦 的 作用 是 使 马赫 数 减 小 ， 
夫 值 增加 ， 粹 值 增加 ， 即 从 < 点 向 b 点 移动 ， 同 样 由 热力 学 第 二 定律 可 以 推 知 : 单纯 的 摩擦 
作用 也 不 可 能 使 超声 速 气流 不 经 过 激 波 而 变 为 亚 声 速 气流 。 

(3) 在 摩擦 管 流 中 ， 超 声速 流 可 以 通过 激 波 间断 跃 变 到 范 诺 线 的 亚 声速 分 支 上 。 

最 后 ， 我 们 仍 从 一 般 流体 出 发 讨论 等 截面 摩擦 管 流 中 压强 P 与 比 容 v 间 的 普遍 变化 关 
系 。 为 此 ， 从 适用 于 一 般 流 体 的 连续 方程 式 (3-5-29)、 能 量 方程 式 (3-5-30) 出 发 ， 合 
并 这 两 式 便 得 到 
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ht Pr =h =const (3-5-33) 
式 中 ，v 代 表 比 容 。 
将 上 式微 分 便 得 到 
dh+ j*vdv=0 
利用 吉 布 斯 方程 式 (1.5.8)， 则 上 式 变 为 
Tas+vdP+ jvdv=0 (3-5-34) 
由 于 v=v(P,s)， EAE 
ap 产 
而 图 | =-(pa) =-#7 
” os M’ /ds 
故 有 GEE 


将 上 式 代入 到 式 (3-5-34) 中 得 


加 | ees rE) l=o (3-5-35) 
i CAE 9 
这 里 位] -2(¥) 图 | (3-5-36) 
在 通常 情况 下 ， (党 ] 总 是 正 的 因此 式 (3-5-35) 中 dP 和 dv 的 系数 通常 为 正 值 ， 也 就 


是 说 dP/dx 和 dyw/dxr 具有 相反 的 正 负 号 。 应 该 指出 : 式 (3-5-35) 是 针对 一 般 流体 而 言 的 ， 
对 完全 气体 当然 也 适用 。 作 为 课 后 作业 ， 从 式 3-5-35) 出 发 针对 完全 气体 试 推出 dP 与 
由 的 关系 式 ， 这 里 "代表 气体 的 比 容 。 


$3.6 ”等 截面 无 摩擦 一 维 定常 加 热 ( 或 冷却 ) 管 流 


在 一 些 实际 问题 中 常会 遇 到 有 热量 交换 的 管 流 ， 例 如 发 动机 中 气体 通过 燃烧 获得 新 的 
热量 ， 又 如 在 超声 速 风 洞 中 有 时 会 存在 水 气 凝 结 突 跃 面 ， 放 出 潜 热 ， 加 入 到 气流 中 去 等 等 。 
为 了 使 于 抓 住 加 热流 的 主要 因素 ， 特 将 问题 作 如 下 简化 : 

(1) 假定 管道 为 等 截面 直 管 ， 流 动 是 一 维 的 定常 运动 ， 没 有 功 的 交换 及 摩擦 作用 ， 只 
有 传 热 交 换 。 

(2) 假定 加 热 前 后 气体 成 分 不 变 ， 比 热 比 不 变 ， 而 且 质 量 不 变 。 因 此 ， 加 热 过程 被 看 
作 简 单 的 五 变化 过 程 ， 即 
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6g=c,dT, (3-6-1) 


Aqg = hs ~—ho =c, (To —To) (3-6-2) 


3.6.1 等 截面 换 热管 流 的 Rayleigh 曲线 及 烩 精 图 


采用 等 截面 和 无 摩擦 的 一 维 流动 假设 ， 则 动量 方程 和 连续 方程 分 别 为 


P+pV? = =const (3-6-3) 
A 
pV =j= 归 =const (3-5-29) 
式 中 ，J 与 j 分 别 代表 冲 量 与 密 流 ，4 为 截面 面积 。 合 并 上 面 两 个 方程 便 得 到 
Ee (96=4) 
p A 


当 单位 面积 的 流量 /和 单位 面积 的 冲 量 V/4 给 定时 ， 则 式 (3-6-4) 规定 了 压强 与 密 
度 间 的 惟一 关系 ， 我 们 称 此 关系 为 Rayleigh ( 瑞 利 ) 方程 趾 ， 对 于 完全 气体 ， 则 焙 、 压 力 与 
温度 间 的 关系 为 


d=c, 字 -R 宇 (1-5-44a) 
如 果 取 M =1 的 参考 状态 ， 则 对 上 式 积分 便 得 到 
Ti 
ssl-RIn (3-6-5) 


如 果 将 式 (3-6-3) 用 马赫 数 与 压力 表示 并 且 用 于 任意 两 个 截面 (例如 1 和 2 截面 )， 
则 有 


已 _1+7M? 二 

并 一 二 7 人 (3-6-6) 
将 上 式 用 于 临界 截面 与 任 一 截面 便 有 

£7 (3-6-7) 

Pp 1+YM 


另外 ， 仿 照 式 (3-6-6) 的 推导 方法 用 于 式 〈3-5-29) 得 到 


5 
名 -和 -各 [2] (3-6-8) 
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注意 使 用 式 (3 -6 一 6)， 于 是 便 有 


Pn A bd (3-6-9) 
p BIR \M,)1trM: 
注意 使 用 式 〈3 -6-9) 与 式 (3 一 6 一 6)， 又 可 得 到 
BB/B Ms) 17 | (3-6-10) 
五 p/p \M, 八 1+7YM: 
将 式 (3 一 6 一 10) 用 于 临界 截面 与 任 一 截面 ， 有 
2 
E-m[ | (3-6-11) 
T 1+7YM 


合并 式 (3-6-7) 与 式 (3-6-11)， 得 
2 

加 bl (3-6-12) 

MiT, 
从 式 (3-6-7) 与 式 (3-6-12) 中 消去 M? 项 便 得 
到 压 比 与 温度 比 之 间 的 关系 式 ， 即 

PY P|,T 

加 -orn 人] 二 = (3-6-13) 

由 上 式 解 出 P/R 后 代入 炉 方 程式 (3 一 6 一 5)， 得 


1+7+ V+ —4Y(T/T.) 
2 2 


| 
P 


(3-6-14) 

于 是 在 T-$ 或 h-5 坐标 上 ， 用 方程 (3 一 6 一 14) 

式 画 出 的 曲线 示 于 图 3.18 上 ， 这 条 曲线 称 为 瑞 利 线 。 
下 面 我 们 讨论 瑞 利 线 的 形状 特点 ， 为 此 先 写 出 等 截面 一 维 定常 换 热管 流 的 连续 方程 、 动 


量 方程 与 完全 气体 状态 方程 的 微分 形式 为 &54 


图 3.18 jh-S 图 上 的 瑞 利 线 


dp (3-6-15) 
pV 

dP+2pVdV +V’dp =0 (3-6-16) 
ipt (3-6-17) 
| A 


显然 由 前 面 两 个 式 子 消去 dy 项 后 便 得 到 
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dp-V’dp=0 (3 一 6 一 18) 


由 上 面 三 式 中 消去 dy 项 与 dp 项 后 得 到 
A (3-6-19) 
pvVijP 7 7M 2 )P 


Sd dp /snr (3-6-20) 
R RT plR /rT P 


由 式 (3 一 6 一 20) 与 式 (3 一 6 一 19) 中 消去 dP 项 后 得 
ds_ YM°-D) dr_ YM*-1) dh 
R (Gy-DOM -DT (YY-DOAM -Dh 
由 式 (3-6-21) 可 以 看 出 : 
(1) 当 M?<1 并 且 YM?* <1 时 ，ds 与 由 同 号 ， 即 瑞 利 曲线 的 斜率 为 正 。 
(2) 当 M?<1 并 且 YM? <1 时 ，ds 与 册 异 号 ， 即 瑞 利 曲线 的 斜率 为 负 。 
(3) 如 图 3.18 所 示 ，B 点 为 瑞 利 线 的 最 高 点 ， 该 点 处 由 =0， 也 即 是 说 B 点 是 T/ 工 为 
最 大 值 的 点 ， 因 此 常 称 为 最 大 温度 点 ， 显 然 ， 要 确定 该 点 的 马赫 数 M ， 只 要 把 T/T 对 M 求 
导数 并 令 其 导数 值 为 零 ， 于 是 借助 于 式 (3-6-11) 便 得 到 B 点 的 M=1/YY; 另外 ，B 点 上 
T/T 的 值 ( 也 就 是 (T/T.), 值 ) 可 以 由 式 (3-6-11) 算出 ， 此 时 为 


2 
sg I i (3-6-21a) 
Th \T 47 


(4) 当 M? >1 并 且 YM? >1 时 ， 则 ds 与 dh 同 号 ， 瑞 利 曲线 的 斜率 为 正 。 

(5) 如 图 3.18 所 示 ， 点 4 为 最 大 燃 值 点 ， 即 该 点 处 ds=0; 当然 4 点 应 该 满足 式 (3 一 
6 一 18)， 又 A 点 处 ds =0， 并 注意 到 (3P/3p), =a*， 于 是 推出 A 点 的 速度 等 于 当地 的 声速 ， 
也 就 是 说 4 点 的 马赫 数 M = 1。 

(6) 在 4 点 上 面 的 瑞 利 线 分 支 对 应 于 亚 声速 流动 ， 而 在 A 点 下 面 的 分 支 则 对 应 于 超声 
速 流动 。 


《3 一 6 一 21) 


3.6.2 加热 对 气流 参数 的 影响 


作为 8 3.3 节 的 特殊 情况 ， 可 直接 得 到 等 截面 、 无 摩擦 、 一 维 、 定 常 、 加 热管 流 的 微分 
型 基本 方程 组 为 
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vy 


可 压缩 一 维 定常 流动 


第 3 章 
+ 业 -0 
V 
dy 
—+YM’:—=0 
十 V 
TT EAA 
2 三 
-Pp_ 和 0 
区 


另外 ， 从 基本 方程 组 又 可 导出 各 流动 参数 与 加 热 过程 的 微分 关系 。 


以 得 到 该 情况 下 的 表达 式 为 


以 上 式 中 ，dm, >0 表 示 加 热 ; 


?| 1+ 人 和-M: 
sp 2 an 
P (1-M’) » 

7Y-1 

+ 一 AM 
wl 2 Jan 
Vv (1-M’) 歼 
7-1y? 
1+ M 
ne dn 
p (I-M’) 页 
-1 
1-7M2| 1+ 7 M? 
dt 
T (1—-M’) 下 
2 7-ly? 
Lm 
dl 1+ 了 jan 
M 2(1-M’) Ei 
BM dD 
2.% 
Fo 
F 
Sf-lm He 
和 2 EA 
dT <0 表 示 冷 却 。 


(3 一 6 一 22) 


由 式 (3-3-34) 可 


(3-6-23) 


(3-6-24) 


(3-—6-25) 


(3-6-26) 


(3=6=27) 


(3-6-28) 


(3-6-29) 


(3-6-30) 


对 每 个 参数 来 说 ， 加 热 或 冷却 时 对 该 参数 的 影响 是 相反 的 。 另 外 ， 从 上 述 八 个 式 子 可 以 
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发 现 以 下 几 点 变化 规律 : 

(1) 亚 声速 加 热 (M <1,dT > 0) 使 速度 增加 ， 超 声速 加 热 (M > LdT, > 0) 使 速度 减 小 ; 
冷却 的 影响 (dTs <0) 与 此 相反 。 由 此 可 知 : 不 管 是 加 热 或 是 冷却 ， 亚 声速 流 和 超声 速 流 
的 速度 变化 趋势 是 相反 的 。 因 此 要 使 亚 声速 流 加 速 到 超声 速 流 ， 单 纯 的 加 热 是 不 可 能 实 
现 的 。 

(2) 不 论 是 亚 声速 加 热 或 超声 速 加 热 ， 气 流 的 总 压 吕 总 是 下 降 的 。 

(3) 静 温 7 的 变化 趋势 不 仅 与 亚 声 速 加 热 或 超声 速 加 热 的 情况 有 关 ， 而 且 在 亚 声速 加 热 
时 还 与 M 数 的 大 小 有 关 。 从 式 (3~6 一 26) 很 容易 看 到 ， 当 M =1/VY(<D) 时 ， 温 度 达 到 最 
大 值 。 也 就 是 说 ， 在 亚 声速 流 加 热 过 程 中 ， 静 温 会 出 现 最 大 值 ;， 当 M <1/VY 时 ， 加 热 使 静 
温 T 上 升 ; 而 当 M >1/\Yy 时 ， 加 热 则 使 静 温 7 下降。 这 种 现象 从 物理 本 质 上 来 解释 是 这 样 
的 ， 在 M >1WY 时， 尽管 气体 受到 加 热 ， 但 是 气体 的 动能 增加 很 快 ， 此 时 气体 的 静 烩 增加 
已 抵 不 上 气体 的 动能 的 增加 ， 因 此 虽然 加 热 ， 但 是 气流 的 静 温 7 反而 下 降 。 


3.6.3 任意 两 个 截面 上 气流 参数 间 的 关系 式 
假设 在 等 截面 的 管道 1 -工段 中 进行 着 均匀 的 热 交 换 ， 如 图 3.19 所 示 。 在 这 个 管子 上 取 


任意 两 个 截面 1 和 2， 于 是 有 式 (3-6-6)， 式 (3-6-9) 与 式 (3 一 6 一 10) 成 立 。 如 果 引 
进 气动 函数 ， 则 前 面 三 式 又 可 分 别 写 为 


Bt) (3-6-31 
0 3-6-31) 
Ph hb) (3-6-32) 
P V hz%) 
EN ro (3-6-33) 
7 | 次 | Tt(%) 
i > 式 中 ，r(W,z(Wj,r() 均 是 气动 函数 ， 其 中 
ER T(]) 为 温度 函数 ， 由 式 (1 一 8 一 26) 定义 ; 
1 
上 1 y 和 (4) 
和 | | h z(4) 由 式 (1 一 8 一 36) 定义 ; "MW=F0)’ 
| ! 这 里 r(X) 为 压强 函数 ， 由 式 (1 一 8~27) 定 
了 义 ; (A) 为 冲 量 函 数 ， 由 式 〈1-8-37) 定 
1 q . 义 ; r(h) 也 称 为 冲 量 函 数 。 


图 3.19 等 截面 加 热管 流 另外 ， 
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EA 
¥=1 ,3 ri 
311+-—M: 
i Wr EY sy /i i (3-6-34) 


7Y-ly2 
2 FP1+ iM: 
ei SL i i (3=6=35) 
Mi) 1+7M2 | .7-1 m2 
TM 


1 ， 要 
7 
可 王 |-a| 号 | |= 78M | | 下 Za (3-6-36) 
ni "Ra) Js 


假设 在 1-2 段 中 加 入 的 热量 为 Aq 


SS =cr 


Le 人 五 
Ca Ca (3-6-37) 
于 是 有 
7-1,2 
2 | 1+ 一 12 
关 -= 拓 | 总 约 ] 和 | (3-6-38) 
而 | 
同样 的 ， 引 进 气动 函数 后 则 式 3-6-24) 与 式 (3 一 6 一 25) 分 别 变 为 : 
CAC (3-6-39) 
RB f(%) 
三 [<] (3-6-40) 
To es 


作为 特例 ， 如 果 第 2 个 截面 为 临界 截面 ， 而 第 1 个 截面 任意 ， 则 利用 上 面 给 出 的 两 个 截 
面 上 气流 参数 间 的 关系 式 便 可 以 得 到 任意 截面 与 临界 截面 上 气流 参数 间 的 关系 ， 例 如 


人 -让 (3-6-41) 
8 
ee (3-6-42) 


作为 课 后 作业 ， 请 读者 自行 推导 出 匡 , 工 ,外 ,了 的 具体 表达 式 。 另外 ， 上 述 算式 都 已 制 


Do 


成 详细 的 数值 表 并 附 于 书后 〈 见 附 表 6)。 
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最 后 ， 我 们 来 推导 等 截面 加 热 一 维 定常 无 摩擦 管 流 的 R- 甩 关系 式 。 考 虑 到 一 维 定常 流 ， 
因此 从 基本 方程 出 发 ， 将 连续 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 用 于 图 3.19 的 截面 1 和 2 便 得 到 


PVY=Pm = (3-6-43) 
R+pV? =R+pV? yA 
2 2 
用 + 在 +Aqg= 帮 + 下 (3-6-45) 
2 2 
由 式 (3 一 6 一 41) 与 式 (3-6-42)， 得 
1 _ 1 
RB-R=pV -pV? -2 位 二 
由 式 (3-6-41) 和 式 (3-6-43) 得 
1 天 1 1 
-有 =Aqg+=(W-W)=Aq+ 二 | 一 -一 
Ln ee 
于 是 合并 两 式 得 到 
1 1 1 
-hh=Ag+=(PB-P)—+— 
sh=aqt4a-) 二 二 ] 
又 对 于 量 热 完全 气体 ， 有 
ke 
hh (2 a] 
1 1 
-2 -Rp +p)-(B+ Ap,-p)] 
把 上 式 代 入 前 式 ， 整 理 后 得 到 
7Y+l_P 27 Ag 
Er en Ms Bl Sat (3-6-46) 
Rn 741p 
Y-1P: 


这 就 是 等 截面 加 热 一 维 定常 无 摩擦 管 流 的 R- 妃 关系 。 当 Aqg=0 时 ， 就 是 激 波 的 尺 - 瑟 
关系 式 。 


3.6.4 最 大 加 热量 及 热 歼 塞 现象 


如 果 令 Ag 为 给 定 的 1 截面 与 2 截面 之 间 气 体 与 外 界 的 传 热量 。 式 (3 一 6-38) 给 出 了 
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两 个 截面 间 马 赫 数 与 Ag 间 的 关系 。 显 然 将 式 (3 一 6 一 38) 对 M, 求 导数 并 令 其 为 0， 即 令 


习 
CC 
2 /=0 (3 一 6 一 47) 


dM, 
可 得 到 M,=!1 
因此 把 M, =1 代 入 到 式 (3 一 6 一 38)， 便 得 到 (Aq),w 为 
(Ag)en -| 1+7M? ll 1+7 | (3-6-48) 
Col [L(L+Y)a | L2+(Y-Da 
如 果实 际 加 热量 Ag 大 于 最 大 加 热量 (Ag)。 时 ， 则 管道 中 的 流动 将 会 发 生 热 率 塞 现象 。 
对 于 亚 声 速 加 热管 流 ， 如 果实 际 的 加 热量 比 (Ag)w 大 时 ， 则 必然 引起 流动 状态 的 重新 调整 
使 加 热 前 的 M, 降低 成 M; ， 与 此 同时 进入 管 中 的 流量 也 减 小 了 。 也 就 是 说 在 这 种 情况 下 ， 进 
口 马赫 数 一 直 减 小 到 足以 使 所 加 的 热量 能 够 实现 为 止 ， 并 且 这 时 气流 出 口 的 马赫 数 为 1， 对 
于 超声 速 气流 ， 诸 塞 所 引起 压强 升 高 的 扰动 将 在 气流 中 形成 激 波 ， 激 波 使 总 压 损失 更 大 ， 如 
果 这 时 进口 流量 不 减 小 则 这 时 管内 座 塞 更 严重 ， 所 以 激 波 必然 会 被 推 往 进口 ， 使 进口 气流 的 
马赫 数 改 变 以 适应 于 流量 的 要 求 。 因 此 超声 速 加 热管 流 发 生 鹿 塞 时 激 波 不 可 能 停留 在 管内 ， 
必然 位 于 进口 之 前 产生 激 波 并 发 生 溢 流 《〈 见 图 3.20)， 在 这 一 点 上 它 与 摩擦 管 流 不 同 。 综 上 
所 述 ， 对 于 给 定 的 进口 马赫 数 ， 存 在 着 一 个 最 大 加 热量 〈 即 临界 加 热量 )。 换 句 话说 ， 对 于 
给 定 的 总 温和 加 热量 ， 如 果 气 流 在 进口 为 亚 声速 时 则 存在 着 一 个 进口 马赫 数 的 最 大 值 ， 如 果 
气流 在 进口 为 超声 速 时 则 存在 着 一 个 进口 马赫 数 的 最 小 值 ， 这 是 由 于 在 等 截面 管 流 中 ， 加 热 
使 亚 声速 气流 加 速 ， 但 这 时 气流 的 速度 最 大 只 能 达到 声速 ， 另 外 ， 加 热 使 超声 速 气流 减速 ， 
但 这 时 气流 的 速度 最 小 也 只 能 达到 声速 的 结果 。 


(q/cpTo)> (quad/cpTo) 


图 3.20 进口 之 前 产生 激 波 并 发 生 溢 流 
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例 11 如 图 3.19 所 示 ， 给 定 M,,R,T,c,,Y 以 及 Aq， 试 给 出 计算 M,,T, 忆 及 T。, Ro 的 步 
又 与 方法 。 

解 (1) 由 (3-6-48) 式 计算 (Ag)。 ， 判 断 Ag > (Ag)。 或 Ag < (Aq)mon 

(a) 如 果 Aq > (Aq),w ， 则 发 生 加 热 刻 塞 ， 这 时 可 降低 M, 使 进口 流量 下 降 。 

(b) 如 果 Aq=(Aq)ww， 则 M,=1R=P,T, =T. 等 ， 其 参数 可 由 式 (3-6-41)、 式 (3 一 
6 一 42) 等 得 到 。 

(c) 如 果 Aq<(Aq)ww， 则 M,<1; 由 Aq，T 及 式 (3 一 6 一 37) 去 计算 T,; 再 由 式 (3 一 
6-35) 并 注意 将 M, 取 为 1， 变 为 人 ， 计 算出 M, 值 ， 然 后 由 式 (3 一 6 一 41) 计算 出 已 。 

(2) 关于 压力 的 匹配 条 件 

(a) 如 果 Aq =(Aq)mw ， 则 这 时 M, =1， 并 且 应 有 只 过 尺 ， 这 里 六 是 管 口外 背 压 。 如 果 
忆 < 只 值 ， 则 可 能 有 两 种 情况 : 要 么 是 给 定 的 M, 值 不 合理 ， 要 么 是 所 给 定 的 只 值 不 匹配 。 

(b) 如 果 Aq <(Aq)。 时 ， 则 必定 有 已 = 只 :如 果 这 时 咏 < 号 或 者 这 时 忆 > 只 都 应 该 调整 
Ml 或 者 忆 值 。 

应 该 指出 ， 如 果 给 定 另 〈 或 者 已 )，R 与 Aq 时 ， 则 加 热 前 后 气流 的 马赫 数 是 不 能 事先 
给 定 的 。M, 与 M; 应 该 根据 加 热量 Ag 及 压力 匹配 条 件 去 作 计算 。 另 外 , 也 可 不 用 式 (3 一 6 一 41)、 
式 (3-6-42) 作 计算 ， 可 以 直接 去 查 书后 附录 表 6， 也 能 得 到 相应 的 数据 。 

例 12 ”由 亚 声速 扩 压 器 流入 冲压 发 动机 燃烧 室 里 的 空气 ， 其 中 =0.551 6x10: Nim? ， 
VW=73.15 ms ， 也 =333.3K ; 在 燃烧 室 进口 均匀 地 向 空气 中 喷 入 燃料 ， 其 燃烧 值 
AH. = 41 867 kJ /kg， 燃 料 与 空气 的 质量 流量 比 为 1/29; 如 果 不 计 摩擦 ， 假 定 燃烧 室 截面 不 
变 ， 并 且 令 y=1.4，R=287.04 JIkg。K 以 及 c, =1 004.8 JIkg。K， 试 计算 : 

(a) 燃烧 后 气流 的 灌 止 温度 T,;(b) HM:, 厂 ,只 以 及 见 值 ; (c) 总 压 降 AR 与 增加 的 业 值 


AS 。 
解 ” 先 计算 声速 a ， 马 赫 数 M, ， 即 
a = JYRT =366 m/s, M,=V,/a=73.15/366=0.2 
查 附 表 6 得 


T/T.=0.206 61, RB/R=2.2722, V/V.=0.09091, T/T =0.173 55 
并 由 计算 得 


2 人 1 =1.008, T,, =1.008x333.3=336 K, 


BlR=(T/T)7 =1.028, P=(R,/B)R =0.567x10’ N/m? 


41 867 
1+29 


计算 出 单位 质量 流体 的 加 热量 ， 即 Ag = =1 395.5 kJ /kg 。 
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最 大 加 热量 (Aq),, = crTu EE- 中 1 607.7 kJ /kg 。 


显然 Ag < (Aqg)。。 
(a) Te =T,+Ag/c, =336+1 395.5/1.004 8=1 724.8 K 


To_TaTh_1724.8 


(b) x0.173 55 =0.890 9 


T. TT 336 
查 表 得 M， =0.68， 另 外 
五 = 卫 工 T = 09814x333.3=1 5832 K 
LTT! 02066 
BR 
p= PR =0.353 7x10 N/m’ 
多 = 只 从 W =542.1 ms 
YX 
-1 ,五 
(0) ma (1 =0.482x10” N/m? 


AR =P, — P, =0.085x10’ N/m’ 


也 Pp 
AS =crin 字 -Rin 二 =1 685.1 J/kg:K 
nT 有 8 


例 13 有 一 个 等 截面 直 管 通过 一 个 收缩 喷 管 与 高 压 容 器 相连 。 容 器 内 空气 的 压力 与 温 
度 分 别 为 7x10; N/m? 与 277 K ， 通过 等 截面 直 管 ， 空 气 被 加 热 ， Ag = 2.32x10* J/kg ， 直 管 
出 口 背 压 只 = 2.8x10: Nimz: ; 假定 收缩 喷 管 的 流动 为 等 粹 ， 等 截面 直 管 直 径 d=0.05 m， 试 
确定 此 时 直 管 出 口 是 硅 发 生 热 副 塞 ? 

解 ”在 加 热量 Aq 已 知 的 情况 下 ， 直 管 进 口 与 出 口 的 马赫 数 都 需要 通过 计算 确定 。 先 分 


析 一 下 缘 压 已 对 管内 流动 的 影响 : 

@ 当 背 压 较 高 时 ， 管 内 包括 出 口 都 为 亚 声 速 流动 ，@ 当 背 压 RR 逐渐 减 小 ， 则 出 口 速度 
逐渐 增 大 ， 当 出 口 截面 达到 临界 状态 时 ， 将 这 时 的 背 压 记 作 (R)。 ， 此 时 Tn = Te ，M; =1; 
@ 当 背 压 继续 降低 〈 即 低 于 (R). ) 时 ， 虽 然 出 口 截面 仍 为 临界 状态 ， 但 出 口 之 外 气流 仍 会 
继续 膨胀 。 

下 面 计算 (R). 值 ， 此 时 Tu =Tr ，M,; =1， 由 式 (3-6-37) 得 

了 -cm _ 1.004x2.77x105 
TT. Aq+csT 2.32x107 +1.004x2.77x105 


=0.5452 
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VY 气体 动力 学 


查 表 得 M, =0.41， 同 时 查 表 可 以 得 到 


BB -19428 
pe (RB), 


又 由 等 恼 关系 
了 
Pp = (+ ] 六 -6.235x10’ N/m? 


Pp 


故 (BR). =T6a78 =321x10 N/m? 


显然 这 时 (R). > RR， 表 明 直 管 出 口 已 发 生 热 讲 塞 。 


3.6.5 凝结 突 跃 现象 


凝结 突 跃 属于 换 热 管 流 的 一 种 类 型 ， 是 由 于 气流 所 含 的 水 汽 凝 结 时 要 放出 潜 热 ， 加 热气 
体 。 气 体 沿 着 超声 速 风 洞 的 拉 伐 尔 喷 管 流动 时 ， 随 着 气流 马赫 数 的 增 大 ， 气 流 静 温 迅 速 下 降 
例如 ， 风 洞 中 气体 直接 来 自 大 气 ， 若 气流 总 温 为 300 K 时 ， 那 么 在 M = 2 的 喷 管 截面 上 ， 气 
流 温度 只 有 167 K， 即 零下 106 C。 若 空气 中 含有 水 分 ， 那 么 这 个 温度 可 能 低 于 水 蒸气 的 凝 
结 温度 。 根 据 实验 观察 ， 刚 低 于 凝结 温度 不 多 时 ， 无 明显 的 凝结 现象 ， 即 可 以 允许 有 一 定 的 
过 冷 度 。 过 冷 度 在 50 左右 会 出 现 显著 的 凝结 现象 ， 一 旦 过 冷 到 出 现 凝结 时 ， 凝 结 过 程 便 
进行 得 十 分 迅速 ， 过 程 所 占 的 距离 很 小 ， 几 乎 是 集中 在 一 个 截面 上 完成 的 。 水 蒸气 凝结 时 放 
出 潜 热 ， 这 部 分 热量 突然 加 入 超声 速 气流 中 ， 使 超声 速 气流 速度 突然 下 降 ， 密 度 、 压 强 、 总 
温 突 然 上 升 ， 总 压 突然 下 降 ， 这 种 现象 称 之 为 凝结 突 跃 ， 它 可 以 用 光学 仪器 观察 或 摄影 571。 
从 照片 上 看 ， 凝 结 突 跃 的 形状 很 像 普 通 的 正 激 波 ， 然 而 二 者 有 本 质 的 不 同 。 气 流通 过 正 激 波 
时 总 温 没 有 变化 ， 激 波 强度 由 波 前 M 数 决定 ， 激 波 之 后 的 气流 是 亚 声 速 的 。 但 是 ， 凝 结 突 
跃 ， 使 气流 总 温 升 高 ， 突 跃 的 强度 取决 于 加 热量 ， 突 跃 变化 后 的 气流 ， 可 能 仍 是 超声 速 流 。 
从 一 些 实验 照片 来 看 ， 虽 然 凝结 突 跃 的 波 面 与 气流 方向 接近 于 垂直 ， 但 是 ， 其 后 的 气流 仍 是 
超声 速 的 ， 因 为 在 凝结 突 跃 的 下 游 还 可 以 发 现 有 正 激 波 

超声 速 风 洞 中 的 凝结 突 跃 现象 是 影响 风 洞 正常 工作 的 一 个 严重 问题 ， 因 为 空气 中 所 含 
的 过 饱和 水 蒸气 突然 凝结 时 ， 不 但 改变 了 预计 的 气流 马赫 数 和 压强 ， 而 且 引起 喷 管 出 口 处 气 
流速 度 场 的 不 均匀 。 为 了 避免 在 风 洞 中 出 现 凝结 突 跃 的 现象 ， 通 常 采用 特殊 的 干燥 设备 ， 把 
进入 风 洞 空气 中 的 水 分 减少 到 万 分 之 五 以 下 ， 这 样 即使 发 生 凝 结 ， 放 出 的 热量 也 不 多 ， 气 流 
不 致 受到 很 大 的 影响 。 
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§3.7 ” 变 流 量 管 流 


在 实际 工程 中 ， 有 许多 问题 是 各 截面 上 流量 不 同 的 流动 。 例 如 ， 在 燕 发 式 冷 却 中 ， 冷 却 
气体 通过 多 孔 壁 不 断 加 入 到 主流 中 ;在 跨 声 速 风 洞 中 通过 改变 喷 管 中 的 流量 来 获得 超声 速 气 
流 ， 在 火箭 发 动机 上 ， 固 体 空心 药 柱 燃烧 时 ， 燃 气 不 断 增多 等 等 ， 都 是 变 流量 的 情况 
本 节 仅 讨论 简单 添 质 管 流 。 所 谓 简单 添 质 管 流 是 基于 如 下 的 简化 

(1) 在 流动 中 只 考虑 一 个 制约 因素 一 一 添 质 作 用 ， 即 只 研究 等 截面 、 无 摩擦、 无 加 热 
无 化 学 反应 的 一 维 定常 添 质 管 流 。 

(2) 添 质 流 和 主流 同属 一 种 气体 ， 而 且 它们 的 热力 学 特性 彼此 相等 。 例 如 R=R， 
cx=co， 及 = 请 ， 等 。 另 外 ， 还 假定 彼此 总 烙 相等 ， 即 如 = 及 ,Th =。 上 述 各 个 量 中 ， 有 
下 脚 标 "i 的 是 指 添 质 流 ， 不 写 *i" 的 是 指 主流 。 此 外 ， 还 假定 添 质 流 进入 主流 后 ， 这 个 热 
力学 系统 是 一 个 处 于 平衡 态 的 均匀 系统 。 

(3) 我 们 这 里 只 研究 添 质 流 与 主流 垂直 时 的 特殊 情况 。 


3.7.1 流量 变化 对 主流 参数 的 影响 


作为 8 3.3 节 的 特殊 情况 ， 可 直接 得 到 简单 添 质 管 流 微分 形式 的 基本 方程 组 ， 即 


ds 


dP 
rt cp (3=7=2) 
P 


6 
dy 1+7M? dh 《人 
V 4-M3) 办 


dp (Y+DM? dm 
paMy 页 《3 一 ?一 4 
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dT G-DM2G+YM2) dm 


ds + S (3-7-5) 
T QMY) 庙 
7-!1 *) 2 
(Se (+7M) 
daM 2 人 驻 (3-7-6) 
M (1-M’) 次 
阴 -yi 是 (3-7-7) 
hn 次 
Eo (3-7-8) 
F 
CO A -wy-DMz (3-7-9) 
ce rh 


由 上 面 的 8 个 微分 关系 式 ， 读 者 可 以 自行 分 析 各 个 参数 沿 流向 的 变化 ， 这 里 不 再 详 述 。 
下 面 仅 说 明 两 点 : 

(1) 对 亚 声速 流 ， 添 质 使 速度 增加 ; 对 超声 速 流 ， 添 质 使 速度 减 小 。 因此 依靠 单纯 的 
添 质 ， 不 可 能 使 亚 声速 流 加 速 到 超声 速 流 。 这 个 规律 也 是 引起 添 质 蛮 塞 的 原因 。 

(2) 添 质 使 气流 的 总 压 下 降 。 


3.7.2 任意 截面 上 的 气流 参数 与 临界 截面 间 的 关系 式 


直接 积分 式 (3-7-6) 得 


jr 
2 次 (Jr 
式 中 ， 取 M =1 的 临界 截面 作为 参考 状态 ， 由 任 一 个 截面 的 M 数 积 分 到 临界 截面 ， 由 此 积分 
出 
| pe V2 
, 27+D|1+——M 
pV - 和 (3-7-10) 
mh pV. 1+7YM 
另外 ， 由 于 
LT A (3-7-1D) 
rn = 
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y 工 V2 7Y+1 
wi 国 =M +] (3-7-12) 
并 注意 到 六 = pVA =(PVA)/(RT)， 于 是 有 
a MD 


PB mTV 1l+YM’ 


(3-7=-13) 


PE MR 
上 7 (3-7-14) 
p PT 1+YM 
二 
本 区 
BBEP YH 2 Yim (3-7-15) 
RB. PP.P 1+rYM:[\r+!l 2 
直接 积分 式 (3 -7-9) 得 
5-5.=-RIn 凶 (3-7-16) 


上 面 的 几 个 关系 式 已 制 成 数值 表 〈 见 书后 附 表 7 (a) 与 〈b))， 可 供 计算 时 查 用 。 
3.7.3 应 用 实例 (固体 推进 剂 火 箭 发 动机 ) 


图 3.21 (a) 是 固体 推进 剂 火箭 发 动机 的 示意 图 。 火 药 柱 内 孔 的 截面 积 为 4 并 令 和 孔道 直径 
为 d, 它 是 燃气 流向 推力 喷 管 所 经 过 的 面积 ， 这 个 面积 沿 轴 向 做 成 等 截面 。 但 在 火药 柱 燃烧 时 ， 
由 于 燃烧 是 垂直 于 和 孔 壁 进行 的 ， 所 以 面积 4 并 不 保持 不 变 。 不 过 ， 火 药 柱 燃烧 的 速度 一 般 很 
小 (大 约 0.001 一 0.5m/s)， 而 燃气 速度 一 般 为 每 秒 几 百 米 。 因 此 ， 计 算 中 可 以 不 考虑 由 于 面积 
变化 所 引起 的 非 定常 影响 而 认为 流动 是 准 定常 的 。 实 验 指出 ， 燃 烧 速 度 V 取决 于 推进 剂 的 成 
份 、 推 进 剂 温度 、 作 用 于 燃烧 区 上 的 压强 P 以 及 主 核心 流 的 速度 Vy ， 其 经 验 公 式 为 

网 =(+aV)cP" (3-7-17) 
式 中 ， a 为 烧 蚀 系数 ，n 为 压强 指数 ，c 为 反应 推进 剂 温度 效应 的 系数 ， 对 于 每 种 推进 剂 
Q,c,n 均 由 实验 确定 。 

图 3.21 (b) 是 固体 推进 剂 燃烧 表面 的 微 元 段 x， 燃烧 在 靠近 表面 非常 注 的 燃烧 区 内 进 
行 ， 燃 气 放出 时 没有 轴 向 速度 。 气 流 的 总 烩 是 由 燃烧 过 程 中 释放 出 来 的 化 学 能 所 决定 。 如 果 
推进 剂 的 组 成 是 均匀 的 , 那么 所 有 的 燃气 便 有 相同 的 化 学 能 , 所 以 流 路 中 总 烩 处 处 都 为 常数 。 
由 图 3.21 可 知 ， 添 加 的 流量 为 di = ppV,dS ， 式 中 p 为 固体 推进 剂 的 密度 ，dS 为 燃烧 表面 
的 微 元 面积 ，dS = cwdx ， 式 中 cw 为 流 路 湿润 周 长 。 于 是 添加 的 流量 为 
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图 3.21 固体 推进 剂 火箭 发 动机 示意 图 及 燃烧 表面 的 微 元 段 
(a) 发 动机 示意 图 : (b) 燃烧 表面 的 微 元 段 
dm= (1+aV)cPprcwdr (3-7-18) 

显然 ，dm 与 燃气 速度 V 以 及 压强 P 有 关 ， 而 V、P 又 与 添加 的 流量 有 关 ， 这 里 不 妨 给 
出 一 个 例题 加 以 说 明 。 

例 14 已 知 孔道 直径 d=0.025 m ， 燃 烧 速 度 V=0.025 m/s ， 推 进 剂 密度 py = 
2 500 kg/m? ， 燃 气 比 热 比 yY=1.2， 气 态 常数 R=320 J/kg* K， 火 焰 温 度 7T; =3 000 K ， 药 柱 
长 工 =0.30 m ， 推 力 喷 管 叱 部 面积 A =0.000 3 m* ， 假 定 气流 流动 是 准 定常 的 ， 且 在 喷 管 内 
的 流动 是 等 燃 的 ， 并 假设 药 柱 进口 截面 与 药 柱 出 口 截 面 的 下 注脚 分 别 用 “1” 与 “e” 表 示 ， 
试 计算 :(1) 推进 剂 的 燃气 流量 四 ; (2) 喷 管 进口 气流 马赫 数 M。 和 总 压 R。;〈(3) 药 柱 进 
口 截面 的 总 压 驴 (4) 药 柱 进口 截面 的 密度 p,; (5) 最 大 流量 各; (6) 药 柱 进口 与 出 口 截 
面 的 静 压 差 AP 。 

解 ”首先 分 析 一 般 情 况 下 药 柱 燃烧 产生 六 的 计算 过 程 。 根 据 前 面 分 析 时 给 出 的 流 道中 
总 和 处 处 都 为 常数 的 假设 ， 因 此 燃气 的 总 温 则 等 于 燃气 的 火焰 温度 ， 即 五 = 五 ; 因 药 柱 进口 
端 M, =0， 因 此 进口 端 静 压强 与 静 温 度 值 也 就 是 相应 的 进口 总 压 与 进口 总 温 值 ， 下 面 我 们 
首先 确定 临界 截面 上 的 参数 ， 在 临界 截面 上 马赫 数 M. =1; 为 此 将 “1” 截 面 与 临界 截面 上 
的 总 压 值 用 于 式 〈3 -7-15)， 可 得 到 


A 
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首先 假定 药 柱 进口 端的 压强 为 及， 于 是 由 上 式 便 得 到 相应 的 临界 总 压 值 ， 而 临界 截面 
上 的 静 温 工 为 


临界 速度 只 =a, =(YRT.)”; 另外 , 将 “1” 截 面 与 临界 截面 上 的 静 密度 用 于 式 (3 一 7 一 14)， 
得 p11p.=2。 于 是 在 假定 呈 值 后 ， 借 用 于 元 , = 以 及 状态 方程 p, = /RT ， 则 临界 截面 上 
的 与 p. 均 可 以 相应 地 确定 下 来 ， 因 此 临界 截面 上 的 流量 局 = p,V.4 也 就 相应 地 得 到 了 。 在 
假定 的 下 得 到 了 相应 的 临界 截面 参数 ， 如 果 再 给 定 一 个 库 值 ， 则 由 式 (3 一 7 一 10) 便 可 得 
到 相对 应 于 办 下 的 马赫 数 〈 不 妨 记 为 M')， 于 是 由 M' 以 及 式 (3 一 7 一 12) 与 式 (3 一 7 一 13) 
便 可 得 到 对 应 于 M' 下 的 速度 V 与 压强 P 值 ， 有 了 M’ 下 的 V 与 P 便 可 积分 式 (3-7-18)， 
即 


a 
m= dm=cwpec] (1+aV)P"dr (3-7-19) 
1? 


显然 式 (3-7-19) 的 积分 要 借助 于 数值 积分 方法 才能 完成 ， 因 为 V =V(x)，P= P(x)， 
而 且 M”=Mx) 即 它们 都 是 x 的 函数 。 如 果 这 时 由 式 (3 一 7 一 19) 新 求 出 的 各 与 上 面 给 定 的 
语 之 差 不 在 允许 的 误差 范围 内 ， 则 可 再 重新 假定 忆 值 重复 上 述 计 算 ， 直 到 满足 要 求 为 止 。 
这 里 需要 指出 的 是 :如 果 式 (3-7-19) 的 积分 是 从 药 柱 进口 x=0 截 面积 分 到 药 柱 出 口 
X= 上 截面 时 ， 则 药 柱 燃烧 所 产生 的 燃气 总 流量 世 就 可 以 知道 了 ，M。 也 就 确定 了 ; 另 一 方 
面 ， 借 助 于 式 3-7-15) 药 柱 出 口 截面 上 的 总 压 只. 也 就 知道 了 。 对 于 定常 流动 ， 燃 气流 
量 避 必须 等 于 喷 管 喉 部 流 过 的 流量 未 ， 假 设 喷 管 内 为 等 炉 流 动 并 假定 喉 部 为 临界 截面 时 则 
由 式 (3-4-10) 加 才 可 以 表示 为 


因此 我 们 需要 比较 次 与 加 的 差别 。 如 果 两 者 的 差别 不 在 允许 的 误差 范围 内 ， 则 需要 再 次 假 
设 甩 值 重 复 上 述 计算 直到 满足 允许 误差 为 止 。 只 有 在 特殊 情况 下 ， 烧 蚀 系 数 a 才 等 于 零 。 
如 果 燃 烧 速 度 与 压强 无 关 〈 即 n=0)， 那 么 由 式 (3-7-17) 则 WV =c， 于 是 式 (3 一 7 一 19) 
被 简化 为 
抽 =CwPpV ,x (3-7-20) 
下 面 开 始 进行 本 例题 的 各 步 计算 : 
(1) 由 式 (3-7-20)， 于 是 
h =Wpecw =Vpe (md) 工 =1473 kgls 
1 


-4 了 天 二 二 
(2) = ez 查 气动 函数 表 得 M。 =0.393 8 
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只 -所 山 1473x 3 000 _74 9xi0: pa 
KA ~ 0.036 2x0.0003 


(3) 将 M。=0.3938，7Y=1.2 代 入 到 式 (3-7-15) 得 到 


于 是 


(4) 将 Mi = 


因此 


(5) 将 Me= 


于 是 


(6) 由 M。 


因此 


_ 74.29x105 
” 1.1483 
0 以 及 y=1.2 代 入 到 式 (3-7-15) 得 
鱼 -12418 
只 


0 


= 64.69x10: Pa 


P, =1.2418x64.69x107 = 80.33x105 Pa 


BB, _ PR _ 80.33x10 


pm=pn=R= 


RT RT, 320x3 000 
0.3938 代入 到 式 (3 一 7 一 10) 得 到 


=8.36 kg/m’ 


=0.3938 查 等 坑 表 得 到 全 =0911 8， 于 是 


四 
已 = 及 x0.9118=67.74x10: Pa 
AP=P -P=P,-P =(80.33-67.74)x10’ =12.59x105 Pa 。 


§ 3.8” 变 比热容 气动 函数 及 其 应 用 


前 面 所 讨论 的 都 是 定 比热容 问题 。 随 着 喷气 发 动机 工 质 温度 的 提高 和 计算 机 的 广泛 使 
用 ， 考 虚 变 比热容 不 但 是 必要 的 ， 而 且 是 可 能 的 中。 首先 引进 气动 系数 有 与 w 的 概念 。 
对 于 任意 一 个 气流 参数 y ， 如 果 它 可 以 用 B. 与 M 或 者 w 与 4 来 表示 时 ， 则 称 甩 与 w 为 气动 
系数 。 通 常 ， 气 动 系数 的 选择 遵循 下 面 两 大 原则 : 一 是 形式 尽 可 能 简单 ， 而 且 它 本 身 的 确定 
也 尽 可 能 的 简单 ， 二 是 气动 系数 随 气流 温度 的 变化 应 尽 可 能 缓慢 。 在 目前 变 比 热 计算 中 ， 常 
选用 了 两 种 最 基本 的 气动 系数 : 一 个 是 B 系数 ， 它 常用 于 以 马赫 数 M 为 自 变 量 的 气动 函数 ; 
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另 一 个 是 a 系数 ， 它 常用 于 以 速度 系数 4 为 自 变量 的 气动 函数 。 以 下 简介 这 两 类 变 比 热 气 
动 函数 的 表示 法 以 及 工程 应 用 。 


3.8.1 用 M 数 表示 的 变 比 热 气动 函数 


一 、 三 个 基本 系数 B.， 记 ,与 Bs 的 定义 


这 三 个 系数 的 定义 是 
B= 二 (3-8—1) 
人 也 = 工 Sb 
Be pe (3-8-2) 
Rin 五 
b= (3-8-3) 
式 中 4] (3-8-4) 
" 


其 实 ， 气 动 系 数 ,来 源 于 声速 方程 a= ,VT ; 及 来 源 于 答 的 方程 全 =1+ BM? Bs; 来 


Fe Fr 
下 六 的 方程 他 -人 。 因此 


sO) or 


注意 到 Ta =dh- 史 以 及 式 (3-8-4) 于 是 有 ds=dé-R 吕 由 等 条件 ds=0 得 ， 


上 巾 = RS ， 将 该 式 积分 便 得 到 
瑟 -5=Rn 全 (3-8-6) 
显然 将 式 (3-8-6) 代入 到 式 (3 一 8 一 5) 中 便 得 到 式 (3 一 8 一 3)， 也 就 是 说 式 (3 一 8 一 5) 


与 式 (3 一 8 一 3) 是 等 价 的 。 
二 、 用 M 数 表示 的 变 比 热 气动 函数 


1. TCM ) 函数 
对 于 定 比 热 问题 ，r(M) 函数 已 由 式 (1 一 8 一 6) 给 出 。 对 于 变 比 热 问题 ， 由 绝 能 流 的 能 
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令 hh=ca(T, -7T) 


hh=V?/2 


这 里 c, 为 温度 由 7T 变化 到 坞 时 的 平均 定 压 比 热 ， 即 


— (3-8=7) 


因此 有 ca 人 


于 是 有 时 (3-8-8) 
这 里 A (3-8—9) 
注意 式 中 的 了 是 对 应 于 静 温 了 时 的 比 热 比 。 因 此 
tO) (3-8-10) 


五 


2. Xx(M) 函 数 
对 于 定 比 热 问题 ，x(M) 函数 已 由 式 1-8-7) 给 出 。 对 于 变 比热容 问题 ， 由 等 炳 方程 


的 平均 比 热 比 X, 定 义 ， 即 
Bp] 
i 


只 /np 六 几 
于 是 有 4-(? =[rQh)] =[r()] =[x(M)] (3—8—11) 
式 中 Bal (3-8—12) 
Ys 
站 器 1 
中 二 二 本 要 
即 ran pl 太 [raO)] (3-8—13) 


3. 流量 函数 gq(M), y(M) 
对 于 定 比 热 问 题 ，4(M) 的 定义 已 由 式 (1 一 8 一 33) 给 出 ;然而 对 于 变 比热容 问题 ， 这 
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时 所 谓 的 gq(M) 函数 虽然 也 是 个 量 纲 为 1 的 量 ， 却 不 再 具有 与 原 定 比 热 时 相同 的 定义 ， 它 是 
通过 下 面 的 办 法 直接 给 予 规定 的 : 通过 4 截面 的 流量 加 = pVA = paMA 

注意 到 p=P/RT) ，a= 有 TFT ，T=TrCd),P=Rr(M) ， 并 注意 到 及 =VYR 以 及 
有 = 7 ， 于 是 上 式 变 为 


RA (eaeooT | (3-8-14) 


m= 
Van 
定义 上 式 等 号 右边 大 括号 中 的 项 为 变 比 热 时 的 q(M) 函数 ， 显 然 这 时 它 也 是 一 个 量 纲 为 
1 的 量 ， 于 是 变 比热容 时 


> 
= M (3-8-15 
Ld J ) ) 
而 定 比热容 时 ， 交 为 
了 
抽 = 一 上 Kg(M) (3-8-16) 
VRT 


=KVR (3-8—17) 


本 < 


式 中 ， 天 由 式 (3 一 4 一 11) 定义 。 
因此 ， 式 (3-8-15) 中 的 gq(M) 与 定 比 热 容 时 式 (3 一 8 一 16) 中 的 gq(M) 并 不 相等 ,但 


两 者 都 是 量 纲 为 1 量 。 在 变 比 热 容 时 y(M ) 与 4(M ) 的 关系 为 


MD BM (3-8-18) 
240 Ax(M) Vr(M) : 
有 = (3-8-19) 
4. 冲 量 函 数 z(M) 与 /(M) 
冲 量 的 定义 为 Creroa-mrm -ma [M+ 页] 


考虑 到 a=VyRT 以 及 式 (3 一 8 一 10)， 则 上 式 可 写 为 


(P+pV’)A=myRT, (amram =mVRT,z(M) (3—8—20) 
) 
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式 中 Re : 配 ] (3-8-21) 
另外 ， 冲 量 还 可 用 忆 的 形式 即 


Crproa=m (M+ |- Aaa) (3-8-22) 

令 f(M)=g(M)(M) (3-8-23) 
于 是 式 (3 -8 一 22) 变 为 

-(P+pV’)A =PRAfF(M) (3—8—24) 


5. 声速 方程 a=PB,VT 


式 中 B,=V7R (3-8-25) 
综 上 所 述 ， 有 .,B, 与 B, 仅 是 平均 定 压 比 热 c 与 平均 比 热 比 y 的 函数 ， 它 们 已 分 别 由 式 (3 一 


8 一 25)、 式 (3 一 8 一 12) 与 式 (3 一 8 一 9) 确定 。 另 外 ， 由 于 篇 幅 所 限 ， 用 速度 系数 4 表示 的 
变 比 热 气 动 函数 这 里 从 略 不 作 介绍 。 


3.8.2 变 比 热 气动 函数 的 应 用 


例 15 已 知 空气 T=1 400 K， 天 =0.528 5， 试 用 变 比 热 气动 函数 求 静 温 T 值 。 
解 ”假设 7=1300K， 则 查 空 气 热力 性 质 表 〈 例 如 文献 [12，13] ) 有 6 =8.364 36 ， 
上 =8.275 87 ， 代 入 到 式 (3 一 8 一 3) 中 得 
1 400 


0.287 06xIn 


Bs =0.240 4 


“836436-827587 
借助 于 式 (3 一 8-13) 有 
T=Tx® =1 400x0.528 5*%+ =1 201.0 K 


然后 再 以 新 求 出 的 了 求 计算 让 
0.287 oO6xmn130 
有 = 有 43582757=02417 
计算 T 值 


T =1400x0.528 5°*" =1200 K 
比较 新 、 旧 算出 的 T 值 ， 在 允许 误差 内 ， 故 T=1200 K 。 
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本 题 如 果 按 y=1.33 的 定 比 热 容 计算 ， 则 计算 出 的 静 温 T=1 194 K ， 它 与 变 比 热 计算 相 
比 两 者 相差 6 K 。 应 当 指 出 : 在 航空 涡轮 喷气 发 动机 性 能 计算 时 ， 变 比 热 计 算 往往 是 不 可 忽 
略 的 。 

利用 变 比 热 气动 函数 求解 气体 力学 参数 的 一 般 步 骤 为 : @ 先 选 取 元 或 7 的 初 值 ，®@ 用 
热力 学 方法 (或 者 查阅 气动 系数 图 线 ) 确定 有 关 的 气动 系数 ，@) 根据 所 得 的 气动 系数 以 及 
其 它 已 知 条 件 ， 利 用 变 比 热气 动 函 数 解 出 待 求 的 元 或 者 T 值 ，@ 利用 新 的 或 7 值 重 新 计 
算 ， 直 到 迭代 过 程 满足 所 给 定 的 允 差 精度 。 
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习 题 

1. 在 叶轮 机 械 气体 动力 学 中 ， 由 于 牵连 运动 是 旋转 运动 ， 气 体 相 对 于 转动 的 叶轮 作 相 
对 运动 ， 如 图 3.4 所 示 ， 因 此 不 可 避免 地 要 产生 哥 氏 加 速度 。 如 果 取 旋转 轴 为 z 轴 ， 转 动 角 
速度 为 等 角 速 mw， 气流 的 相对 速度 为 色 ， 如 果 取 固 连 在 旋转 叶轮 上 的 相对 圆柱 坐标 系 
(r,9,z)， 试 证 明 : 

2wxW =2(Wi, -Wi,)o 

这 里 W =Wi,+W,is+Wi.; 局, 训 与 和 分别 为 沿 7,9,z 的 单位 切 矢量 ;w=wi; 

2. 设 叶轮 以 等 角速度 w 绕 z 轴 旋转 ， 叶 片 通道 的 中 心 线 & 也 随 着 旋转 ， 如 图 3.4 所 示 ， 
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这 是 一 个 典型 的 相对 坐标 系 下 没 流向 的 广义 一 维 流动 问题 。 如 果 假 定 这 时 相对 流动 是 绝热 
的 ， 试 间 ， 转 子 烙 7 (本 1=er2+ ey, 这 里 e 为 内 能 ) 沿 流向 坐标 5 守恒 吗 ? 为 什 
么 ? 

3. 某 风 洞 的 收缩 喷 管 ， 进 口 空气 流 的 总 压 为 1.724x10: Pa ， 总 温 为 324 K， 喷 管 出 口 通 
大 气 ， 出 口 面积 为 0.03 m?。 试 验 时 大 气压 强 忆 =1.013 3x10 Pa ， 若 不 考虑 喷 管 内 的 流动 损 
失 ， 试 计算 喷 管 出 口气 流 的 速度 、 压 强 以 及 通过 喷 管 的 空气 流量 。 

4. 空气 由 容积 为 1 ms 的 气 瓶 通过 收缩 喷 管 流入 大 气 ( 大 气压 强 =1.033x10; Pa )， 喷 
管 的 出 口 截 面积 为 0.5x10* m*， 气 瓶 内 的 初始 压强 为 1.0x10”Pa ， 求 在 容积 流量 不 变 条 件 
下 的 流出 时 间 ( 近 似 认为 气 瓶 中 温度 保持 288 K 不 变 )。 

5. 从 四 个 因素 同时 作用 的 一 维 定常 流动 基本 方程 组 出 发 ， 完 成 关于 影响 系数 a 
(i=1~8, j=1~4) 的 具体 表达 式 ( 见 (3 一 3 一 34) 式 )。 

6. 已 知 拉 伐 尔 喷 管 出 口 马 赫 数 M。=3，A=0.14 m: ， 只 =15 大 气压 ， 试 详细 分 析 拉 伐 
尔 喷 管 在 各 种 背 压 只 下 的 工 况 。 

7. 有 一 个 先 收缩 后 扩张 的 进 气 道 ， 在 飞行 马赫 数 M = 1.5 时 ， 进 口 截面 上 恰好 有 一 道 正 
激 波 ， 问 喉 道 截面 与 进口 截面 面积 之 比 应 等 于 多 少 ? 如 果 喉 道 截面 面积 为 0.1 m:， 飞 机 在 
10 000 m 高 空 以 M = 1.5 的 速度 飞行 ， 问 在 激 波 未 大 入 前 以 及 在 飞行 速度 略 高 一 点 激 波 被 知 
入 后 ， 经 过 进 气 道 的 流量 各 多 少 ? 

8. 用 FORTRAN 语言 或 C 语言 编制 Laval 喷 管 一 维 流动 正 问题 求解 的 计算 机 程序 (可 
参阅 $3.4 节 所 述 的 方法 进行 )。 

9. 有 一 个 高 压气 铅 通 过 收缩 喷 管 与 一 个 等 截面 绝热 直 管 相连 接 ， 如 图 3.22 所 示 。 已 知 
铅 内 的 参数 为 =7x10; N/m* ，，=60 'C; 直 管 长 度 与 直径 比 UD =10， 横 截面 积 为 
4.9x10*m?， 平 均 摩擦 系数 / = 0.008 ， 试 确定 : (1) 通过 等 截面 直 管 的 最 大 质量 流量 以 及 
实现 该 流量 的 背 压 范围 (2) 若 让 气流 直接 从 收缩 喷 管 排出 ， 则 此 时 的 最 大 质量 流量 和 对 应 
的 背 压 范围 将 发 生 什 么 变化 ? 


图 3.22 气色 与 等 截面 绝热 直 管 相 接 


10. 从 (3 一 5 一 35》 式 出 发 ， 对 于 完全 气体 试 推导 dP 与 dv 的 关系 式 ， 这 里 v 为 气体 的 比 
容 。 
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11. 空气 在 截面 积 为 0.093 m? 的 等 截面 绝热 管内 流动 ， 截 面 1 处 压强 为 7.03X 104 Pa， 
温度 为 5 C， 密 度 为 145 kg/(s* m?)， 设 管道 已 处 于 蛮 塞 状态 。(1) 试 计算 截面 1 处 的 马 
茶 数 ; (2) 试 计算 管道 出 口 处 的 马赫 数 、 温 度 、 压 强 ;(3) 为 了 固定 从 截面 1 到 出 口 的 这 段 
管道 ， 试 计算 需要 施加 的 轴 向 力 。 

12. 空气 在 等 截面 圆 管 中 作 无 摩擦 流动 ， 进 口 总 温 Ti =300 K ， 由 于 对 气流 加 热 ， 空 气 
的 4 数 由 0.5 提高 到 0.9， 试 求 对 单位 质量 空气 的 加 热量 。 

13. 有 一 个 冲压 式 燃烧 室 ， 进 口 处 可 燃气 体 的 速度 为 W =100 m/s， 温度 Ti=50 C， 压 
强 记 =5 个 大 气压 ， 燃 烧 反应 热 g=3 347.2 kJ/kg; 假设 燃烧 室 是 等 截面 的 ， 可 燃气 体 的 分 子 
量 及 比 热 比 可 以 近似 采用 空气 的 相应 值 。 试 求 出 口 处 的 WV ，T， 忆 ，P 以 及 燃 增 AS 。 

14. 试 证 明 : 等 截面 无 摩擦 的 加 热管 流 ( 54 >0 )， 沿 流动 方向 总 有 dR /只 >0， 这 里 只 
为 当地 灌 止 压强 。 写 出 加 热 前 后 R, /1 的 表达 式 。 

15. 在 等 截面 直 管 内 空气 流动 的 马赫 数 M, = 2 ， 压 强 呈 =0.7x10; N/m* ， 温 度 7 =-107 'C， 
若 在 某 截 面 喷 入 燃料 并 点 火 加 热 空气 ， 试 问 加 热 后 的 气体 洁 止 温度 To 最 高 可 达 多 少 度 ? 如 
果 此 空气 加 热 前 先 经 过 一 道 正 激 波 ， 然 后 再 对 波 后 气流 加 热 ， 问 这 时 Tm 最 高 可 达 多 少 度 ? 
(这 里 不 计 摩 擦 ) 

16. 什么 叫 凝结 突 跃 ? 它 对 气体 的 流动 将 产生 怎么 样 的 影响 ? 它 与 压缩 突 跃 例如 正 激 波 
有 什么 不 同 ? 

17. 气体 在 一 个 具有 变 截面 、 有 摩擦 和 有 垂 
直 添 质 流量 联合 作用 下 的 一 维 管道 中 作 定 常 流 


动 ， 如 果 不 计 气体 的 质量 力 ， 试 给 出 该 流动 的 微 
分 型 连续 方程 以 及 微分 形式 的 动量 方程 (用 马赫 


数 M 表示 )， 图 3.23 中 5R。 =-O Ade. 


18. 有 一 固体 火 第 发 动机 ， 药 柱 密度 
pr =2 400 kg/m?， 药 柱 长 L=1.0m， 火 焰 温 度 
=2 800 K ， 喷 管 临界 截面 A.=0.000 7 m?， 
在 某 一 瞬间 药 柱 内 孔径 D=0.034 47 m， 试 就 下 
列 两 种 燃烧 速度 : Y= 常数 =0.065 m/s; 加 
多 =c 所 (这 里 c=0.00001，n=05 ) 的 情况 下 
计算 该 瞬间 气流 流出 截面 2 时 ， 如 图 3.21 所 示 
的 M, 和 R= 以 及 左 端 截面 1 处 的 p 与 刀 值 。 这 里 约定 药 柱 进口 截面 与 药 柱 出 口 截 面 的 下 
注脚 分 别 用 1 与 2 表示; 燃气 的 y=1.2，R=320 J/kg * K。 


图 3.23 多 种 因素 作用 下 的 一 维 管 流 
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一 维 非 定常 气体 动力 学 是 气体 力学 的 重要 组 成 部 分 ， 也 是 理论 研究 与 工程 应 用 领域 最 
为 关注 的 内 容 之 一 ， 尤 其 是 现代 计算 流体 力学 的 飞速 发 展 ， 使 一 维 非 定常 流动 分 析 方 法 更 为 
重要 。 


$4.1 可 压缩 、 无 粘 、 非 定常 基本 方程 组 的 数学 结构 及 一 维 流动 
4.1.1 可 压缩 、 无 粘 、 完 全 气体 非 定常 流动 基本 组 的 数学 结构 


首先 将 可 压缩 无 粘 气体 基本 方程 组 写成 一 阶 拟 线性 对 称 双 曲 型 方程 组 的 形式 。 之 所 以 
写成 这 种 形式 ， 是 因为 对 称 双 曲 组 在 数学 上 具有 非常 好 的 性 质 ， 而 且 这 类 方程 组 可 借用 的 数 
学 成 果 较 多 。 为 此 ， 先 讨论 无 粘 流体 的 动量 方程 


DPV+ Vp + PD = pf (4-1-1) 


式 中 ，VV 是 并 矢 张 量 〈 又 称 速度 矢量 的 张 量 积 )，Py 表示 单位 体积 上 的 质量 力 〈 又 称 彻 体 
力 ); 7 为 度量 张 量 ， 可 参见 式 (1-4-9) 的 定义 。 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 〈 x, 太 , 芍 ) 中 上 式 
可 写 为 


9 9 
BP +a Pmt pe)= pf (bk=1~3) (4-1-2) 
这 里 采用 了 爱 因 斯 坦 求 和 规约 。 式 中 6u 为 Kronecker 记号 。 由 连续 方程 
Pp - we 
3r+Y'(PY)=0 (4-1-3) 
则 式 〈4-1-2) 可 变 为 
WV, lvyp=p (4-1-4) 
dt p 
或 者 写 为 
Wy NP jel a 
pa + Pra + ar -Pf (i=1~3) (4-1-5) 


方程 式 (4-1-4) 或 式 (4-1-5) 又 常 称 为 Euler 方程 。 能 量 方程 
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中 we }v (eerdor to} |r Vv (4-1-6) 


式 中 ，e 为 单位 质量 的 流体 所 具有 的 热力 学 狭义 内 能 ， 因此 (pe+ 上 PV”) 表示 单位 体积 中 流 
体 所 具有 的 广义 内 能 。 借 助 于 连续 方程 则 上 式 可 变 为 


af uv vy 
p 一 | e+ 一 Hpy.vle+ 一 |HVe(PV)=pf.Y (4-1-7) 
9 3 2 
或 者 
d 


vy? 
o 吕 wem=erw (4-1-8) 


注 间 到 量 (上 上 7 于 ， 并 使 用 式 (4-1-4)， 则 式 《4-1-8) 可 改写 为 


p+PVeV =0 (4-1-9) 


又 利用 连续 方程 消去 上 式 的 V。Y 项 便 得 到 


de_Pdp, : BP 
Ep 0 (4-1-10) 
d 4 
或 者 Se+P- 己 =0 (4-1-11) 
dt dr 
再 利用 Gibbs 方程 ， 即 as=#aerest] (4-1-12) 
则 式 (4-1-11) 变 为 
ds _ 
= (4-1-13) 
这 里 8 是 单位 质量 流体 所 具有 的 米 。 上 式 又 可 写 为 
Wy.vs=0 (4-1-14) 
or 


或 者 
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as, 95 
CW 本 请 4-1-15) 
ER 0 (k=1~3) (4-1-15 
特别 是 对 于 多 方 气体 (polytropic gas) !23 其 状态 方程 具有 如 下 形式 
P=f(p,5)=B(S)p” (4-1-16) 


式 中 


ao-oes 人 2 (4-1-17) 
本 


这 里 56 是 一 个 适当 的 常数 此 3，7y 为 比 热 比 〈 又 称 绝热 指数 )，B (8$) 只 是 粹 8 的 函数 。 另 
外 对 于 多 方 气体 ， 还 有 下 列 简单 关系 式 成 立 ， 即 


qa?=Byp™ =7P/p=YRT 
B 


< (4-1-18) 
RT = Bp™ 

对 于 多 方 气体 ， 式 (4-1-14) 可 以 写 为 
af} (Eo (4-1-19) 


对 于 正 压 气体 ， 这 时 密度 仅仅 是 压强 的 函数 而 与 其 它 的 热力 学 变数 无 关 6-~9， 这 时 的 状态 方 
程 可 以 变 得 十 分 简单 。 在 通常 情况 下 ， 压 强 是 密度 与 炉 的 函数 ， 即 P= P(p,8) ， 于 是 借助 于 
它 以 及 式 (4-1-13) 与 式 (4-1-15) 可 得 到 


ap1fap ap mw) fap) /as as) 
(¥)® ta Pm 加 | 。 


即 


或 者 


中 =—=0 (4-1-20) 


将 上 述 方程 按照 运动 方程 式 (4-1-5)、 连 续 方程 式 (4~1-20) 及 能 量 方程 式 (4~1-15) 
的 次 序 排列 ， 便 得 到 如 下 矩阵 形式 


9U 9U Fok 
A (i=1~3) (4-1-21) 
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式 中 局 =[wwvwPS 了 
C=[pfi,pfi,pf,0,0] (4-1-22) 
p00 0 0 
0p0 0 0 
4=|00p 0 0 
0 0 0 Upa 0 
0 0 0 0 1 


作为 读者 的 课 后 作业 ， 请 完成 4,4:,4, 和 矩阵 的 具体 表达 。 显 然 4 为 对 称 正定 矩阵 ， 而 
且 4,42,4 均 为 对 称 阵 ， 因 此 该 方程 组 式 (4-1-21) 是 一 个 一 阶 拟 线性 对 称 双 曲 型 偏 微分 
方程 组 。 对 于 一 维 可 压缩 无 粘 流动 ， 则 由 式 (4-1-3)、 式 (4-1-2) 与 式 (4-1-6) 组 
成 的 方程 组 被 简化 为 


9 9 
(PtP +P)=pf (4-1-23) 


Ep 本 汪 交 光 入 罗 

(oti } 让 er 和 + upf 

或 者 由 式 (4-1-3)、 式 (4-1-5)、 式 (4-1-14) 组 成 的 方程 组 在 一 维 可 压缩 无 粘 流动 
时 被 简化 为 


人 (4-1-24) 
p 


由 于 上 面 两 个 方程 组 都 不 是 一 阶 对 称 双 曲 型 方程 组 ， 因 此 为 了 说 明 它 们 的 双 曲 性 ， 在 这 里 有 
必要 介绍 一 下 一 个 空间 变量 的 一 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 的 定义 。 


4.1.2 一 维 非 定 常 无 粘 流 基 本 方程 组 特征 值 与 特征 方程 


一 、 一 个 空间 变量 的 一 阶 拟 线性 双 曲 型 方程 组 
考察 如 下 的 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 
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AG RD) + BU) 和) (4-1-25) 


式 中 ，4,B 均 为 nxn 的 和 矩 阵 ，U =[w,w,…,u,] 为 未 知 函数 组 成 的 列 向 量 ; 9 =[9,,9,,…9, 了 
也 为 列 向 量 。 如 果 在 所 考察 的 区 域内 


detA#0 (4-1-26) 
并 且 特 征 方程 
det(B- 4)=0 (4-1-27) 
有 n 个 实 根 即 入, 入 ,…, 入 ; 设 4 为 对 应 于 入 的 左 特征 行 向 量 : 
LB=XlA “这 里 不 对 i 作 和 ) (4-1-28) 
如 果 L(i=1~n) 构成 完全 组 ， 即 这 些 特征 向 量 是 完备 的 线性 无 关 的 ， 并 且 
det (lll T )#0 (4-1-29) 


此 时 称 方程 组 式 (4-1-25) 为 双 曲 型 方程 组 。 考 特征 方程 式 (4-1-27) 具有 n 个 相 异 的 
实 根 ， 不 妨 令 
<Ah<<h (4-1-30) 
则 称 方程 组 式 〈4-1-25) 为 严格 双 曲 型 方程 组 。 
二 、 方 程 组 式 (4-1-24) 的 特征 


这 时 上 U=[p,u,5 了 为 未 知 函数 的 列 向 量 ， 此 时 P=P(p,S); 如 果 将 式 (4-1-24) 整理 
为 式 (4-1-25) 的 形式 ， 则 此 时 


A=1 (4-1-31) 
u p 0 
B=|a/p a CPs), (4-1-32) 
0 0 u 


式 中 , 7 为 单位 阵 ，a? =(3P/3p), 。 于 是 


det(B—44)=(u-Nd[(u—1)* a] 
所 以 方程 组 式 (4-1-24) 的 特征 方程 为 
GD[w- 和 7-o2]=0 (4-1-33) 
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其 根 为 A=u-a, b=u N=uta (4-1-34) 
因此 一 维 方程 组 式 (4-1-24) 是 严格 双 曲 型 的 ， 它 的 三 族 特征 曲线 分 别 为 
de/dt=u-a, de/dt=u, de/dt=uta (4-1-35) 


作为 读者 的 课 后 作业 ， 试 求 出 方程 组 式 (4-1-23) 的 特征 方程 、 特 征 值 和 特征 曲线 。 
8 4.2 ”守恒 变量 与 原始 变量 基本 方程 组 间 的 相互 转换 及 特征 分 析 
4.2.1 双 曲 型 方程 组 的 左右 特征 向 量 矩 阵 及 特征 标准 型 方程 


考察 守恒 律 组 
,YO Co 
+ 有 =0 (4-2-1) 


这 里 U=[4,w…t]J，f 了 DU)=[f0), 有 (D0)…,f,(D0)] ; 通 量 f(U) 的 Jacobi 算 阵 为 


音 疡 .. 闻 
Ou du, ou, 
| 驴 驴 .了 双 
AU)= ho = . 四 2 (4-2-2) 
CA 及 了 驻 
Ou Ou, Ou, 
于 是 守恒 形式 的 方程 组 式 (4-2-1) 变 为 非 守恒 形式 即 
9U 9U 
+ (4-2-3) 
于 是 特征 方程 
det(A—41)=0 (4-2-4) 
的 根 为 矩阵 4(U) 的 特征 值 ， 因 为 式 (4-2-4) 是 4 的 n 次 多 项 式 ， 故 有 n 个 根 ， 并 记 为 
XU) (DO)…(U) 
令 m(C) 为 矩阵 4 的 与 特征 值 色 相对 应 的 右 特 征 列 向 量 ， 即 
天 CO)=[maOD) ma 站 本 (4-2-5) 
并 且 满足 下 式 
AUMU)=An (UV) 〈 这 里 不 对 大 作 和 ) (4-2-6) 
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于 是 这 些 右 特 征 向 量 依次 排列 组 成 右 特征 向 量 矩 阵 RV)， 即 


RU)=[n (UV),r,(0),…7, (VU))] (4-2-7) 
因此 可 将 方程 组 式 (4-2-6)( 这 里 k=1~n) 写成 等 价 的 矩阵 等 式 形式 ， 即 
AU)RU)= RVIAU) (4-2-8) 


这 里 4(U) 为 对 角 和 矩阵， 其 对 角 线 上 的 元 素 为 特征 值 〈 这 里 上 =1~m);， A(U) 的 表达 
式 为 
AU)= diag(1 ,1,.…,) (4-2-9) 


同样 的 1(U) 为 矩阵 A(U) 的 与 特征 值 (U) 相 对 应 的 左 特征 行 向 量 ， 即 


DU) = (0), U0),.%,1, (UV)] (4-2-10) 
并 且 满足 方程 组 
LU AW = LU) (这 里 不 对 j 作 和 ) (4-2-~11) 
于 是 这 些 左 特征 行 向 量 组 成 了 左 特 征 向 量 矩 阵 KU) 即 
LOD)=[GO)DO) 了 (4-2-12) 
同样 的 可 以 将 方程 组 式 (4-2-11)〈 这 里 j=1~n) 写成 等 价 的 矩阵 等 式 ， 即 
L(U)AU)= AULU) (4-2-13) 
可 以 证 明 ， 不 同 脚 标的 左 特 征 行 向 量 与 右 特征 列 向 量 总 是 正 交 的 ， 用 矩阵 形式 写 出 时 便 为 
LUn UV)=0 ( 当 j 了 Kk 时) (4-2-14) 
而 且 可 以 选择 使 RDn(O)=1 (4-2-15) 
因此 便 有 LU)RU)=I (4-2-16) 
也 就 是 说 世 与 只 互 为 逆 矩 阵 
LU)=R"(U, 
| (4-2-17) 
并 且 有 AU)= RUIATILU) (4-2-18) 
用 工 矩 阵 左 乘 式 (4-2-3) 得 
Lt+AL -0 (4-2-19) 


则 式 〈4-2-19) 称 作 双 曲 型 方程 组 式 (4-2-3) 的 特征 方程 组 。 设 B.(U) 是 某 个 正 (或 者 
负 ) 定 函 数 ， 如 果 J.(U) 满 足 


d=BOLUAU (这 里 不 对 i 作 和 ) (4-2-20) 
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则 称 J,(D) 为 第 i 个 黎 曼 〈Riemann) 不 变量 。 在 数学 上 ， BB,B,,… 叫 积分 因子 。 应 该 指出 : 
在 通常 情况 下 ， 积 分 因子 并 不 是 容易 找到 的 。 令 

T= ODO OT (4-2-21) 
表示 由 n 个 黎 曼 不 变量 组 成 的 列 向 量 。 如 果 用 B(D), PB,(0)…,B,(U) 分 别 乘 以 式 (4-2-19) 
的 第 1 个 , 第 2 个 ，…， 第 nn 个 ， 并 注意 到 式 (4-2-20)， 于 是 便 得 到 


2 a1_ A 
+a (4-2-22) 
上 式 被 称 为 特征 标准 型 方程 ， 它 是 由 n 个 如 下 所 示 的 标量 方程 所 组 成 ， 即 
rhe0 (i=1~ 区 (这 里 不 对 i 作 和 ) (4-2-23) 
如 果 曲 线 C 上 的 任意 一 点 ( (1),t ) 满足 
dx(D/dr=%1 (i=1~n) (4-2-24) 
则 曲线 C, 被 称 作 第 i 族 特 征 线 。 由 式 (4-2-23) 得 出 ， 沿 第 1 族 特征 线 有 
dJ,=0 (4-2-25) 


因此 沿 特征 线 有 下 面 两 大 性 质 : 

@ 沿 第 i 族 特征 线 ， 则 第 i 个 黎 曼 不 变量 J 是 常数 。 

@ 沿 第 i 族 特征 线 ，J, 的 总 变 差 TV 〈Total Variation) 具有 不 变性 。 这 一 不 变性 是 双 曲 
型 方程 组 的 一 个 非常 重要 的 特性 。 关 于 总 变 差 的 概念 可 参阅 文献 [10]。 

例 1 考虑 常 系数 线性 双 曲 型 方程 组 


3a0 ,90 
Er (*1) 
的 初 值 问 题 U(x,0) =U,(x) (*2) 


这 里 矩阵 4 是 常数 矩阵 ， 相 当 于 通 量 f(U)= 4U 为 线性 函数 。 试 将 〈*1) 式 化 成 特征 标准 
型 方程 ， 并 求 出 该 原始 方程 组 初 值 问题 的 解 。 
解 这 时 4 的 特征 值 及 左 、 右 特征 向 量 矩 阵 都 与 忆 无 关 ， 于 是 


A=RAL (*3) 
用 左 特征 向 量 矩 阵 忆 左 乘 到 〈*1) 式 的 两 边 ， 并 引进 新 的 未 知 函数 W 
W=LU=[U,LU,, UT =[w, ww (#4) 
得 到 新 的 方程 组 
他 +4 -0 G5) 
写成 分 量 形式 便 为 
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WW 0 (i=1~ 区 《这 里 不 对 i 作 和 ) 
ar or 
相应 的 初 值 问题 变 为 
wwO)=U,0)=1U0)=wo() G=1-~ 由 
因此 由 〈*6) 与 〈*7) 式 便 可 对 每 一 个 固定 的 i 解 得 
wo)=LU) = wo(x— ht)=LUo(x—h) 
于 是 可 得 到 原始 方程 组 初 值 问题 的 解 ， 用 和 矩阵 表达 便 为 


UG) =RWGD) = [wD]= TV, -Nn] 
入 人 


例 2 考虑 一 维 Euler 方程 的 守恒 形式 


30 ,YO 
EC 


U=[p,pue] ,e = 二 tor 
f=[pu pe +Puet+Pp)] 


试 推导 出 它 的 黎 曼 不 变量 以 及 特征 标准 型 方程 的 具体 形式 。 
解 首先 求 出 系数 矩阵 


0 1 0 
-3C) -| xz-3 :， 本 S 
AV)= = 2 G3-7)u 7-1 
2 
Vd a 
2 Y=-1 7Y-l 2 
再 求 4(U) 的 特征 方程 为 


M1-AV)= -0[Q-u a]=0 
因此 它 的 三 个 特征 值 为 N=u-a, b=u, N=uta 
计算 三 个 右 特征 列 向 量 ， 分 别 为 

nO =[,u-a,H-ua] 


gi 
nO) -| 和 9| 


nVU)=[Luta, H+ua] 
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(#6) 


(*7) 


(*8) 


(*9) 


(4-2-26) 


(4-2-27) 


(4-2—-28) 


〈4-2-29) 
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wm YP wa 
， 厂 为 1 ，H=— 一 + 一 一 
AN 2 97-05 2 71 


2 
由 LR=1 ， 因 此 可 求 得 与 ,n,n 相对 应 的 三 个 左 特征 行 向 量 分 别 为 


2 
妃 -”z-] (4-2-30) 
天 


然后 由 dj = (UJ1dU 得 


dP 
dh -Ai[ 路 -和 av] 


a=Bw)(ap- 坚 | (4-2-31) 
dp 
44=B@)[ 钱 + 名 er] 
显然 ， 如 果 取 BO)=a/p， 有 U)=-p7a， 有 (U)=a/p， (4-2-32) 
可 得 到 一 组 黎 曼 不 变量 ， 即 
a wu [a a uu 
Niasp rt (4-2-33) 
于 是 ，Ji(U) 满 足 如 下 的 特征 方程 式 
ay, Ch a 
Er Va] =0 (i=1,2,3) (4-2-34) 


4.2.2 两 类 基本 方程 组 间 的 相互 转换 及 特征 分 析 


这 里 所 谓 两 类 方程 组 是 指 用 守恒 变量 与 原始 变量 写成 的 Euler 方程 组 。 这 两 类 方程 组 同 
等 重要 ， 而 且 经 常 需要 相互 转换 。 首 先 由 能 量 方程 式 (1-4-32) 出 发 ， 对 于 无 粘 、 无 热 伟 
导 的 非 定 常 完全 气体 ， 则 式 〈1-4-32) 可 简化 为 


-=0 (4-2-35) 


注意 到 de=C, dT 以 及 P= pRT 则 上 式 可 变 为 
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dP dps0 
df dr 
应 用 连续 方程 后 ， 则 上 式 变 为 
到 + pv.y=0 (4-2-36) 
式 中 ，a 为 声速 。 因 此 无 烙 、 无 热传导 的 非 定常 可 压缩 完全 气体 的 基本 方程 组 可 表示 为 


+v. (pV)=0 


WV ,lyp=0 (4-2-37) 
dt p 
dP 2 
—+pa’V.V =0 
dr ee. 
令 末 =[pwwwP =[puos,P (4-2-38) 


用 (?,y,) 代替 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 (x,y,z) ， 于 是 式 4-2-37) 在 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 
中 写成 矩阵 形式 便 为 


a 
0 + 4] (4-2-39) 


这 里 (j=1~3) 为 5X5 的 矩阵 ， 作 为 课 后 练习 ， 读 者 可 自行 推导 出 名 ,人 和, 包 的 具体 表达 式 。 
今 引进 一 个 辅助 矩阵 
M=Y Ah) (4-2-40) 
气 


这 里 为 常数 ， 由 线性 代数 的 基本 知识 ， 容 易 验 证 存在 着 一 个 满 秩 和 矩阵 了 〈 以 及 它 的 逆 矩 阵 
入) 使 下 式 成 立 

TMT =diag (1, ,hh) (4-2-41) 
这 里 


“KtadK.K (4-2-42) 
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K=[k,k, kT 
V=[u,,] 


K-.K=Y(k,) (4-2-43) 
2 4 


3 
VK=Yuk) 


pd 


式 (4-2-41) 中 的 矩阵 了 与 六 :分别 为 


K 
0 


和 ,IN 


I 


oo 


© 


p/(a¥V2) 
天 /2 
天 /2 
天 /2 
pa/V2 


p/(ay2) 
-K/vV2 
-K,/V2 
-K,/V2 
palV2 
-RK /a 
—K,/a* 
—K,/a? 
YW(pay2) 
YW(pay2) 


K, 


(4-2-44) 


-并 
尼 /G 
-天 /2 


(4-2-45) 


式 中 ，KR, = 后 /VK 天， 显然 矩阵 7 与 7 所 对 应 的 行列 式 的 值 为 


detT =(detT-) = pa (4-2-46) 


将 式 (4-2-37) 在 直角 坐标 系 (》%, 交 ,六 ) 中 写成 守重 形 式 ， 即 


pu 
式 中 
pw 


U=| pv |=| pu, |， 


(4-2-47) 


pu, 
puu, + P6, 

F,=| puu, + P6,, 
pusu) + Ps 
(e+P)u, 


pu 
(4-2-48) 


pm 
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av tT/, U0 
一 |=0 (4-2-49) 
a : 训 4 效 ] 
令 N=9U/30， 则 有 
A,=N"'AN (4-2-50) 


也 就 是 说 4, 与 4) 为 相似 矩阵 ， 由 线性 代数 知道 它们 有 相同 的 特征 值 。 和 矩阵 N 与 N"' 的 
具体 表达 式 为 


0 
mn p 0 0 0 
N=- ww 0 p 0 0 (4-2-51) 
ww» 0 0 p 0 
W/2 pm pu pu YW(Y-1) 
1 0 0 0 0 
-ulp Up 0 0 0 
N= up 0 MR 0 9 (4-2-52) 
WV |-amp 0 0 Up 0 
-1 
筷 史 -7-Du -(Y-Du, -7-Du (7-D 
于 是 ， 对 于 矩阵 A, ， 注 意 到 式 〈4-2-41)， 则 有 
(DDN )4(NTo)=An (4-2-53) 


这 里 人 为 对 角 和 矩阵 。 因 此 ， 便 可 很 方便 的 得 到 了 矩阵 4 的 左 特征 矩阵 L,, 与 右 特 征 向 量 矩 
阵 R,,， 即 


Ly = THN", R= NT (4-2-54) 


用 类 似 的 方法 ， 也 可 以 得 到 任意 曲线 坐标 系 下 通 量 雅 科比 矩阵 所 对 应 的 特征 值 、 特 征 向 量 抵 
阵 及 其 逆 矩 阵 mi。 
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$4.3” 双 曲 型 守恒 律 方程 的 弱 解 及 业 函 数 、 业 通 量 、 炳 条 件 


既然 一 维 非 定 常 气体 力学 方程 组 属于 双 曲 组 ， 那 么 双 曲 型 方程 的 求解 就 必然 要 涉及 弱 解 
和 炳 条 件 的 概念 ， 而 且 必然 会 涉及 到 经 典 解 、 间 断 解 以 及 模型 方程 的 讨论 。 


4.3.1 入 函 数 与 炉 通 量 


偏 微分 方程 的 研究 表明 : 对 双 曲 守恒 律 方程 


一 + 一 一 =0 (<x<%,t>0) (4-3-1) 


这 里 w= 亿 ,oem 了 了 ， 通 量 PC) =[A(, 记 (0 六 (Co 了 ， 即 使 初 值 


u(x,0) = w(x) (4-3-2) 
` 是 充分 光滑 的 ， 随 着 时 间 增 长 ， 同 族 特征 线 也 可 能 会 相交 ， 即 解 可 能 有 间断 ， 因 此 有 必要 推 
广 经 典 解 (又 称 古 典 解 ) 引进 弱 解 的 概 含 。 粗 糖 地 说 ， 弱 解 就 是 经 典 解 加 上 间断 解 。 大 量 的 
理论 研究 表明 : 解 的 间断 性 深刻 地 反映 着 非 线性 方程 或 拟 线 性 方程 的 本 质 特点 ， 同 时 在 
自然 界 中 各 种 物理 量 的 间断 面 的 传播 是 一 个 普遍 现象 "9。 理 论 研 究 还 表明 "5 '"， 初 值 问 题 
式 (4-3-1)、 式 (4-3-2) 的 弱 解 是 不 惟一 的 。 对 于 一 维 非 定常 气体 动力 学 方程 ， 在 获得 
间断 解 时 可 以 根据 焙 增 条 件 去 选 出 惟一 的 真实 解 即 物理 解 。 对 一 般 双 曲 型 守恒 律 式 
(4-3-1)， 我 们 也 希望 能 选 出 它 的 惟一 真实 解 ， 因 此 便 提 出 了 所 谓 烂 函 数 U"(w) 和 灶 通 量 
函数 F"(w) 的 概念 ， 同 时 也 就 提出 了 研究 凸 函 数 的 要 求 ; 与 此 同时 便 推出 了 用 炳 条 件 ( 又 称 
灶 不 等 式 ) 去 判断 物理 解 的 思想 。 炳 函数 U"(w) 与 炉 通 量 函 数 F*(w) 都 是 标量 函数 ， 尤 其 是 
炳 函数 它 满足 下 列 两 点 性 质 : 

1. UV" 是 w 的 凸 函 数 ， 即 UV" 的 Hessian 矩阵 


ov dU ov’ 
Bud udu, EE 
aU” aU” dU 
aU {ov a 
| |= -3-3) 
a (党 EPE Busdu, (4 
aU” dU ov 
Ou,0u udu, Das0u 


正定 。 
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2. U" 满 足 相 容 性 条 件 ， 即 
0° oF (4-3-4) 


这 里 F" = F"(w) 为 炉 通 量 ， 它 也 是 个 标量 函数 。 另 外 ， 必 须 指 出 的 是 ， 这 里 定义 数学 上 的 炉 


函数 与 物理 上 的 炉 是 有 显著 区 别 的 ， 并 且 在 许多 情况 下 两 者 并 不 一 致 。U" 与 F 满 足下 列 燃 
条 件 ， 即 
到 +s <0 (4-3-5) 


可 以 证 明 : 满足 灶 条 件 的 弱 解 是 惟一 的 ， 并 且 是 物理 解 。 


例 3 已 知 一 维 Euler 方程 组 < + 六 区 ?=0。 


式 中 ， 色 =[p,pwej ,7GY)=[pwpi2+P(e+ Pu : 对 应 于 这 个 方程 组 的 凡 函 数 U" 与 炳 通 


量 为 天 分别 为 : 凡 =-pS,F =-pSu ， 这 里 5 为 热力 学 的 粹 。 试 计算 这 时 U' 的 Hessian 条 
阵 并 给 出 这 时 的 炉 条 件 。 


解 ” 由 热力 学 粹 5=C， nts 


TE lo Lo 
了 px + -yp 3p pl pe 
dO 1 g 
于 是 WW -pe 3p pu'+pe pu 
Spu ~pe -pu p 


用 式 (4-3-5) 及 这 时 的 U" 与 F' 便 得 到 


A(ps) , a(pus) 
E+ >0 
考虑 到 连续 方程 后 ， 则 上 式 又 可 变 为 

as as 


一 + 一 二 0。 
3 


4.3.2 强 间断 以 及 接触 间断 面 两 侧 参数 间 的 关系 


正如 前 面 所 讲 的 ， 双 曲 型 方程 的 一 个 重要 特点 是 无 论 初始 值 是 否 光滑 ， 其 解 都 可 能 产生 
间断 。 在 物理 上 ， 特 别 是 在 气流 流动 中 ， 这 种 间断 是 客观 存在 的 。 间 断面 可 以 分 为 两 种 ， 一 
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种 是 弱 间 断 即 参 数 连续 ， 而 参数 的 导数 不 连续 ， 另 一 种 是 强 间断 即 参数 产生 间断 ， 例 如 激 波 
和 接触 间断 。 下 面 仅 就 强 间 断 作 些 讨 论 。 
设 n 为 间断 面 的 单位 外 法 矢量 ，D 为 间断 面 运动 的 法 向 速度 ， 于 是 气体 通过 间断 面 的 质 
量 、 动 量 和 能 量 守恒 关系 为 
piVien-D)=p,(V,*n-D) 
pV(Vi-n—D)+Pn= pV,(V, :nn—D)+Pn (4-3-6) 
| 
式 中 ，p、P 与 e 分 别 为 密度 、 压 力 与 广义 内 能 。 另 外 ， 上 式 中 的 下 标 1 与 2 分 别 对 应 于 间 
断面 前 后 或 两 侧 ) 的 参数 ， 令 m 表示 通过 间断 面 的 质量 流 ， 则 
m= pi(V:n-D)=p,(V,*n—D) (4-3-7) 


由 式 (4-3-6) 中 的 第 2 式 得 到 


mV —V)=(B-P)n (4-3-8) 

将 式 (4-3-8) 两 边 点 乘 n 得 
m(Vien—V, en)=(P -Pp) (4-3-9) 

将 式 (4-3-8) 两 边 叉 乘 n 得 
m(Vixn—V,xn)=0 (4-3-10) 


因此 可 得 到 两 点 结论 : 

人 对 于 接触 间断 面 ， 由 定义 知 它 是 没有 流体 穿 过 的 间断 面 ， 即 m=0， 因 此 这 时 由 式 
(4-3-7) 便 可 得 Vi.n=V,.n=D; 另外 ， 由 式 (4-3-8) 可 得 忆 =P， 这 表明 接触 间断 
面 两 侧 压 强 相等 ， 速 度 相等 ， 而 气体 的 密度 和 温度 等 可 以 有 任意 间断 。 

@ 对 于 激 波 ， 由 式 (4-3-10) 可 知 ， 因 为 mx#0 ， 所 以 Vxn=V,xn 即 表示 切 向 速度 
连续 ， 而 气流 穿 过 激 波 时 密度 、 法 向 、 速 度 、 压 强 和 能 量 都 要 产生 间断 。 


4.3.3 典型 模型 方程 的 经 典 解 


先 讨论 方程 
au 


or 
及 初始 条 件 u(xD)|,0 = (7) (4-3-12) 


的 经 典 解 〈 又 称 古典 解 )。 显 然 ， 如 果 wu 是 式 (4-3-11) 的 解 ， 那 么 在 特征 线 上 ， 应 满 
足 如 下 特征 关系 式 


+alu nD) eg nD (4-3-11) 
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gs) (4-3-13) 
而 特征 线 为 
dx a, x) (4-3-14) 
dt 
这 时 相应 的 初 值 条 件 为 zo = ul = (4-3-15) 


也 就 是 说 ， 借 助 于 特征 线 方法 ， 方 程式 (4-3-11) 与 初 值 条 件 式 (4-3-12) 的 求解 问题 
可 以 转化 为 由 式 (4-3-13) 一 式 (4-3-15) 组 成 的 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 ， 即 
dx du 
Tt (4-3-16) 
xlico = ulio =uo 
由 常 微分 方程 理论 知道 ， 如 果 a 与 8 可 微分 ， 则 式 (4-3-16) 便 有 惟一 解 ， 不 妨 将 这 个 解 
记 作 


w= fi(uo Xd), x=f(uo, mt) (4-3-17) 
并 且 乒 与 万 满 足 
(oo,0)=W， fo(Uo, mo,0) = 为 (4-3—18) 
另外 ， 当 t=0 时 ， 还 要 求 w 与 及 由 式 (4-3-12) 给 出 ， 于 是 得 到 下 面 形式 的 方程 
u= fi(uo(m), mt) (4-3-19) 
X=f(W (mH), 为 四 (4-3-20) 


在 这 两 个 式 子 中 为 为 参量 ， 也 就 是 说 式 (4-3-19) 与 式 (4-3-20) 是 关于 罗 的 参量 方程 。 
于 是 首先 由 式 〈4-3-20) 得 到 反 函 数 z= 罗 (xD ， 然 后 代入 到 式 〈4-3-19) 中 便 得 到 了 
wu 的 表达 式 ， 即 


u= fi[u (x), Rx),t] u(x,t) (4-3-21) 
为 了 进一步 理解 上 述 过 程 ， 这 里 以 气体 力学 数值 分 析 中 最 常用 的 几 个 模型 方程 为 例 ， 寻 
求 它们 的 经 典 解 。 
例 4 考虑 一 维 一 阶 波动 方程 (又 称 一 维 对 流 方程 ) 
Ou 


全 +a 红 =0 (a=const) 


ba 
wlio =m0 (7) 
求 它 的 特征 线 及 方程 的 通 解 (又 称 普遍 和解 )。 
解 ” 它 的 特征 方程 及 特征 关系 是 9 
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az-。 0 
dt dr 
由 式 (4 一 3 一 21)， 故 解 为 w=wu(x 一 at)， 特 征 线 是 直线 族 x=at+c。 
例 5 考虑 方程 
CR 
9f Ax 
wlio =u() 
求 它 的 特征 线 及 方程 的 通 解 。 
解 ” 它 的 特征 方程 及 特征 关系 是 
dx du 
一 =1， 一 +U=0 
dr dr 


由 式 《4-3 一 21)， 故 解 为 =w(x-n)e”*， 特 征 线 是 直线 族 x=t+c。。 
例 6 考虑 无 类 Burgers (又 称 Hopf) 方程 
CP 
or ox 
wlio =uo(x) 
求 它 的 特征 线 及 方程 的 通 解 。 
解 它 的 特征 线 方程 及 特征 关系 是 
dr/dr=u, du/di=0 
由 式 (4-3-19) 与 式 (4-3-20) 可 得 到 它们 的 解 是 
有 = 如 (i)，x=(xo)t+ 鸭 
于 是 得 
Wx-U(W) = Xu 
又 可 得 到 这 时 的 解 满足 下 式 w=wu(x-wut) ， 显 然 ， 这 个 问题 没有 解 的 显 式 解 析 表 达 式 。 而 4 
的 特征 线 为 x=uo(W)1+ 为 。 
例 7 考虑 单个 守恒 律 方程 
ou ,FW 
Bar (4-3-22) 
anD| =(9) 
这 里 wu 及 ,jF(o) 都 是 标量 。 它 的 非 守恒 形式 为 
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or (4-3-23) 


全 +ag 吧 =0 
u(x 0)|o =u(7) 
求 它 的 特征 线 及 方程 的 通 解 。 
解 这 时 等 价 的 常 微分 方程 组 为 
dx/dt=a(u), du/dt=0 
zo = li = 
由 上 式 知道 ， 在 相应 的 特征 线 上 ，x 保持 常数 ， 特 征 线 斜率 a(w) 保 持 为 常数 ， 因 而 特征 线 是 
直线 。 由 于 特征 线 经 过 初始 点 (%,0) ， 因 此 特征 线 为 


(4-3-24) 


= 加 二 at (4-3-25) 
故 方程 式 (4-3-18) 的 解 u 为 
WU=u(x—a(u)t) (4-3-26) 
例 8 考虑 二 阶 波动 方程 
Du_ 0 (a= 六 
Er =0 (a=const) (4-3-27) 
初始 条 件 u(x,0) = f(x), MED -sn (4-3-28) 
定 解 域 一 <x<+ee，L>0 
这 是 个 双 曲 型 方程 ， 其 特征 线 为 
X 土 af = const 
引进 特征 坐标 ， 上 = x+atg =x-at， 于 是 式 (4-3-27) 可 变 为 
Au 
=0 (4-3-29) 
9596 


试 从 式 (4-3-29) 出 发 ， 求 式 (4-3-27) 与 式 (4-3-28) 所 构成 的 初 值 问题 的 解 。 
解 由 式 (4-3-29) 知 ， 其 解 有 如 下 形式 
u=9(6)+9,(6) 
或 者 写 为 
u(x,t)=9,(x+at)+9,(x—at) 
这 就 是 波动 方程 的 达 朗 贝 (D'Alembert) 解 ， 这 里 9 与 9, 的 函数 形式 可 由 给 定 的 初始 条 件 
来 确定 。 于 是 可 得 


_f(xta)+f(x-at) 1 °F 
Wo) + J aac (4-3-30) 


sar 
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例 9 考虑 非 线性 Burgers 方程 
Du ou ou 
ar Mal (=const) (4-3-31) 
u(x%,O)|io =u0(%) 
引入 Cole 和 Hopf 提出 的 非 线 性 变换 


=- 汪 9 (4-3-32) 
9 dx 


于 是 非 线性 Burgers 方程 可 化 为 线性 扩散 方程 。 试 求 出 式 (4-3-31) 的 经 典 解 。 
解 令 x=5 = 站 ， 代入 式 (4-3-31) 得 


,+3[E.)], =4(E.), 


将 上 式 对 x 积分 便 得 到 
+- 内。 (4-3-33) 
令 5=-2pIng 并 代入 上 式 ， 得 到 线性 的 扩散 方程 ， 即 
9 99 
3 (4-3-34) 
区 
于 是 对 于 初 值 问题 a rar 
u(x,0) =wu(x) 
的 经 典 解 为 
ed 
axD= 二 -- (4-3-35) 
四 
式 中 fm)= jaway+ 全 
例 10 考虑 线性 Burgers 方程 
CN 
Ei (a 1 =const) (4-3-36) 


u(x,0) =uo(x) 
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(1) 当 p4=0 时 得 到 一 维 对 流 方程 (又 称 一 维 波动 方程 ;对 于 这 个 问题 在 例题 4 中 已 用 


特征 线 法 获得 了 经 典 解 。 
(2) 当 a=0 时 得 到 一 维 扩散 方程 即 
Du _ Ou 
HH Har (n=const 并 Ep>0) (4-3-37) 
ut0O)=xo(Co 
于 是 采用 分 离 变 量 法 中 可 得 到 式 (4-3-37) 的 经 典 解 ， 即 
和 -人 
ool "dt (4-3-38) 
(3) 对 于 一 般 线性 Burgers 方程 式 (4-3-36)， 其 经 典 解 为 


-ar 


Ts 
ve0-T |) 4 


试 分 析 上 述 三 种 情况 下 解 的 耗 散 过 程 。 

解 

4.1 (a) 给 出 了 扰动 波 传播 的 过 程 。 若 给 定 的 初始 条 件 u(x) 是 一 个 三 角形 ， 则 在 
+= 时 刻 仍 为 三 角形 ， 也 就 是 说 沿 着 特征 线 ， 是 以 波形 不 变 的 方式 沿 x 的 正方 向 ( 当 a>0 
时 ) 或 负 方 向 ( 当 a<0 时 ) 传播 着 。 扰 动 波 以 有 限 速度 传播 是 双 曲 型 方程 解 的 一 个 重要 特 
性 。 对 于 更 为 一 般 的 双 曲 型 方程 ， 波 形 与 波幅 均 有 可 能 变化 ， 但 是 扰动 恒 以 有 限 速度 传播 ， 
并 能 够 保持 波 阵 面 。 图 4.1 (b) 给 出 了 初始 三 角形 波 随时 间 演 化 的 过 程 。 可 以 看 到 ， 初 始 
. 扰动 波 的 棱角 逐渐 变 平滑 。 这 种 耗 散 过 程 使 得 不 管 初始 分 布 如 何 集中 ， 扰 动 总 是 在 瞬 刻 之 间 
传播 到 很 远 ， 虽 然 它 的 强度 是 随 距离 按 指数 衰减 ， 但 是 传播 的 速度 是 无 穷 的。 这 是 抛物 型 方 
程 解 的 特征 。 如 果 u(x) 是 三 角 波 ， 则 初始 扰动 波 尖 角 将 随 着 传播 而 逐渐 抹 平 。 图 4.1〈c) 
给 出 了 耗 散 与 对 流 耦 合 的 物理 过 程 ， 扰 动 波 仿佛 以 群 速度 a 传播 ， 但 波形 不 能 保持 ， 这 是 双 
曲 一 抛物 混合 型 方程 的 特征 。 


| — 


(4-3-39) 


b) © 


图 4.1 扰动 波 的 传播 
《a) 波动 方程 : (b) 热传导 方程 :〈c) 线性 Burgers 方程 
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4.3.4 单个 守恒 律 方程 及 On e # Hux 入 条 件 


前 面 已 曾经 讲 过 ， 非 线性 双 曲 方程 即使 初始 条 件 是 连续 的 ， 也 有 可 能 在 有 限时 间 内 出 现 
间断 解 。 气 体 动力 学 中 激 波 与 滑 移 面 的 出 现 便 是 人 们 熟悉 的 例子 。 事 实 上 ， 当 解 出 现 间 断 时 ， 
在 间断 点 处 原来 的 偏 微分 方程 不 再 成 立 ， 前 面 研究 的 经 典 解 理论 也 不 再 适用 。 为 了 得 到 间断 
解 ， 必 须 引入 弱 解 的 概念 。 双 曲 型 偏 微分 方程 的 研究 表明 : 分 片 光滑 的 向 量 函 数 (xD 如果 
是 柯 西 问题 式 (4-3-1) 的 弱 解 其 充分 必要 条 件 有 三 点 : @ 光滑 部 分 ， 在 古典 意义 下 满足 
方程 式 (4-3-1); @ 所 有 的 连续 点 满足 初始 条 件 式 (4-3-2); 图 在 间断 线 上 ， 设 间断 


线 的 斜率 为 至 =D， 则 有 


[uJ]D=[f] (4-3-40) 
这 里 用 方 括号 表示 一 个 函数 的 “ 跃 度 ”( 有 的 书 上 称 为 “跳跃 ")， 也 可 以 说 它 表 示 间 断 左 、 
右 两 侧 的 状态 差 ， 例 如 
[uw]=u(x+0,0)—u(x—0,1) = Wr —u, (4-3-41) 
式 (4-3-40) 常 称 为 Rankine-Hugoniot 条 件 〈 简 称 R-H 条 件 )。 前 面 所 说 的 间断 线 ， 要 么 
是 激 波 ， 要 么 是 接触 间断 。 而 式 (4-3-40) 中 的 D 中 间断 速度 ， 对 于 单个 守恒 律 的 情况 ， 
可 以 直接 由 间断 关系 式 (4-3-40) 计算 间断 速度 D。 
p= U0] ffm) (4-3-42) 
四 一 的 
应 该 指出 , 满足 上 述 三 条 的 弱 解 并 不 惟一 。 On e nH ux 在 研究 单个 守恒 律 方程 式 (4-3-22) 
的 弱 解 惟一 性 时 ， 提 出 了 一 个 箭 条 件 即 
Fu) Tf fu) fo) fF)-fu) 
Uh dR (4-3—43) 
vuel 


这 里 T={min[w,ur], max[u,,ur)} 

式 (4-3-43) 常 称 作 On eanHuxk 炉 条 件 。 数 学 上 可 以 证 明 : 满足 On e a uk 炉 条 件 的 
弱 解 是 惟一 的 ， 并 且 是 物理 解 。 文 献 [19] 还 进一步 解释 了 On e nH uk 炉 条 件 所 对 应 的 物理 
问题 是 穿 过 激 波 的 炉 增 条 件 。 这 里 应 该 指出 尽管 对 于 单个 一 维 守恒 型 方程 ， 数 学 上 已 经 证 
明了 满足 灶 条 件 的 弱 解 是 惟一 的 物理 解 ， 但 是 对 于 一 维 守 恒 方程 组 在 一 般 情 况 下 ， 解 的 惟一 
性 并 没有 得 到 严格 的 数学 证 明 ; 至 于 多 维 方程 组 , 粹 条 件 仅 仅 是 确定 惟一 物理 解 的 必要 条 件 。 
另外 ， 数 学 上 定义 的 炉 函 数 、 炉 通 量 以 及 由 此 引进 的 炉 条 件 和 满足 炉 条 件 而 获得 的 炉 解 等 一 
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系列 问题 在 多 维 问题 中 如 何 去 实 现 ， 仍 然 是 气体 动力 学 数值 计算 与 理论 分 析 中 的 热点 ， 至 今 
这 类 问题 还 没有 得 到 圆满 的 解决 "n。 为 了 进一步 说 明 粹 条 件 的 重要 性 ， 下 面 举 一 个 具有 多 
个 弱 解 的 例子 。 

例 11 从 无 粘 Burgers 方程 


au af 
2 (4-3-44) 
u(x,0) =u(x) 
出 发 ， 初 始 条 件 按 下 面 两 种 情况 选取 : 
_/+1 (x<0) 
@ 如 果 初 始 条 件 为 “= 位 (>0) (4-3-45) 
这 时 式 (4-3-44) 的 惟一 物理 解 为 
_/+1 (x<0) 
u(x,t)= 芭 (x>0) 


很 显然 ， 该 物理 解 不 但 满足 方程 和 初始 条 件 而 且 在 间断 线 上 满足 间断 条 件 和 业 条 件 。 
@ 如 果 初 始 条件 取 为 


aa 人 0 (4-3-46) 
容易 验证 ， 这 时 式 〈4-3-44) 的 惟一 物理 解 为 
过 Cx<-D) 
(有 = 了 Cexed) 
+1 (ED 


问 ， 能 否 给 出 第 二 种 情况 时 的 几 个 弱 解 ? 
解 ”在 这 种 情况 下 ， 存 在 着 许多 组 弱 解 ， 这 里 给 出 关于 这 个 问题 的 三 组 弱 解 ， 


人 a Ge (x<0) 
第 一 组 : wD= 侣 C0) 


第 二 组 : 假设 w> -1 时 ， 有 
-1 (<-(+oa)r12) 


_j-a (-(L+a)t12<x<0) 
u(x,t)= 这 (0<x<(+o)/2) (4-3-47) 
1 ((I+0)t/2<x) 


第 三 组 : 如 果 有 满足 0< 有 <1 时 ， 有 
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-1l (< 一 有 


xlt (t+<x<-Pn) 
_J-B (-Br<x<0) i 
u(x)= 有 CO<x< 有 0 (4-3-48) 
xlt (Br<x<t) 


1 (过 如 


显然 ， 这 些 弱 解 在 定 解 域内 满足 方程 和 初始 条 件 ， 并 且 在 间断 线 上 它们 满足 间断 条 件 
但 是 在 间断 线 上 它们 不 满足 业 条 件 ， 因 此 它们 是 非 物 理解 。 


$4.4 双 曲 型 偏 微分 方程 初 、 边 值 问 题 的 提 法 


解 气体 力学 方程 需要 边界 条 件 。 一 个 正确 的 定 解 条 件 应 该 能 够 保证 所 研究 的 偏 微分 方程 
组 是 适 定 的 ， 在 数学 上 说 是 存在 、 惟 一 并 且 连 续 依赖 于 定 解 条 件 。 但 是 应 该 看 到 : 对 于 普遍 
性 的 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 而 言 ， 定 解 条 件 的 正确 提 法 仍然 是 一 个 没有 完全 解决 的 问题 。 
因此 ， 对 一 维 非 定 常 气体 力学 方程 组 边界 条 件 提 法 的 讨论 是 必要 的 ， 不 可 缺少 的 。 


4.4.1 双 曲 型 方程 边界 条 件 提 法 的 一 般 性 原则 


考虑 在 x*>0，t>0 的 区 域内 求解 方程 组 式 (4-4-1) 与 初始 条 件 式 〈4-4-2)， 即 
390 ， 30 
tA (4-4-1) 


VOD=Uo(C9D (4-4-2) 


式 中 , 吕 为 矢量 ，U =[w,w,…,u。] ; 4 为 矩阵 。 


设 方程 组 为 严格 双 曲 型 方程 组 ， 即 4 的 特征 值 为 互 异 的 实数 ， 并 且 存 在 着 工 与 R 矩阵 
使 得 
LAR=A } 
, 机 (4-4-3) 
LD'=R,R*=L, 
式 中 ， 人 是 以 矩阵 4 的 特征 值 为 元 素 的 对 角 和 矩阵 。 
为 便于 下 文 讨论 ， 假 设 4 为 常数 矩阵 ， 以 矩阵 工 左 乘 式 (4-4-1)， 这 时 方程 组 可 化 为 
特征 型 
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式 中 ， 特 征 变量 W = 区 .U ， 于 是 方程 组 式 (4-4-1) 便 可 分 裂 为 m 个 单个 方程 ， 并 且 可 以 
独立 积分 。 因 此 方程 组 式 4-4-~4) 中 每 一 个 方程 初 边 值 问题 的 提 法 便 与 单 波 方程 
Ed (4-4-5) 
u(x,0) =u,(7) (4-4-6) 
相同 。 这 里 1 是 常数 ，w(z) 为 给 定 的 初始 值 。 另 外 ， 对 于 式 (4-4-1)， 在 一 般 情 况 下 在 
x=0 处 还 需要 定义 边界 条 件 。 因 方程 式 (4-4-1) 仅 含 一 次 偏 微分 ， 所 以 相应 的 边界 条 件 
为 Dirichlet〈 狄 利克 莱 〉 型 ， 不 妨 暂 时 把 边界 条 件 用 矩阵 写成 一 般 形 式 ， 即 为 
P.U(0,t)= g(t) (4-4-7) 
式 中 已 是 rx 严 阶 矩 阵 ， 8g(p) 为 了 维 列 和 矩阵 ，r 为 边界 条 件 的 个 数 ， 在 下 面 将 会 知道 ，r 必须 
等 于 矩阵 4 的 正 特征 值 的 个 数 。 
当然 初始 条 件 式 (4-4-2) 与 边界 条 件 式 4-4-7) 必须 满足 相 容 性 条 件 ， 即 
P.U,(0)= g(0) (4-4-8) 
因此 由 式 (4-4-1)、 式 (4-4-2) 与 式 (4-4-7) 所 定义 的 问题 被 称 为 初 边 值 问 题 (又 
称 混合 初 边 值 问题 )。 现 将 对 应 于 4 的 对 角 矩 阵 A 写 为 
4=diag(4,4) 4=0 如 <0 (4-4-9) 
=diag(h,h ,eh)， A = diag(h sha) (4-4-10) 
式 中 ， 太 为 对 角 元 素 为 4 >0 的 对 角 和 矩阵 ， A 为 对 角 元 素 为 入 <0 的 对 角 和 矩阵 。 
相应 地 式 (4-4-4) 也 就 被 分 解 为 


awo ay 
一 一 +4 一 一 = 

or 4 ax (4-4-11) 
WO =[wm 
awo awo 
一 一 +4 一 一 = 

En (4-4-12) 


这 里 WW" 对 应 于 正 特征 值 ， 称 为 流入 分 量 ，W 中 对 应 于 负 特 征 值 ， 称 为 流出 分 量 ， 而 用 短 
阵 表达 的 边界 条 件 式 4-4-7) 此 时 就 变 为 : 


P-RW=P°[R,R [WW] = 已 .RHm+P.R WO=8O (4-4-13) 
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式 中 ，R 是 mxr 阶 矩阵 ，R, 是 mx(m-r) 阶 矩阵 ; WW 与 W 分 别 为 7 维 与 (m-7) 维 列 向 


量 。 
当 
det(P.R)#0 (4-4-14) 
时 ， 则 式 4-4-13) 变 成 用 矩阵 表达 的 如 下 形式 的 边界 条 件 
W'(0,) =M.W®(0,n) +8() (4-4-15) 


式 中 ，M 为 rx(m-7) 阶 矩阵 ;多 与 W” 分 别 为 r 维 与 (m-7) 维 列 向 量 : M 与 名 的 表达 式 为 


M=-(P.R)'.(P.R,) (4-4-16) 

B(1)=(P.R)' .g(t) (4-4-17) 
这 里 M 矩阵 表示 了 反射 规律 ， 即 当 考 虑 波 的 传播 时 ， 式 4-4-15) 的 第 一 项 表示 了 边界 
上 波 的 反射 规律 ， 也 可 以 理解 为 流出 分 量 W” 在 边界 上 被 部 分 的 反射 而 转化 成 的 流入 分 量 。 
式 (4-4-15) 还 表明 ， 对 每 个 流入 特征 变量 应 该 给 边界 条 件 。 在 实际 计算 问题 中 ， 边 界 值 
往往 需 由 设计 条 件 或 者 试验 测量 数据 提供 ， 因 此 可 以 将 这 时 的 边界 条 件 写 为 如 下 矩阵 形式 

EV0.)=N .6 +a() C44 183 


0 


式 中 [| (4-4-19) 


这 里 上 可 以 是 与 W 不 相同 的 变量 。&" 为 r 维 列 向 量 ，6? 为 (mr) 维 列 向 量 ，N 为 rx(m-7r) 
阶 矩 阵 ，8gi(z) 为 r 维 列 向 量 。 为 了 使 式 (4-4-18) 满足 适 定性 要 求 , 应 当 使 它 与 式 (4-4-15) 


等 价 。 
令 
om 0 
[wl]-[s: 引 | | (4-4-20) 
式 中 8$ 与 S, 分 别 为 rxr 阶 与 (m-mx(m- 门 阶 矩 阵 ， 而 S: 为 rx(m-r) 阶 和 矩阵， S, 为 
(m 一 r)xr 阶 矩阵 。 借助 于 式 (4-4-20)， 下 面 分 两 种 情况 讨论 式 (4-4-18) 与 式 (4-4-15) 
等 价 时 应 满足 的 关系 式 : 
(1) 当 和 矩阵 (S,+ S;。N) 为 空 矩阵 时 〈 即 这 时 r 等 于 m)， 则 两 式 等 价 便 有 下 式 成 立 ， 即 
Www=Si.8i(D) (4-4-21) 
(2) 当 和 矩阵 (S,+S;。N) 存在 逆 矩 阵 时 ， 则 两 式 等 价 便 有 下 列 两 式 成 立 ， 即 
M =(Si.N+S).(S;.N+S (4-4-22) 
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区 =[S-(S,.N+S).(S, .NT+S .Sg (7) (4-4-23) 
例 12 以 原始 变量 的 一 维 可 压缩 非 定常 Euler 方程 组 为 例 ， 说 明 边 界 条 件 的 提 法 。 
解 首先 写 出 一 维 可 压缩 非 定常 Euler 方程 


+ (4-4-24) 
式 中 
p uw p 0 
V=|u|, C=I0 wu Yp (4-4-25) 
四 0 pa u 


这 里 矩阵 C 有 三 个 特征 值 wx+a,w-a， 以 及 左右 特征 向 量 矩 阵 L 与 R， 其 和 矩阵 表达 式 
为 


LCR=A (4-4-26) 
1 p/2a -p/2a 1 2 pla -pl/a 
R=|0 LU2 2 = 了 引 " 1 Lt 和 
0 pa/2 -pa/2 0 pa -pa 
1 0 -il/a’ 
L=|0 1 LUpa |， (4-4-28) 
0 1 -lpa 
u 0 0 
4=|0 x+a 0 |， (4-4-29) 
0 0 wu-a 
特征 变量 W 以 及 对 角 阵 入 ,A 分 别 为 
p= 
Ww 本 u 0 0 00 0 
W=|w, |= + 4=|0 uta 0|4=|o0 0 0 (4-4-30) 
% p 0 0 0 0 0 u-a 
a 
pa 
以 下 分 四 种 情况 讨论 : 


(1) 亚 声 速 入 流 (0<u<a) 
这 时 C 的 前 两 个 特征 值 为 正 ， 第 三 个 特征 值 为 负 ， 所 以 在 入 流 边 界 上 应 取 
wo -am , wo = 
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另外 还 有 
Ww 1 0 -la | po 
mw|=|0 1 1l/pa liu 
w| |0 1 -l/pallP 


@ 如 果 取 =[u,PJ，&%=[p]， 也 就 是 说 对 u 与 P 提 边 界 条 件 ， 显 然 这 时 5, =0， 
5, 不可逆， 因而 问题 不 适 定 。 

@ 如 果 取 &0=[p,uJ，6 中 =[P]， 即 对 p 和 uw 提 边 界 条 件 ， 则 5 = 太 ， 5, 可 道 ， 
而 问题 适 定 。 

@ 如 果 取 & 中 =[p,PJ，& 中 =[u]， 即 对 p 和 P 提 边 界 条 件 ， 则 S, =-1，S, 可 逆 ， 


而 问题 适 定 。 
(2) 超声 速 入 流 (w >a >0) 
这 时 矩阵 C 的 所 有 特征 值 为 正 ， 因 此 对 p,u 与 P 都 提 边 界 条 件 。 这 时 S, 为 空 矩阵 ， 问 


题 适 定 。 
(3) 亚 声 速 出 流 (0>u> -a) 


这 时 只 有 第 二 个 特征 值 为 正 ， 因 此 应 该 取 W® =[w]，m2 =[w,w]。 
于 是 有 
Ww 0 1 lpa llp 
w |=|1 0 -la liu 
Ww 0 1 -l/pajlP. 


a -1l/a’ 
* [luv -UVVzpa 
于 是 5, 可逆 对 p 提 边 界 条 件 适 定 。 
@ 如 果 取 &9 =w， 则 


@ 如 果 取 "=p， 则 
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S54 可逆， 对 提 边 界 条 件 适 定 。 
图 如 果 取 6" =P， 则 


4 可 逆 ， 对 P 提 边界 条 件 也 适 定 。 
(4) 超声 速 出 流 (u < -a) 
这 时 矩阵 C 的 所 有 特征 值 均 为 负 ， 当 然 这 时 就 不 需要 提 任 何 边界 条 件 。 
4.4.2 单 向 波动 方程 的 初 、 边 值 问题 的 提 法 


单 向 波动 方程 ， 常 作为 双 曲 型 偏 微分 方程 的 模型 方程 


玉 +o 弛 =0 (4-4-31) 
式 中 ，a 为 常数 。 
该 方程 的 通 解 〈 又 称 普遍 解 ) 为 
uwt) =9(x—at) (4-4-32) 


可 以 看 出 特征 线 是 直线 ， 沿 着 每 一 条 特征 线 u 保持 着 常 值 。 换 句 话 说 ， 沿 着 每 一 条 特征 线 传 
播 的 扰动 不 随时 间 而 变化 。 


1. 关于 纯 初 值 问题 
今 给 定 如 下 的 初 值 条 件 
uk0)=JGD (<x<te) (4-4-33) 
于 是 由 式 (4-4-31) 与 式 (4-4-33) 所 构成 初 值 问 题 的 解 为 
u(x,t)= f(x-at) (4-4-34) 


另外 ， 还 可 以 用 图 (如 图 4.2 所 示 ) 表示 。 显 然 ， 当 a>0 时 ， 式 (4-4-34) 可 以 看 作 是 一 
个 向 右 传播 的 波 。 

2. 关于 初 边 值 问 题 的 提 法 

当 a>0 时 ， 特 征 线 向 右倾 斜 如 图 4.3 (a) 所 示 ， 因 此 除了 初始 条 件 u(x,0)= f(z) 之 外 ， 
还 要 在 左边 界 上 规定 边界 条 件 即 u(%,1)=w(t) ， 而 右边 界 上 的 wu 值 将 由 初 值 和 左边 界 值 完 全 
决定 。 因 此 在 右边 界 上 就 不 能 规定 边界 条 件 。 当 a<0 时 ， 特 征 线 向 左倾 斜 ， 如 图 4.3 (b) 
所 示 ， 此 时 除了 初始 条 件 之 外 ， 还 要 在 右边 界 上 规定 边界 条 件 ， 而 左边 界 上 的 & 值 将 由 初 值 
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和 右边 值 完全 确定 ， 因 此 在 左边 界 上 也 就 不 能 规定 边界 条 件 。 综 上 所 述 ， 如 果 特征 线 自 边界 
走向 求解 域内 部 ， 则 在 该 边界 上 应 该 规定 边界 条 件 ; 反之 , 若 特征 线 自 求解 域内 部 走向 边界 ， 
则 在 该 边界 上 不 能 规定 边界 条 件 。 


Wx -AD 


0O nu) m0 x Wom) x 
人 a>0 (©) oa<0 


图 4.2 波动 方程 初 值 问题 图 4.3 特征 线 走向 与 初 边 值 提 法 


4.4.3 一 维 非 定常 Euler 方 程 组 初 、 边 值 问题 的 提 法 


可 压缩 、 无 粘 、 完 全 气体 、 一 维 非 定 常 流动 的 Euler 方程 组 


Sp , Apu) 
EF EN 0 
du ou, 19P 
Re (4-4-35) 
P,P a 0 
9f dx ox 
该 方程 组 有 三 条 特征 线 ， 它 们 分 别 是 
Ce: 生 =uta 
(4-4-36) 
Cd 


drt 
现在 讨论 方程 组 式 (4-4-35) 在 (x,) 平 面 上 区 域 R 的 定 解 条 件 。 这 里 R 为 0<x<1， 
0<t<w 的 矩形 区 域 ， 如 图 4.4 所 示 。 为 了 便于 讨论 ， 先 假定 u>0。 

(1) 在 x=0 边 界 上 某 点 4 处 ， 若 流动 是 超声 速 的 ， 即 >a ， 则 其 上 的 三 条 特征 线 
C',C-,C" 都 指向 求解 域 的 内 部 ， 因 此 在 4 点 要 规定 三 个 边界 条 件 。 如 果 在 x*=0 边 界 上 某 点 
4 处 流动 是 亚 声速 的 ， 则 这 时 有 两 条 特征 线 C? 与 C* 是 指向 求解 域内 部 的 ， 而 另 一 条 C- 指 
向 求解 域 的 外 部 ， 因 此 在 4 点 处 只 能 规定 两 个 边界 条 件 。 
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(2) 在 +:=0 的 任 一 点 B 处 ， 无 论 流 动 是 超声 速 还 是 亚 声速 ， 其 上 的 三 条 特征 线 都 指向 
求解 域内 部 ， 所 以 在 B 点 要 规定 三 个 初 
始 条 件 。 

(3) 在 x=1 的 某 点 C 处 ， 若 该 点 流 
动 是 超声 速 ， 其 上 三 条 特征 线 都 指向 求解 
域 的 外 部 ， 因 此 在 C 点 处 不 能 规定 任何 
边界 条 件 。 如 果 在 x*=1 上 的 某 点 C' 处 流 
动 是 亚 声 速 ， 这 时 两 条 特征 线 C?" 与 C* 指 
向 求解 域外 部 ， 而 有 一 条 特征 线 C- 指向 
求解 域内 部 ， 因 此 在 C“ 点 要 规定 一 个 边 
界 条 件 。 

(4) 在 t= 的 任 一 点 D 处 ， 无论 流 
动 是 亚 声速 、 还 是 超声 速 ， 在 其 上 的 三 条 

图 4.4 一 维 Euler 流 初 边 值 问题 的 提 法 特征 线 都 指向 区 域 的 外 部 ， 因 此 在 D 点 
处 不 能 规定 任何 定 解 条 件 。 

总 之 ， 对 于 双 曲 型 方程 组 ， 我 们 可 以 根据 特征 线 的 走向 决定 求解 域 边 界 上 任 一 点 处 定 解 
条 件 的 数目 。 


8$4.5 广义 一 维 非 定常 流动 的 特征 线 和 相 容 关系 


针对 工程 中 涌现 的 大 量 可 以 用 广义 一 维 流 解决 的 问题 ， 这 里 想 给 出 一 个 较 实际 而 且 相对 
严谨 的 数学 与 气体 力学 处 理 方法 。 与 前 几 节 内 容 相 比 ， 本 节 想 更 多 地 面 对 工 程 应 用 。 


4.5.1 有 摩擦 、 加 热 、 添 质 效应 的 广义 一 维 非 定常 流动 


一 、 连 续 方程 的 分 析 
一 维 流动 的 连续 方程 在 不 同 的 坐标 系 下 其 表达 形式 赂 有 不 同 ， 今 引进 参数 5 ， 因 此 在 直 
角 坐 标 系 、 柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 下 的 一 维 连 续 方程 可 统一 写 为 


+p 了 +5 人 0 (4-5-1) 


当 5 分 别 取 0，1 和 2 时 ， 式 (4-5-1) 分 别 代表 着 直角 坐标 系 、 柱 坐标 系 和 球面 坐标 系 下 
的 连续 方程 。 对 于 既 有 摩擦 和 加 热 ， 又 有 添 质 流量 的 广义 一 维 非 定常 流 动 ， 这 时 连续 方程 如 
何 ， 现 讨论 如 下 : 

连续 方程 所 反映 的 是 质量 守恒 定律 ， 摩 擦 和 加 热 对 它 没有 影响 ， 因 此 只 须 在 方程 式 
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(4-5-1) 中 加 上 添 质 项 即 可 。 设 通过 dx 段 控 制 体 侧面 加 入 到 主 质量 流量 记 = pVA 中 去 的 添 
质 流量 为 4 ， 于 是 加 入 添 质 项 以 后 ， 连 续 方程 变 成 


op ap 9V opV 
+V 二 +p 一 +46 寺 = Pb 
+V 一 +p- 一 +6 元 bh 5 

1 dm ee 
其 中 a (4-5-3) 


二 、 动 量 方程 的 分 析 
显然 这 时 摩擦 和 添 质 效 应 都 直接 影响 到 动量 方程 。 对 于 摩擦 项 ， 设 壁面 切 应 力 为 rw ， 


摩 近 系 数 了 =roj/ Pr 气流 模 截 面 接触 壁面 周 长 润 湿 周 长 ) 的 平均 值 为 Cy = 44/D， 


于 是 dx 控制 体 上 所 受 的 摩擦 力 在 x 轴 上 的 投影 为 


2 
pV bfA de 


1 1 44 
5R,,=-=pV2fCwdr=-=pyzf 一 dr=- 
R,, pd fCw 27 7 万 Zr 


(4-5-4) 
这 里 b 是 截面 形状 因子 。 例 如 当 截 面 为 圆 截面 时 ，rw 为 半径 ， 则 b=2。 对 于 添 质 项 ， 这 里 
讨论 任意 方向 的 添 质 流动 。 设 添 质 流速 为 V,， 它 在 x 方向 的 分 量 为 V, ， 则 由 添 质 引起 的 动 
量变 化 率 为 dV ， 如 图 4.5 所 示 。 令 责 =V1V 〈 如 果 添 质 流速 方向 垂直 于 主流 方向 ， 则 
殉 =0; 如 果 二 者 的 速度 矢量 相同 ， 则 及 =1)， 于 是 添 质 对 动量 方程 的 附加 项 为 

dmV, = pv’ 修 公 - ov 人 如] (4-5-5) 
而 没有 添 质 流 时 ， 一 维 动量 方程 为 

ay av ap 


6 
Par thV rt a 3 


有 添 质 流 时 ， 将 式 (4-5-5) 除 以 Adx 后 加 
到 上 式 中 去 ， 便 得 


ov ov 9P 


pVO+e=bh (4-5-7) 
Fr Tr 
式 中 
= 和 -| (4-5-8) 
mdx D 图 4.5 广义 一 维 流动 的 控制 体 
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三 、 能 量 方程 的 分 析 
加 热 和 添 质 对 能 量 方程 都 会 产生 影响 ， 并 且 这 时 的 流动 并 不 是 等 粹 流 。 由 积分 形式 的 能 
量 方程 ， 忽 略 质 量力 ， 有 


9 a y > 
WB [oess jo(er EsorGoreo|-s6 
这 里 6@ 是 对 控制 体 r 的 加 热 率 。 令 e，V?/12 和 p/p, 分别 表 示 单 位 质量 添 质 流体 的 内 能 、 
动能 和 压力 功 。 将 上 式 用 于 图 4.6 所 示 的 控制 体 ， 便 有 


LAYE 
(a + 再 + 二 ) 风 


图 4.6 广义 一 维 流动 的 控制 体 ( 用 于 能 量 方程 ) 
9 V2 9 V2 9 
al ) je 中 jt 


2 
@ 二 =60 


式 中 , 左 端 第 一 项 表示 控制 体内 的 内 能 和 动能 随时 间 的 变化 率 , 它 是 由 流动 的 非 定常 引 起 的 ; 
第 二 项 表示 由 截面 4 处 流入 控制 体 t 的 内 能 和 动能 与 由 截面 4+d4 处 流出 控制 体 的 内 能 和 
动能 之 差 引起 的 变化 率 ; 第 三 项 表示 压力 功 的 变化 率 ， 第 四 项 表示 由 添 质 引起 的 内 能 、 动 能 
和 压力 做 功 的 增加 率 ; 而 等 式 右 端 是 加 热 率 。 气 体 的 人 h 是 压力 和 密度 的 函数 ， 因 而 内 能 


(4-5-9) 
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e=hp.p)-B =elp,p). 令 


2 
+ 五 =6 44 


E=e+t 


这 里 假设 截面 积 A 只 与 x 有 关 ， 并 且 不 随时 间 变 化 ， 则 方程 式 (4-5-9) 的 第 一 项 可 改写 
为 


让 (ee EpAdx +p 亚 hdx-3Phd 


第 二 、 三 项 合并 可 改写 成 


BEp 汪 4dx+rEVY324hdx+rpY Adx+pYES4dx 


因而 方程 式 (4-5-9) 可 写成 
dE op 3p + ov _Pp 

Pp: ET hax+E| 站 Vt LE Adx 84dx+ 

2 


(4-5-10) 


PVE———Adx-Edm =60 


由 连续 方程 ， 上 式 左 端 第 二 项 可 用 sons). 因此 能 量 方程 有 如 下 形式 ， 即 


dE Pp__E-E,, ， APYE dm4) , 160 二 本 
par Er A dt -pVE a + (4-5-11) 
这 里 6=0,1,2。 另 外 动量 方程 式 (4-5-7) 可 改写 成 
d Vy 史 = a 
-Er 二 (4-5-12) 
由 方程 式 (4-5-11) 减 去 式 (4-5-12) 后 ， 得 到 
此 _dP- (4-5-13) 
dt dt 
式 中 
hE pvE SA py dQ- Vb, (4-5-14) 
A dr x 
对 于 完全 气体 ， 有 
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于 是 这 时 方程 式 (4-5-13) 可 改写 为 
dp_2dPp yy_ Se 
A (4-5-15) 
因此 ， 方 程式 (4-5-2)、 式 (4-5-7) 和 式 (4-5-15) 就 是 广义 一 维 非 定常 流动 的 基本 
方程 组 ， 它 含 V, P 和 p 这 三 个 因 变 量 ， 可 联 立 求解 。 


4.5.2 广义 一 维 非 定常 流动 沿 特征 线 的 相 容 关系 


现 讨论 既 有 摩擦 、 加 热 ， 又 有 添 质 效应 的 广义 一 维 非 定 常 流动 的 特征 线 和 相 容 性 方程 。 
为 更 深刻 的 认识 与 掌握 特征 线 方法 ， 本 节 从 特征 线 基本 定义 出 发 ， 采 取 了 另外 一 种 较 直 观 的 
办 法 。 为 此 将 式 (4-5-2)、 式 (4-5-7) 和 式 (4-5-15) 分 别 乘 以 司 ， 避 和 局 并 且 将 所 
得 三 式 相 加 ， 然 后 按照 VP 和 p 的 导数 分 项 整理 ， 得 到 


a 将 | Cd Ear 


pthph| 旺 + 克 +EV) 3 Bx (rEV) or 


_kayj| 3P hho) 3p| fk Sov ppp rb | A 
(kV ~hka vr 一 人 一 bb kb -0 (4-5-16) 


设 4 代表 流动 参数 V，p 和 p 中 的 任意 一 个 ， 有 
4 -3+122 
az at 
其 中 4=dr/dx 是 xt 平面 上 特征 线 的 斜率 。 为 了 使 方程 式 (4-5-16) 成 为 全 微分 的 形式 ， 
因此 要 求 下 式 成 立 ， 即 
4=— a) (4-5-17) 
(kh+kV) (+by) (kV-kaV) 
在 上 式 成 立 的 情况 下 ， 方 程式 (4-5-16) 可 改写 成 全 微分 形式 ， 即 
ph tkhV)dV+(k+khV)dp+V(k ha)dp+ 
Ch = 
方程 式 (4-5-18) 是 沿 着 4=drt/dx 特 征 线 成 立 的 关系 式 ， 在 确定 了 并 将 式 中 消去 以 
后 ， 就 是 所 要 求 的 相 容 关系 。 下 面 先 求 出 特征 线 方程 。 首 先 将 方程 式 (4-5~17) 写成 关于 
上 的 代数 方程 组 ， 即 


(4-5—-18) 
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Mk +A -Dk =0 
Mb +(W -DB=0 (4-5-19) 
(W -Dk -a -Dk =0 


和 欲 使 方程 式 (4-5- 19) 有 非 平凡 解 ， 则 必须 要 使 它 的 系数 行列 式 为 零 ， 即 有 


(W -DAV -在 -ao221=0 (4-5-20) 
这 个 方程 有 三 个 根 ， 令 第 一 个 因子 为 零 ， 给 出 一 个 特征 线 方程 
a 三 a -5- 
但]- 和 或 个 ) 天 V (特征 线 co) (4-5-21) 


这 就 是 迹 线 方程 。 也 就 是 说 在 一 维 非 定常 流动 中 ， 迹 线 是 特征 线 。 若 令 方程 式 (4-5-20) 
中 第 二 个 因子 为 零 ， 有 AV -1= tah4 ， 给 出 两 个 特征 线 方程 


(他 -= 1 (车 ] -二 -va (特征 线 ce) (4-5-22) 
dx 人 


Via” dr 


图 4.7 给 出 了 一 维 非 定常 流动 的 特征 线 。 在 xt 平面 上 ， 特 征 线 共 有 三 族 ， 即 迹 线 
dt/dx=1/1V ， 用 Co 表示 ; 非 定常 流动 的 右 行 波 和 左 行 波 (dt/dx), =1MY 土 o) ， 用 cs 表示 ， 
这 里 c, 为 第 I 族 特 征 线 〈 即 右 行 波 )，c_ 为 第 卫 族 特征 线 〈( 即 左 行 波 )。 


迹 线 C。 


+ 人 左 行 波 /1 dr 
由- 
2 
全 


(a) (b) 


左 行 波 。 迹 线 Ci 


< 


9 
加 


图 4.7 一 维 非 定常 流动 的 特征 线 
(a) 亚 声 速 Y<a:; (b) 超声 速 V>a 
现在 来 推导 沿 三 条 特征 线 所 满足 的 相 容 关 系 。 只 要 从 式 (4-5-19) 中 解 出 有， 再 将 它 
代入 到 式 〈4-5-18) 即 可 。 下 面 分 别 进行 计算 : 
1. 对 于 迹 线 c。 
因为 V -1=0， 因 此 由 式 (4-5-19) 便 得 到 =0,k,=0， 而 为 任意 值 。 将 这 组 的 
值 代入 到 式 〈4-5-18) 中 便 得 到 了 沿 迹 线 的 相 容 性 关系 ， 即 
dp-ardp=(b/V)dx “〔 沿 迹 线 co) (4-5-23) 
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2. 对 于 特征 线 c。 
因为 (UV -1): = az42 ， 故 由 方程 组 式 (4-5-19) 得 到 
jy- My-1 
ee LS fe hk =ak (4-5-24) 


显然 ， 这 三 个 方程 不 完全 独立 ， 在 上 ,已 ,后 中 有 一 个 是 任意 值 。 现 在 令 局 取 任意 值 ， 并 将 式 
(4-5-24) 代入 到 式 (4-5-18) 中 ， 约 去 公 因 子 ， 即 得 到 沿 特征 线 cs 的 相 容 关 系 为 


CA vv jorv(e-e)ep+ 
2 
Ge ah :je 


因为 沿 特征 线 c 有 (XV -1 = az4 以 及 和 =1Y 土 al ， 所 以 式 (4-5-25) 可 简化 为 


(4-5-25) 


tpoav tep= (oh -0 WE +ab, th ]e ( 沿 特征 线 c:) (4-5-26) 


因此 式 (4-5-23) 与 式 (4-5-26) 就 是 所 要 求 的 三 个 相 容 关系 。 对 于 流 场 内 部 任意 一 点 ， 
有 三 条 特征 线 通 过 ， 每 条 特征 线 上 有 一 个 相 容 关 系 ， 利 用 这 三 个 相 容 关 系 即 可 以 确定 该 点 的 
有 关 流 动 参数 。 如 果 在 没有 摩擦 、 没 有 加 热 和 没有 添 质 效 应 时 ， 则 b=b, =b =0， 于 是 相 
容 关系 式 (4-5-23) 简化 为 dp-a*dp =0， 而 相 容 关系 式 (4-5-26) 简化 为 


+padV +dp =-a* SPY adr (4-5-27) 
x 


$4.6” 非 定常 一 维 均 炳 流动 及 分 析 


一 维 非 定常 均 炉 流 动 模型 是 气体 力学 中 使 用 最 广泛 、 理 论 分 析 较 完美 的 内 容 之 一 。 首 先 
讲述 一 下 容易 混淆 的 但 又 是 常用 到 的 几 个 概念 : 

1. 均 箭 流 与 等 箭 流 

这 是 两 个 完全 不 同 的 概念 。 均 箭 流 是 指 流 场 处 处 箭 值 相 等 的 流动 ， 也 就 是 说 对 于 均 箭 流 
动 时 存在 着 VS =0 的 关系 。 等 炉 流 是 指 沿 流 线 炉 值 保 持 不 变 的 流动 。 但 不 同 的 流 线 可 以 有 
不 同 的 烂 值 ， 因 此 等 炉 流 动 时 随 体 导数 DS1Dt=0。 例 如 ， 对 于 无 粘 、 完 全 气体 的 流动 ， 采 
用 克 罗 克 〈Crocco) 形式 表达 时 ， 则 运动 方程 式 (1-3-22) 简化 为 

+ xp)xV Tvs -VE (4-6-1) 

对 于 均 精 流 ， 则 上 式 可 进一步 简化 为 


258 


第 4 章 可 压缩 一 维 非 定常 流动 vy 


+(vxy)xV =H (4-6-2) 


2. 均 能 流 与 绝 能 流 

这 也 是 两 个 完全 不 同 的 概念 。 定 常 均 能 流 是 指 整 个 流 场 洁 止 烩 均匀 分 布 ， 并 且 不 随时 间 
变化 的 流动 。 也 就 是 说 ， 流 场 中 的 每 一 个 质点 都 具有 相同 的 滞 止 始 值 ， 因 有 VH =0; 绝 能 
流 是 指 沿 流 线 流体 质点 所 具有 的 总 能 量 保持 不 变 的 流动 。 当 然 ， 沿 不 同 的 流 线 流体 所 具有 的 


总 能 量 可 以 是 不 同 的 ， 因此 绝 能 流 只 存在 着 随 体 导数 他 =0 的 关系 。 对 于 定常 流动 ， 这 时 


迹 线 与 流 线 重合 ， 因 此 定常 绝 能 流动 中 流体 治 迹 线 也 保持 总 能 量 不 变 。 还 应 该 指出 ， 气 体 作 
绝 能 流动 时 ， 不 论 过 程 是 否 可 首 ， 总 和 和 总 温 都 保持 不 变 。 另 外 ， 绝 能 并 不 一 定 等 ， 具 有 
摩擦 等 损失 的 不 可 逆 绝 能 流动 ， 粹 是 增加 的 ， 只 有 可 逆 绝 能 流动 才 是 绝 能 等 炉 流 ， 在 绝 能 等 
炉 流 动 中 ， 气 流 的 所 有 总 参数 都 保持 不 变 。 

下 面 讨论 一 维 非 定常 均 粹 流动 问题 。 本 节 可 作为 §4.2 与 $4.5 节 的 特殊 情况 ， 在 均 炳 流 
动 的 前 提 下 ，§ 4.2 与 8 4.5 节 给 出 的 普遍 结果 还 能 够 进一步 化 简 以 方便 工程 计算 。 


4.6.1 均 燃 流动 下 的 黎 曼 不 变量 


为 了 充分 利用 均 糯 的 假设 条 件 ， 这 里 想 扼要 推导 均 炉 流 的 特征 方程 及 黎 曼 不 变量 。 
在 直角 坐标 系 下 讨论 等 截面 、 无 添 质 流 的 一 维 非 定 常 均 炉 流 动 ， 这 时 连续 方程 式 
(4-5-2) 变 为 


一 +V 一 +Pp 一 =0 (4-5—-1) * 
在 均 炮 的 假定 下 ， 这 时 只 有 一 个 独立 的 热力 学 变量 ， 取 P 为 独立 变量 ， 则 p = p(p) ， 
[| 二 
-Eo Zz 
借助 于 上 式 ， 于 是 式 (4-5-1)* 变 为 。 
-Fre—=0 (4-6-3) 


一 + 二 里 =0 (4-6-4) 
引进 两 个 导数 算 子 2 与 全 ， 其 定义 为 
Dt Dr 
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Dr 3 3 
ee fy (4-6-5) 
Dt 
Dp- 3 3 
六 -aiw -aa (4-6-6) 
二 


这 里 分 表示 相对 于 以 速度 V+a ( 即 随 着 特征 线 C* ) 移动 的 观察 者 而 言 的 时 间 变 化 率 ; 


名 表示 相对 于 以 速度 Va 〈 即 随 着 特征 线 C” ) 移动 的 观察 者 而 言 的 时 间 变 化 率 。 引 进 一 
个 新 的 热力 学 函数 ，F = F(P,S) ， 在 等 炉 的 条 件 下 有 


r=je (4-6-7) 
pe 
显然 
3F_1p 
dt pad 
和 (4-6-8) 
Br paax 


D 
| = (4-6-9) 
六 Y+P=0 
将 式 (4-6-4) 减 去 式 (4-6-3) 得 
(Vy-F)=0 (4-6-10) 


由 上 面 两 式 可 知 : V+F 和 VF 沿 着 它们 各 自 的 特征 线 不 变 ， 这 里 将 这 些 不 变量 记 作 与 
J"， 即 


L A (4-6-11) 


TaV-F 
式 中 ，J 与 厂 常 称 作 黎 曼 不 变量 。 将 其 与 式 (4-2-25) 中 的 小 相 比 ， 这 里 的 与 三 仅 


仅 是 在 均 炉 流动 这 个 特定 条 件 下 的 不 变量 ， 而 J 适用 于 一 般 的 一 维 Euler 流动 。 另 外 ， 将 式 
(4-6-7) 微分 ， 得 


dF =— (4-6-12) 
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在 粹 不 变 的 情况 下 ，dP = azdp 。 注 意 到 式 (1-9-92) 与 式 (1-9-94)， 这 时 dp 又 可 表示 
为 


“= (4-6-13) 
式 中 研 为 基本 气动 导数 ( 见 (1-9-95) 式 定义 )， 于 是 dF 可 以 表示 为 
= 本 名 
es i (4-6-14) 
因此 与 之 对 应 的 积分 形式 为 
fia td 可 
ee -上 5 三 (4-6-15) 


内 
这 里 po,po,ao 指 的 是 同一 个 参考 状态 下 的 参数 。 对 于 完全 气体 ， 则 厂 =(y+D)/2， 由 式 
(4-6-15)， 则 


5- 方 c-a) 
为 方便 起 见 ， 许 多 书 中 常 将 参考 状态 的 a 取 为 零 ， 于 是 这 时 的 严 可 写 为 
a (4-6-16) 
7-1 
因此 对 于 完全 气体 ， 则 黎 曼 不 变量 为 
A 
(4-6-17) 
=Vv--2 。 
7-!1 


在 x-1 物 理 平面 上 ， 定 义 ，J* 所 对 应 的 特征 线 为 第 工 族 特征 线 ， 记 作 C*; J 所 对 应 的 为 第 
开 族 特征 线 ， 记 作 C- :于 是 


二 = (4-6-18a) 
沿 第 I 族 Ce 1 人 2 
V+- 一 a=Ci= 凡 (4-6-18b) 
7-1 
全 = (4-6-19a) 
沿 第 开 族 C- : A 
V-— a=C,=/ (4-6-19b) 
7-1 


这 里 常数 Ci 和 C, 就 是 对 应 的 黎 曼 不 变量 六 与 三 的 取 值 。 显 然 ， 它 们 沿 着 一 条 特征 线 是 常 
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数 ， 而 沿 不 同 的 特征 线 其 常数 值 一 般 也 是 不 同 的 。 另 外 ， 式 (4~6-18b) 与 式 (4-6-19b) 
为 沿 着 C* 与 C- 特征 线 的 相 容 性 关系 。 将 其 与 式 (4-5-27) 相 比 ， 显 然 这 里 仅仅 是 在 均 燃 
流动 这 个 特定 条 件 下 的 结果 ， 而 式 (4-5-27) 没有 这 个 限制 。 当 然 ， 如 果 纯 粹 想得到 式 
《4-6-18b) 与 式 (4-6-19b) 这 两 个 关系 式 ， 也 可 以 直接 由 式 (4-5-27) 出 发 ， 引 进 均 
简 流 与 完全 气体 这 两 个 约束 条 件 便 能 够 得 到 。 本 节 之 所 以 如 此 处 理 ， 其 目的 在 于 将 新 的 热力 
学 函数 天 以 及 两 个 导数 算 子 D* /1Dt 与 D1Dt 介 绍 给 读者 。 在 均 炳 流动 下 式 (4-6-11) 
定义 的 让 与 三 较 式 (4-6-17) 相 比 有 更 大 的 通用 性 。 另 外 ， 在 V -a 状态 平面 上 ， 这 时 的 
特征 线 是 直线 。 


4.6.2 初 值 问题 的 依赖 域 与 影响 区 


首先 考虑 式 (4-6-9) 与 式 (4-6-10) 所 表示 的 平面 波 。 对 于 均 炉 流动 ， 假 定 在 
1=0 时 ab 线 上 速度 V(x) 与 压强 p(x) 的 分 布 已 给 出 ， 如 图 4.8(a) 所 示 ， 于 是 点 d 上 的 V 与 


P 值 便 可 完全 决定 了 。 从 式 (4-6-9) 与 式 (4-6-10) 可 知 ， 用 = 帮 ,J7=J;， 即 
Vith=J, Vi-F=y 
这 里 及， 太 为 已 知 的 初 值 ， 于 是 V, 与 F 便 可 由 下 式 得 到 


W327), di) (4-6-20) 


因为 ,图 4.8(a) 所 示 的 三 角形 abd 内 任意 一 点 的 状态 都 可 以 由 ab 线 上 的 原始 状态 来 决定 ， 
因此 ob 线段 称 为 4 点 的 依赖 域 0。 如 图 4.8 (b) 所 示 ， 自 @ 点 沿 气 流 方向 引出 两 条 马赫 线 
表示 了 该 点 的 微弱 扰动 传播 区 域 的 边界 ， 也 就 是 说 该 点 的 信息 只 能 影响 如 图 4.8 (b) 所 示 
的 下 游 阴影 区 域 ， 因 此 该 区 域 称 为 点 8 的 影响 区 。 


原始 数据 线 
(a) 


图 4.8 ” 初 值 问题 的 依赖 域 与 影响 区 
(a) 依赖 域 : (b) 影响 区 
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4.6.3 简单 波 区 的 性 质 及 流动 参数 计算 


一 、 简 单 波 的 性 质 

从 物理 上 讲 ， 当 扰动 仅 从 一 个 方向 向 着 均匀 流动 区 域 传播 时 ， 就 产生 了 简单 波 。 例 如 ， 
假设 管道 中 有 不 变 的 定常 流动 ， 在 某 一 瞬时 在 某 一 点 A 上 ， 例 如 采用 关闭 一 个 闪 门 的 办 法 〈 如 
图 4.9 所 示 ) 引进 一 个 扰动 (不 一 定 是 小 扰动 。 简 单 波 区 的 特征 线 具 有 一 些 特殊 的 性 质 ; 

(1) 考察 C- 特征 线 (如 图 4.10 所 示 )， 它 们 全 部 穿 过 均匀 区 。 沿 着 这 些 特征 线 的 每 一 
条 ， 它 的 黎 曼 量 /应 等 于 V, 一 所 =const (这 里 怨 , 玉 属于 均匀 区 的 值 ， 是 已 知 量 )。 于 是 这 
些 特征 线 C 上 的 黎 曼 量 处 处 相等 ， 都 等 于 

V-F=J, =const (4-6-21) 
(2) 考察 简单 区 的 一 条 典型 的 特征 线 Ci 〈 见 图 4.10)。 沿 着 这 条 特征 线 
V+F=] 

显然 ，C; 线 上 每 点 V 与 的 值 可 借助 于 式 (4-6-20) 决定 (这 相当 于 图 4.8 (a) 中 的 ad 
线 为 Ci? ，db 线 为 C” 特征 线 ， 点 d 为 C? 上 所 考察 的 任 一 点 )， 可 写 为 


V3(7+) 
1 (4-6-22) 
R=3(7 77) 
一 中 扰动 波 均匀 流 
J 一 
4 B 


图 4.9 简单 波 的 物理 说 明 


图 4.10 z 一 ! 平面 上 的 简单 波 区 
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由 式 (4-6-22) 可 知 ， 在 同一 条 Ci 线 上 的 各 个 点 有 相同 的 V 与 相同 的 五 值 。 由 于 同 
一 条 线 上 各 点 的 F 值 相同 ， 所 以 各 点 的 全 部 热力 学 参数 ( 已 p,T 等 ) 也 分 别 相同 ， 特 别 是 
同一 条 线 上 各 点 处 声速 a 值 都 相同 。 因 此 ， 沿 着 每 一 条 Ct 特征 线 ，(V +a) 的 值 在 各 点 〈 指 
这 条 C* 线 上 的 点 ) 都 相同 ， 故 C* 特征 线 都 是 直线 。 

(3) 在 简单 波 区 域内 ，V 与 a 互 为 单 值 函数 。 

二 、 简 单 波 的 类 型 与 流动 参数 计算 

简单 波 大 体 上 可 分 为 四 类 ， 即 右 行 膨胀 波 、 右 行 压缩 波 、 左 行 膨胀 波 和 左 行 压 缩 ， 如 图 
4.11 所 示 。 左 行 波 〈 即 左 行 膨胀 波 与 左 行 压缩 波 的 统称 ) 与 右 行 波 〈 即 右 行 膨 胀 波 与 右 行 压 
缩 波 的 统称 ) 在 原理 上 是 一 样 的 ， 只 不 过 扰动 传播 的 方向 相反 。 图 4.9 给 出 的 是 右 行 波 的 示 
意图 ， 在 右 行 简单 波 区 中 有 一 族 形状 为 直线 的 特征 线 C* ， 其 特征 线 方程 为 


dr/dr=Y+a (4-6-23) 
考虑 到 简单 波 的 性 质 ， 于 是 积分 后 得 到 
x=(V+a)t+ fi(V) (4-6-24) 


式 中 ，f(V) 是 关于 V 的 积分 常数 
在 这 个 简单 波 区 内 ， 有 一 个 黎 曼 不 变量 (这 里 为 /j ) 为 普 适 常数 。 对 于 完全 气体 


Vv-—2a=C, (4-6-25) 


或 者 Wa --2 -= (4-6-25) * 


这 里 Cu 为 常数 ， 下 标 1 和 2 分 别 为 波 前 和 波 后 的 参数 。 同 样 地 ， 对 于 左 行 波 ， 在 左 行 简单 
波 区 域 中 ， 它 有 一 族 特征 线 C- 为 直线 ， 其 特征 线 方程 为 


至 =v-a (4-6-26) 
于 是 积分 上 式 得 到 
x=(V-at+f(V) (4-6-27) 


式 中 ，_f(V) 是 关于 V 的 积分 常数 。 
在 这 个 简单 波 区 内 ， 也 有 一 个 黎 曼 不 变量 (这 里 为 及 ) 为 普 适 常数 。 对 于 完全 气体 有 


V+ a=G (4-6-28) 
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和 2 
出 + 一 一 0 = 用 + 一 一 0 = Cn (4-6-28) * 
或 者 ‘+i 和 


式 中 ， Co 为 常数 ， 下 标 1 和 2 分 别 为 波 前 和 波 后 的 参数 。 

如 果 简 单 波 是 由 x-t 平 面 上 一 点 发 出 的 ， 则 称 为 中 心 简单 波 。 在 这 种 情况 下 式 
(4-6-24) 与 式 (4-6-27) 中 的 所 与 ,都 等 于 零 。 显 然 ， 对 于 中 心 简单 波 来 讲 ， 中 心 点 
为 奇 点 ， 该 点 的 流动 参数 具有 多 值 性 。 

例 13 假定 右 行 中 心 膨胀 波 前 的 参数 a 为 已 知 ， 并 且 V=0， 又 知道 波 后 温度 为 T， 
试 求 膨胀 波 的 范围 以 及 在 x-t 图 上 任意 一 点 8 处 的 流动 参数 。 

解 首先 确定 膨胀 波 的 范围 。 第 一 道 膨胀 波 〈 又 称 波 头 ) 的 位 置 ， 借 助 于 式 〈4-6-24) 
为 (x/),=a。; 最 后 一 道 膨 胀 波 ( 又 称 波 尾 3) 的 位 置 (x/?), 应 该 由 7 决定 。 注 意 到 


am =VYRT, ， 于 是 由 式 (4-6-25) 并 注意 此 时 V。=0， 得 


2 
%=7(WRE 0) 
将 上 式 代入 到 式 (4-6-24) 并 注意 到 fi(V)=0， 得 
Y+1 2 
8)- 7- -IRT 2 i 
b 流 尾 a i 流 线 4 C， 
流 线 
我 头 | 波 尾 
波 头 
? 全 5 (b) * 
1 波 尾 1 5 流 线 
本 线 
波 尾 
波 头 波 头 
-5 和 0 汪 


(0) 


图 4.11 压缩 波 与 膨胀 波 
(a) 右 行 膨 腾 波 :(b) 右 行 压缩 波 :(c) 左 行 膨胀 波 :(d) 左 行 压缩 波 


(qd) 


于 是 任意 一 点 CCe,r) 处 的 参数 可 由 式 (4-6-24) 与 式 (4-6-25) 得 到 
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例 14 考察 一 个 半 无 限 长 的 圆 管 ， 其 左 端 有 一 个 可 移动 的 活塞 ， 右 端 伸 至 无 穷 远 ， 管 
内 充满 着 静止 的 气体 。 若 活塞 由 静止 开始 以 速度 V, = -bt 作 等 加 速 运动 如 图 4.12 所 示 ， 试 求 
管内 任意 时 刻 的 速度 分 布 。 

解 ” 因 活塞 往 左 移动 ， 这 时 扰动 产生 一 个 右 行 膨 胀 波 。 设 +:=0 时 ， 活 塞 位 于 x=0 处 ; 
于 是 在 1 时 刻 ， 活 塞 移动 到 


=jvau=-an #1) 
es ( 
" 


显然 ， 它 就 是 + 时 刻 最 后 一 道 膨胀 波 的 位 置 。 当 然 ， 紧 靠 活 寒 的 气体 速度 〔 即 波 后 速度 ) 应 
等 于 活塞 的 速度 ， 即 

V=V, =-bt (*2) 
它 表示 + 时 刻 最 后 一 道 膨胀 波 波 后 气体 的 速度 。 假 设 管内 未 受 扰动 区 域 的 声速 为 ao。， 由 式 
(4-7-5)， 可 求 出 时 刻 :最 后 一 道 膨 胀 波 波 后 的 声速 为 

am- 她 (*3) 


将 式 (*1)、 式 (*2)、 式 (*3) 代入 到 
/气体 质点 迹 线 <。 式 (4-6-24) 便 能 够 确定 出 积分 常数 
乒 (Y) 为 


f= 和 V+ (#4) 


于 是 将 式 〈*3) 与 式 (*4) 代入 到 式 
(4-6-24) 便 可 以 得 到 关于 Vy 的 方程 ， 
即 


7+1, ,om 
图 4.12 ”活塞 加 速 往 左 运动 而 产生 的 右 行 脱 胀 波 2 (Fey 
由 此 解 出 V， 便 得 到 了 管内 任意 时 刻 t 的 速度 分 布 为 
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1 ¥ 
v(t)! (“+ ] —27Yb(ant —x) (*5) 
上 式 的 根 号 前 只 能 取 正 号 。 可 以 验证 : 取 负 号 时 ， 不 满足 x=0," t=0 时 v=0 的 初始 条 


件 。 
8$4.7 波 的 相互 作用 


简单 波 和 激 波 迟 早 会 到 达 边 界 ， 并 在 边界 上 引起 反射 或 干扰 。 本 节 讨论 这 类 各 种 不 同 的 
过 程 。 


4.7.1 特征 线 在 刚性 边界 上 的 反射 


作为 例子 ， 图 4.13 给 出 了 一 个 中 心 膨胀 波 〈 又 称 中 心 稀疏 波 ) 从 静止 壁面 上 反射 的 情 
况 。 假设 入 射 的 C* 特征 线 所 具有 的 几 值 已 知 ， 希 望 求 出 反射 的 C- 特征 线 上 的 /- 值 。 考 虑 
到 一 般 性 ， 假 设 反射 边界 具有 某 个 速度 上 〈 正 好 象 在 那儿 有 一 个 活塞 )， 因 此 边界 处 流体 的 
速度 也 必然 为 内 ， 故 
=W+h 
= 
这 里 是 壁面 处 热力 学 参数 下 的 值 。 消 去 所 便 得 到 
J =-Jt +2Y, (4-7-1) 
同样 地 对 于 左边 界 ， 这 时 入 射 的 为 C- 特征 线 ， 反 射 的 为 C* 特征 线 ， 相 应 结果 为 
六 =-J+2A (4-7-2) 
对 于 固定 边界 ， 则 多 =0， 因 此 这 时 特征 线 进行 简单 的 反射 ， 只 是 改变 符号 而 模 不 变 。 
由 此 ， 可 以 得 到 以 下 两 点 推论 : 
、 (1) 膨胀 波 遇 到 不 动 的 固 壁 ， 将 反射 为 膨胀 
波 。 
(2) 压缩 波 从 静止 封闭 端 反射 后 ， 仍 为 压缩 
波 。 
下 面 再 以 一 道 小 扰动 的 膨胀 波 为 例 讲 一 下 计 
算 过 程 的 细节 。 假 设 膨胀 波 前 后 的 压力 比 p/p， 
已 知 ， 波 前 为 静止 区 @， 其 参数 已 知 ， 如 图 4.14 
所 示 。 气 体 在 膨胀 波 通 过 后 由 静止 变 成 向 左 运 
动 ， 当 膨胀 波 遇 到 固 壁 时 ， 波 后 的 运动 气体 与 不 图 4.13 中 心 膨胀 波 在 封闭 端的 反射 
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动 的 固 辟 接触 。 这 时 ， 边 界 条 件 就 不 满足 ， 因 为 波 后 气体 的 速度 为 办 ， 方 向 向 左 ， 而 因 避 
要 求 气体 速度 等 于 零 。 因 此 ， 固 壁 相当 于 对 气体 产生 了 一 个 及 有 的 扰动 ， 其 结果 产生 一 道 左 
行 凡 胀 波 。 当 这 一 道 膨 腾 波 通过 后 ， 使 波 后 气体 这 度 久 =0， 这 样 就 满足 了 固 壁 上 的 边界 条 
件 。 由 此 得 出 结论 ， 尺 且 波 遇 到 不 动 的 固 壁 反射 为 肪 波 。 若 封闭 端 不 是 静止 因 壁 ， 而 是 运 
动 的 活塞 ， 该 活塞 向 右 运动 。 当 活塞 运动 速度 小 于 见 时 ， 仍 反射 成 膨胀 波 。 当 活塞 运动 速 
度 正好 等 于 儿 时 ， 不 产生 反射 波 。 及 胀 波 在 因 壁 上 反射 可 用 状态 平面 图 表示 ， 如 图 4.14 (b) 
所 示 。 静止 气体 下 中 声速 为 a， 在 Va 图 上 由 点 1 表示。 入 射流 沿 特征 线 厂 ， 按 相 容 关系 

er (4-7-3) 
把 状态 从 点 1 改变 为 点 2。 由 此 得 出 发， 与 压力 比 户 / 吕 的 关系 为 


(4-7-4) 


图 4.14 脱 胀 波 在 管子 封闭 端 反 射 图 4.15 ”压缩 波 在 管子 封闭 端 处 反射 
为 了 使 壁面 处 流体 运动 速度 为 零 ， 反 射 膨胀 波 必须 沿 特征 线 芽 , 把 状态 从 点 2 改变 为 点 3， 
点 3 处 由 =0， 即 


2 
i (4-7-5) 


所 以 ， 由 式 (4-7-3) 与 式 (4-7-4) 得 到 


只 


= 好 ra=2o-a (4-7-6) 
入 射影 胀 波 的 特征 线 剑 率 宪 =V+a， 其 中 V 和 a 应 按 @ 区 和 @ 区 的 平均 值 来 确定 ， 即 根据 
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图 4.14 (b) 上 线段 12 的 中 点 来 确定 。 关 于 右 行 压缩 波 在 固 壁 上 反射 的 情形 ， 与 上 述 相 同 。 
其 主要 结论 是 : 压缩 波 在 静止 封闭 端 反射 后 仍 为 压缩 波 。 经 压缩 波 扰动 后 ,速度 和 声速 增 大 。 
其 反射 前 后 的 参数 变化 如 图 4.15 所 示 。 


4.7.2 膨胀 波 或 压缩 波 在 开口 端 处 的 反射 


为 了 确定 波 在 开口 端 处 反射 的 一 般 特 性 ， 现 在 讨论 一 种 最 简单 情形 。 设 有 一 小 扰动 的 脱 
胀 波 ， 波 前 后 的 压力 比 BR1R 已 知 。 膨胀 波 向 开口 端 运 动 ， 如 图 4.16 所 示 。Q@ 区 与 外 界 相通 ， 
外 界 保持 恒定 的 压力 P ， 所 以 区 的 压力 R=P。 脱 胀 波 到 达 开 口 端 时 ， 波 后 压力 较 低 的 气 
体 与 大 气 接触 ， 引 起 压力 不 平衡 。 于 是 管内 气体 得 到 压力 增 量 ， 其 结果 的 反射 一 道 压缩 波 ， 
使 波 后 气体 压力 R ==P， 即 反射 波 是 压缩 波 。 由 此 得 出 结论 :膨胀 波 在 开口 端 反射 为 压 
缩 波 。 


图 4.16 波 在 开口 端 处 的 反射 
(a) 与 (b) 为 影 胀 波 ，(c) 与 (d) 为 压缩 波 
从 @ 区 到 @ 区 的 计算 方法 和 前 面 所 述 的 相同 。 从 @ 区 到 @ 区 是 跨 过 第 J1 族 特征 线 ， 应 该 
利用 沿 第 1 族 特征 线 的 相 容 关 系 ， 即 


2 2 
Wty St 


因为 =R=P， 根 据 等 炉 关 系 ， 有 a =a ， 所 以 
Wt) (4-7-7) * 
对 于 右 行 压缩 波 在 开口 端 静 止 气体 上 反射 的 情形 ， 可 作 类 似 的 讨论 。 其 主要 结论 是 ;压缩 波 


从 开口 端 反 射 为 膨胀 波 。 其 反射 前 后 的 参数 变化 情况 如 图 4.16 所 示 。 当 然 ， 上 述 过 程 也 可 
用 热力 学 F 与 黎 曼 不 变量 与 三 进行 讨论 。 考 察 从 一 根 管道 排 入 静止 大 气 的 非 定常 流动 。 
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在 定常 流动 中 ， 只 要 排 气 是 亚 声速 的 ， 则 排 气 流动 恰好 具有 周围 的 外 界 大 气压 强 P; 因此 
那里 边界 条 件 简单 地 为 已 = 已; 这 个 条 件 对 于 非 定常 流动 通常 也 是 适用 的 ， 虽 然 排 气流 动 的 
脉动 会 局 部 地 影响 着 周围 的 压强 ， 但 这 个 条 件 应 该 说 是 一 个 很 好 的 近似 。 对 于 均 粹 流动 ， 假 
设 相 应 于 周围 压强 的 值 是 个 恒定 值 ， 即 F, =F(P)， 又 由 于 矿 是 已 知 的 ， 在 出 口 为 亚 声速 
流动 时 (如 图 4.17 (a) 所 示 )， 于 是 

J=V+F, 

J=aV-F 
消去 V 便 得 到 

= -2F, (4-7-7) 
对 于 开口 端 在 左边 的 情况 ， 相 应 的 结果 是 

几 /= 厅 +2 忆 (4-7-8) 

对 于 出 口 为 超声 速 流动 ， 这 时 两 族 特征 线 都 从 管内 入 射 到 开口 端 上 ， 如 图 4.17 (b) 所 

示 ， 因 此 不 存在 反射 的 特征 线 ， 即 在 超声 速 流动 中 ， 声 波 不 能 逆流 传播 。 在 这 种 情况 下 ， 出 
口 平 面 上 的 状态 被 /与 /- 值 所 予 先 确定 ， 并 且 通 常 出 口 压强 与 出 口 大 气压 强 不 同 。 


图 4.17 在 开口 蟒 处 不 同 流动 下 的 波 反射 


4.7.3 等 箭 波 之 间 的 相互 作用 


当 两 道 膨 胀 波 迎 面相 过 时， 如 4.18 所 示 ，@ 区 的 气体 与 @ 区 的 气体 接触 后 ， 两 道 波 互 
相 透 射 并 按 原 方向 继续 前 进 。 由 于 @ 区 和 人 @@ 区 的 速度 和 压力 都 不 相等 ， 因 此 引起 新 的 扰动 。 
波 透射 后 ， 相 交 面 附近 气体 变 成 图 中 四 区 。@ 区 参数 W ，awm 已 知 ， 在 状态 平面 上 可 标 出 点 1。 
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由 @ 区 到 @ 区 和 由 @ 区 到 @@ 区 分 别 为 右 行 波 和 左 行 波 ， 容 易 算出 点 2 和 点 3。 由 @ 区 到 @ 区 
和 由 @ 区 到 @ 区 分 别 利用 沿 第 I 族 和 第 工 族 特征 线 上 的 相 容 关 系 ， 有 
2 


3 
V+——a, Sh 


7-1 本 


-二 <- 二 


?=!1 7-1 
由 上 面 两 式 容易 解 出 
ea) "4-7-9) 


根据 式 (4-7-3)， We 同 更 W = (9 -0)， 把 它们 代入 上 式 得 


Qs = + 一 4 (4-7-10) 

因为 a, 与 a 均 小 于 a,， 所 以 a, 小 于 a, 与 a,。 
这 表明 由 加 、@ 区 到 @ 区 ， 声 速 下 降 ， 压 力 下 
降 ， 即 新 形成 的 透射 波 是 膨胀 波 。 由 此 可 以 得 
出 结论 : 膨胀 波 与 膨胀 波 迎 面相 交 后 ， 其 透射 
波 仍 为 膨胀 波 。 

作 类 似 的 分 析 ， 还 可 以 得 到 如 下 结论 : 压 
缩 波 与 压缩 波 迎 面相 交 后 ， 其 透射 波 仍 为 压缩 
波 。 膨 胀 波 与 压缩 波 迎 面相 交 后 ， 其 透射 波 与 
对 应 的 入 射 波 为 同一 类 型 。 综 上 所 述 ， 简 单 波 
与 简单 波 迎 面相 交 后 ， 相 互 作用 的 结果 遵循 这 图 4.18 ”两 道 膨胀 波 相互 作用 
样 一 个 规律 即 压缩 波 的 透射 波 仍 为 压缩 波 ， 膨 
胀 波 的 透射 波 仍 为 膨胀 波 。 


§4.8 有 间断 面 的 一 维 非 定常 流动 


含 间 断面 的 数值 分 析 与 研究 已 成 为 当代 气体 力学 与 计算 流体 力学 的 热点 之 一 。 尤 其 是 
追踪 运动 界面 ， 捕 捉 强 间断 面 与 接触 间断 面 等 问题 在 国内 外 学 术 界 一 直 深 受 重视 509 229。 
本 节 想 讨论 一 下 在 一 维 非 定常 流动 下 间断 面 的 运动 规律 、 两 波 的 相互 作用 以 及 初始 间断 分 解 
的 黎 曼 问题 。 首 先 介绍 一 下 间断 面 。 间 断面 有 两 类 : 一 类 是 激 波 间 断 ， 另 一 类 是 接触 间断 。 
所 谓 接 触 间断 是 指 两 种 不 同 的 气体 或 者 同 种 气体 的 两 个 不 同 状态 参数 的 分 界面 ， 初 始 间断 也 
可 看 作 接触 间断 的 一 种 形式 。 


WY 气体 动力 学 


4.8.1 运动 激 波 与 驻 激 波 之 间 的 共性 及 其 重大 区 别 


一 般 运 动 激 波 与 运动 正 激 波 问题 已 分 别 在 8 2.2 与 $ 2.3 节 作 过 详 述 。 这 里 仅 结合 一 维 
非 定 常 运动 中 所 遇 到 的 左 行 运动 激 波 和 右 行 运动 激 波 的 某 些 问题 并 结合 第 二 章 讲 过 的 普遍 理 
论 作 进 一 步 的 讨论 。 按 照 文 献 [27,28] 的 建议 ， 选 用 了 激 波 面相 对 于 波 前 气体 的 相对 传播 
速度 W 始 终 取 为 正 值 ) 和 波 前 声速 a 作为 研究 运动 激 波 时 的 重要 参数 。 我 们 约定 ， 气体 
进入 激 波 面 的 一 侧 称 为 波 前 ， 并 用 下 标 “1” 表 示 相 应 的 气体 参数 ， 气 体 离开 激 波 面 的 一 侧 
称 为 波 后 ， 并 用 下 标 “2” 表 示 相 应 的 气体 参数 。 选 用 了 两 种 坐标 系 : 一 种 是 固定 绝对 坐标 
系 〈 简 称 静止 坐标 系 )， 另 一 种 是 激 波 相对 坐标 系 〈 简 称 相对 坐标 系 )。 在 静止 坐标 系 中 ， 选 
取 坐 标 轴 向 右 为 正 ， N 代表 激 波 面 的 绝对 速度 ， 吕 与 多 分 别 代表 波 前 与 波 后 气体 本 身 的 绝 
对 速度 ，N 、V 与 W 间 的 关系 是 
右 传 波 : N =V+W 
| 和 
在 相对 坐标 系 中 ， 由 于 坐标 系 固 连 于 激 波 面 上 ， 如 图 4.19 所 示 ， 因 此 在 这 个 坐标 系 下 
的 观察 者 〈 常 称 相对 观察 者 ) 看 激 波 就 变 为 驻 激 波 了 


‘ 4 


t / 上 / 
2 \ Xe 
[0 9 了 Te 
j 8 e 人 入 ~、 /9 一 
a| O #0 
a mm = "= 
VrW 和 
(a) (b) 人) (人 
图 4.19 运动 激 波 的 两 种 坐标 系 
令 
Wey (4-8-2) 
w= N 区 
于 是 在 相对 坐标 系 下 ， 激 波 的 基本 方程 组 变 为 
piw = pyw, = m, 〈4-8-3a) 


P+pw =P+pw (4-8-3b) 
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ys ey (4-8-3b) * 
pp; 
J Na ee 
PW (4-8-3c) 
和 2( 1) = PP 2( ») 


显然 式 (4-8-3a)、 式 (4-8-3b) 和 式 (4-8-3c) 同时 适用 于 右 传 激 波 和 左 传 激 波 。 
在 这 三 个 方程 中 共 含有 七 个 未 知 数 ， 即 月 ， 岂 ， 员 ， 忠 ， 户 ， 多 和 六， 因此 仅 有 四 个 独立 
参量 。 另 外 ， 由 于 压强 、 密 度 、 温 度 、 声 速 等 这 类 热力 学 静 状 态 参量 是 不 受 观察 者 是 否 运动 
而 发 生变 化 的 ， 因 此 静止 坐标 系 和 相对 坐标 系 中 的 静 状 态 量 保持 不 变 。 然 而 汪 止 参数 在 两 个 
坐标 系 中 是 不 同 的 ， 计 算 时 应 格外 注意 。 很 显然 ， 原 来 驻 激 波 中 的 许多 关系 在 运动 激 波 下 昭 
常 有 效 ， 例 如 


Ba (4-8-4) 
p WW-N 

N=P -PY (4-8-5) 
Pp-p' 


及 -8 -中 -有 


太一 六 总 = (4-8-6) 
”pV-W) plN-W) 
B-R -PN_Wj= 记 (ww (4-8-7) 
P -PP 
BR-B -_pz(w-wW=-piN-W (4-8-8a) 
1 1 =P (NV =-p(N-V) -8-8a 
pp, 
(N-VWJN-W)= 卫 -8 (4-8-8b) 
pi-—p 
(BR-PR\p,-p,) 2 -RY 
V8-BXp,-p), -PB (4-8-9) 
2 pips pl(Y-DR+(r+)R] 


上 面 这 几 个 式 子 ， 可 以 由 式 (4-8--3a)、 式 (4~8-3b) 以 及 式 (4-8-2) 得 到 ， 它 
们 并 没有 涉及 能 量 方程 。 下 面 讨论 能 量 方程 ， 首 先 将 式 (4-8-7) 变 为 两 个 等 式 ， 然 后 相 
减 ， 可 得 到 
Ww-w-wy -Ba 全] 
p! ps 
于 是 将 上 式 代 入 到 式 (4-8-3c) 后 得 到 
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Ce (4-8-10) 


对 于 完全 气体 


借助 于 式 〈4-8-10) 便 得 到 一 组 显 式 的 R-H 关系 ， 即 


BR_(r+Dp,-(7y-Dp, (4-8_11a) 
RB (r+Dp-(Y-Dp, 
+B+o a (4-8-11b) 
p (+DR+(Y-DB 


L :py 
£-(s] 本 (4-8-1lc) 


因此 ，R-H 关系 对 运动 激 波 与 驻 激 波 都 适用 。 另 外 ， 借 助 于 式 4-8-1lb) 可 将 式 
(4-8-7) 改写 为 


1 
WW tt] (4-8-12) 
Ww-A7 = 二 [or-D8+C+DN] (4-8-13) 
: 
当然 ， 式 (4-8-12) 也 可 由 式 (4-8-3b) * 和 式 (4-8-1lb) 联 立 消去 p, 后 得 到 ， 即 
(em 了 =(pao 了 = 呈 [r-D8+(+DR] (4-8-14) 
按照 国内 教材 的 习惯 ， 这 里 采用 文献 [24 一 26] 中 定义 的 
2 (4-8-15) 
a 
对 右 传 波 与 左 传 波 分 别 为 
右 传 波 : M,= 业 
Sy (4-8-15) * 
左 传 波 : M, =- 一 
a 


于 是 由 式 (4-8-12) 便 得 到 
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B22 Ma2+IY (4-8-16) 
Bh 7+l Y+1 


将 上 式 与 式 (4-8--11b〉 联 立 并 消去 /PR 项 后 得 到 


Pp _ I+DM? 
p: 2+(Y-DM; 


另外 ， 注 意 到 完全 气体 洁 止 温度 五 的 定义 ， 即 


(4-8-17) 


2 a 
T=T+ =T+ily: (4-8-18) 
2 +2yR 


式 中 , V 是 气体 的 绝对 速度 。 
于 是 由 式 (4-8-3c) 便 直接 推出 


-Te = -Wh) (4-8-19) 
式 中 ，N 为 激 波 面 的 绝对 速度 。 


显然 To #*Tm ， 这 一 点 是 运动 激 波 与 静止 激 波 的 重要 区 别 。 当 然 ， 相 应 地 还 有 
Ra1P#* pm/Por， 它 们 的 比值 应 该 由 下 面 两 式 给 出 


EA 
RRoRR -| 27 2+-Y (4-8-20) 
bn 2 5s 
Rh BPRR, 


、 
2 (+m: 


Pe .Pm P; Pp, 
旺 = (4-8-21) 
( 2 “) 2+0-DM? 


po PP pu 


下 | p 
S -8 =cbp| 卫 | 呈 (4-8-22) 
2 一 = 人 [2] $=22. 


引进 激 波 后 马赫 数 〈 又 称 伴 流 马赫 数 ) M,， 它 与 Ms 的 关系 为 


炉 增 由 下 式 定 出 ， 即 


1 
i 27 各 旧 
hM; = 二 = 十. 工 = Mi -1 M3 -1 +M? (4-8-23) 
”4 7 my 7-1 5 Nr-1 5 


由 上 式 可 知 ， 当 Ms 一 1 时 ，M, 一 0 ， 这 就 是 小 扰动 波 的 情况 。 当 Ms 一 =， 
Mo pr 这 说 明 伴 流 〈 或 称 激 波 后 气体 的 跟随 速度 见 ) 可 以 达到 超声 速 流动 。 
另外 ， 将 式 (4-8-3c) 改写 为 
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tl (4-8-24) 
2 7-1 277-1 2(7-1) 
显然 ， 如 果 将 上 式 改写 为 两 个 等 式 ， 而 后 相 减 ， 并 注意 应 用 式 (4-8-3b)， 便 可 得 到 
Ey (4-8-25) 
PsP 
另外 ， 将 式 (4-8-7) 改写 为 两 个 等 式 而 后 相 乘 便 得 到 
wm= 卫 -3 (4-8-26) 
ps-p, 
于 是 将 上 面 两 式 相 比较 ， 便 得 到 了 运动 激 波 的 Prandtl 关系 式 
ww = (4-8-27) 


值得 注意 的 是 ， 式 〈4-8-27) 不 再 保证 激 波 前 后 的 气流 在 一 侧 为 超声 速 ， 另 一 侧 一 定 是 亚 
声速 了 ， 而 只 能 保证 相对 速度 的 绝对 值 ， 在 激 波 前 一 定 大 于 当地 音速 ， 而 在 激 波 后 则 一 定 小 
于 当地 声速 ;或 者 说 激 波 相对 于 流体 一 定 是 以 一 个 大 于 小 扰动 波 的 传播 速度 传播 着 。 另 外 ， 
由 式 (4-8-15)、 式 (4-8-3a) 与 式 (4-8-17)， 便 得 到 


w-W 2 1 
一 = 一 |M, -一 (4-8-28) 
a A 起 ] 
由 式 (4-8-16) 与 式 (4-8-17) 又 可 得 到 
1 
LT_Rp_/e 1 7Y-1 2 
全 = 二 记 -| 全 | = 27-£ [2+(7 -DM (4-8-29) 
和 Rp la) +rD Ms (=Dwi] 
又 由 式 (4-8-16) 得 
RE Las | (4-8-30) 
27 27 


注意 到 式 (4-8-15) *， 因 此 , 式 (4-8-30) 中 “+” 号 用 于 右 传 波 ,“ - ”号 用 于 左 传 波 ， 
对 于 右 传 波 ， 它 的 Ms 始终 是 一 个 大 于 1 的 正 值 ， 并 且 凤 -只 >0;， 对 于 左 传 波 ，M, 始终 是 
一 个 负 值 ， 但 它 的 绝对 值 仍 是 大 于 1 的 正 数 ， 并 且 V, 一 MV <0; 通 常 ， 运 动 激 波 可 能 出 现下 面 
四 种 情况 : 〇 D 波 前 亚 声速 ， 波 后 仍 是 亚 声速 @) 波 前 亚 声速 ， 波 后 变 成 超声 速 ;@@ 波 前 
超声 速 ， 波 后 仍 是 超声 速 ，@@ 波 前 超声 速 ， 波 后 变 成 亚 声 速 。 对 于 这 四 种 情况 ， 例 题 15 给 
出 了 具体 的 实例 。 

例 15 试 分 析 下 面 四 个 激 波 传播 问题 中 激 波 两 侧 的 流 场 属于 哪 一 类 流动 状态 : 

(1) 激 波 强度 为 1.5 的 正 激 波 在 静止 空气 的 传播 ; 

(2) 激 波 强度 为 4 的 正 激 波 在 静止 空气 中 的 传播 ; 

(3) 激 波 强度 为 1.5 的 正 激 波 向 马赫 数 为 2 的 超声 速 流 中 逆流 传播 〈 即 流速 方向 与 激 波 
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传播 方向 相反 ); 


(4) 强度 为 4 的 正 激 波 向 马赫 数 为 2 的 超声 速 气流 中 逆流 传播 
解 (1) 由 于 通常 称 护 -全 为 激 波 强度 ， 因 此 这 里 只 =2.5 ;又 因为 波 前 气体 静止， 


所 以 V=0; 借助 于 式 (4-8-10)， 则 (WW/a,》 =0.378<1， 因 此 激 波 两 侧 都 属于 亚 声 速 流动 
状态 。 


(2) 因 VW=0， 且 这 时 P=5R， 故 由 式 (4-8-10) 得 (WW/1a,》=1.039>1， 因 此 此 时 波 
前 是 亚 声速 流动 状态 ， 波 后 则 变 为 超声 速 流动 状态 。 
(3) 因为 流速 方向 与 激 波 传播 方向 相反 ， 所 以 V=-2a ; 又 这 里 R=2.5PR ， 注 意 到 


i Be 因此 将 式 (4-8-11b) 代入 后 再 代入 有 关 数 据 ， 便 得 到 上 =-1735 ， 


2 


又 由 式 (4-8-10) 得 


WW) BAR) p12 
® oa yp:[(r+DB8+(r-DB]7R 
即 M >1， 表 明 此 时 激 波 两 侧 都 属于 超声 速 流动 状态 。 
(4) 因 W=-20， 并 且 R=5P， 于 是 长 =-15， 在 =-0482， 即 M, <1， 表 明 此 时 波 
前 为 超声 速 气流 通过 激 波 后 变 为 亚 声 速 气流 。 


4.8.2 运动 正 激 波 在 静止 气体 中 的 传播 


令 几 与 见 为 激 波 前 与 波 后 的 速度 ，N 为 激 波 面 传播 的 速度 ， 于 是 由 式 〈2-2-24) 得 到 
正 激 波 的 基本 方程 组 为 


pi(V—N)=p,(V,—N) (4-8-31) 
P+p(V-N) =P+p,(V,—N) (4-8-32) 
tN ht (4-8-33) 


这 个 方程 组 共有 7 个 参量 : PB,pi,R,p,,u,w,N ; 现在 已 知 V=0， 所 以 剩 下 的 6 个 参量 中 只 
要 再 给 出 其 中 的 三 个 参量 则 问题 便 可 求解 了 。 原 来 静止 区 域 中 的 月,p, 一 般 总 是 已 知 的 ， 因 
此 另 一 个 条 件 可 以 给 激 波 强度 AP/ RR， 也 可 以 给 激 波 传播 的 速度 N， 当 然 也 可 以 给 伴 流速 度 
(又 称 跟随 速度 ) w; 至 于 求解 过 程 ， 这 里 从 略 。 
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Vi=150 m/s 
一 一 
P,P 


激 波 阵 面 


图 4.20 阀门 突然 关闭 产生 的 激 波 传播 问题 


阁 门 


例题 16 空气 在 管道 中 以 
150 m/s 的 速度 流动 ， 其 压力 是 1.5X 
105 NMm?， 温 度 为 300 K; 在 某 一 瞬 
时 ， 管 道 末 端的 阀门 突然 关闭 ， 于 是 
就 有 一 道 正 激 波 逆流 向 管道 内 传播 ， 
如 图 4.20 所 示 ， 试 求 该 激 波 相 对 于 
管 壁 的 传播 速度 。 


解 ”这 个 问题 与 上 面 我 们 所 讲 的 
情况 恰好 相反 ， 即 波 前 气体 速度 不 为 零 ， 通 过 激 波 后 其 波 后 速度 等 于 零 。 根 据 本 情况 ， 基 本 
方程 组 可 改写 为 


PIN-W)=pPN (4-8-34) 
P+p(N-V) =P+p,N’ (4-8-35) 
(NEN 生 (4-8-36) 
7Y-lp, 2 2 7-lp, 


式 中 ，W,R,pPi 应 认为 是 已 知 的 ( 因 p, = ART)， 故 可 算出 p, =1.742 kg/1m?); 由 (4-8-27) 
式 得 到 


PB-PB=-p,(N-V)W, (4-8-37) 
注意 到 V, =0 以 及 式 (4-8-37)， 于 是 由 式 (4-8-10) 可 得 到 
PY si 
TC 
于 是 
N_V= [CD0a+ro-04 i [ZE =ah-TtlN-WW 
2p， 27 有 27 2 a a 
上 式 又 可 整理 为 
WW + (NY) =0 
3- +l,Y 
解 得 N= -w+ (rs (4-8-38) 


因 本 题 W =-150m/s ，T=300K ， 代 入 上 式 得 到 N = 298.7 m/s; 
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4.8.3 激 波 的 相互 作用 及 接触 间断 面 的 计算 


一 、 六 种 情况 的 综合 分 析 与 计算 

考察 一 道 激 波 与 另外 一 个 间断 面相 交 , 这 个 间断 面 可 能 是 一 道 异 族 激 波 、 一 道 同 族 激 波 、 
一 个 接触 面 、 一 个 开口 端 或 者 一 个 封闭 端 。 这 些 各 种 各 样 的 相互 作用 都 属于 初 值 问题 , 图 4.21 
给 出 了 常见 的 六 种 相互 作用 的 情况 ， 即 图 4.21 (a) 的 1-2, 图 4.21 (b) 的 1-2, 图 4.21 (c) 
的 1-2-3， 图 4.21 (d) 的 1-2-3， 图 4.21 (e) 的 1-2-3 和 图 4.21 (f) 的 1-2-3 区 域 中 的 状态 
都 分 别 是 已 知 的。 未 知 区 域 的 计算 取决 于 压强 和 速度 的 匹配 ， 下 面 针 对 完全 气体 对 上 属 各 种 
情况 作 一 个 综合 性 的 分 析 与 研究 。 


图 4.21 激 波 相互 作用 的 六 种 情况 
(a) 激 波 在 刚性 壁 或 封闭 端 反射 ; (b) 激 波 入 射 于 恒 压 开口 端 ; (c) 异族 激 波 相交 ;(d) 同族 激 波 相交 : 
(e) 激 波 入 射 于 接触 面 ; (f) 激流 入 射 于 接触 面 


1. 激 波 在 固 壁 上 反射 

设 有 一 道 右 行 入 射 激 波 ， 以 某 一 速度 在 静止 区 域 O 中 传播 ， 波 后 @ 区 中 气体 速度 为 w; 
当 激 波 遇 到 固 壁 时 ，@ 区 中 运动 着 的 气体 与 固 壁 相 撞 ， 产 生 较 高 压力 ， 必 然 反射 一 道 左 传 反 
射 激 波 ， 如 图 4.21 (a) 所 示 。 反 射 激 波 后 @@ 区 气体 又 恢复 静止 。 因 此 ， 入 射 激 波 和 反射 激 
波 两 者 存在 一 定 关系 ， 即 波 两 侧 气 体 的 相对 速度 之 差 值 应 该 相等 ， 即 
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或 在 激 波 坐 标 系 中 写 出 


WW= -= (4-8-39a) 


十 一 扔 三 同一 后 (4-8-39b) 
利用 式 (4-8-3b) 容易 求 得 


m= (4-8-40) 
PP 
所 以 
网 一 几 一 -二 -二 ] (4-8—41a) 
| PP 
同 理 


内- 由 = |-a 伟 二] (4-8-41b) 
Pp, 


借助 于 式 〈4-8-39b) 以 及 上 面 二 式 ， 可 以 得 到 
my! 1 
Cd A (4-8-42) 


ps 

对 于 反射 激 波 ， 利 用 关系 式 (4-8-11b)， 得 
P+DB+(-DB 
p: (Y+DBR+(Y-DB 

由 式 (4-8-1lb)、 式 (4-8-42) 与 式 (4-8-43) 这 三 个 式 子 ， 消 去 密度 后 便 得 到 

(B-BYIY+DR+(Y-D)R]=(B-R)Y[(Y+)B+(Y-D)B] 
它 是 关于 户 的 二 次 代数 方程 ， 该 方程 有 一 个 无 实际 意义 的 根 只 = 只 。 消 去 因子 (PR 一) 后 即 
得 到 的 用 己 和 书 表 达 的 关于 户 的 公式 


(4-8-43) 


1 

Ip 
1 
7-1 


忠 _Gr-08-(-D03 _ 


Cr-DRA+(+DR 


37-1P 
= (4-8-44) 
是 


| 


+ 


EI 


2. 激 波 在 管道 开口 端 反射 

激 波 与 管道 开口 端 相互 作用 可 能 产生 几 种 不 同 的 结果 。 这 主要 取决 于 管内 气体 的 速度 和 
压力 。 下 面 仅 讨论 一 种 简单 情况 ， 即 管 口内 外 气体 压力 、 速 度 相等 的 情形 。 设 有 一 右 行 激 波 
向 开口 端 运动 ， 如 图 4.22 所 示 。 当 激 波 通过 后 ， 波 后 压力 增高 。 激 波 到 达 开口 端 时 ， 波 后 
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@ 区 的 气体 直接 与 外 界 接触 。 口 内 气体 压力 高 于 口外 压力 ， 这 时 开口 端 给 予 气 体 一 个 膨胀 扰 
动 ， 因 而 在 开口 端 反 射出 一 系列 膨胀 波 ， 又 因为 压力 是 突然 下 降 的 ， 所 以 膨胀 波 是 中 心 膨胀 
波 ， 在 膨胀 波 后 的 @ 区 内 ， 这 时 p, = p, 。 由 于 @ 区 
到 @ 区 的 计算 前 面 已 讲 过 ， 现 在 讨论 当 @ 区 的 参数 获 
得 后 ， 如 何 去 计 算 @@ 区 的 参数 。 利 用 沿 第 I 族 特 征 线 
的 相 容 关 系 
2 
7-1 
再 由 等 粹 关系 ， 并 考虑 到 p, = p,， 得 
LZ 2 
CA 
S| 
这 样 就 可 求 出 a, ， 然 后 再 由 上 面 二 式 消去 a, ， 便 得 
到 关于 负 的 关系 式 图 4.22 激 波 在 开口 映 的 反射 


二 
党 -十 -人 (4-8-45) 
® 7-l 户 

以 上 仅 对 V <a, 和 V,<a 的 情形 作 了 讨论 ， 更 复杂 的 情况 可 参阅 文献 [5,29-31]， 本 书 
不 作 介 绍 。 

3. 两 激 波 相交 将 产生 接触 面 

所 谓 接触 面 是 气体 某 些 热力 学 参数 的 间断 面 。 它 的 两 侧 可 以 是 两 种 不 同 的 气体 ， 也 可 以 
是 同一 种 气体 。 接触 面 与 激 波 的 一 个 重要 区 别 是 激 波 面 有 气体 通过 ; 而 接触 面 没有 气体 通过 ， 
即 接触 面 与 两 侧 气 体 一 起 运动 。 所 以 ， 接 触 面 两 侧 气 体 速度 相等 ， 压 力也 相等 。 如 果 不 考虑 
掺 混 、 粘 性 扩散 和 热传导 等 输 运 过 程 ， 那 么 接触 面 一 旦 形成 ， 在 整个 运动 过 程 中 应 该 保持 不 
变 。 

接触 面 可 以 由 多 种 方式 形成 ， 而 两 个 激 波 相交 时 通常 会 产生 接触 面 。 下 面 我 们 就 讨论 两 
个 激 波 的 相交 。 关 于 异族 激 波 相 交 和 同族 激 波 相交 问题 ， 前 面 8 2.4 节 已 讲 过 ， 这 里 仅 给 出 
主要 结论 : 两 个 异 向 运动 激 波 相交 后 相互 穿 过 , 反射 波 也 是 激 波 。 此 外 , 还 将 产生 接触 面 (如 
图 4.21 (c) 所 示 )， 在 该 面 上 压强 与 速度 要 相 匹 配 。 另 外 ， 对 于 两 个 同族 激 波 相交 后 合成 一 
个 较 大 强度 激 波 的 情况 ， 同 样 也 应 注意 在 接触 面 处 (如 图 4.21 (d) 所 示 的 @ 区 与 @ 区 的 接 
触 面 上 ) 压强 与 速度 应 该 相 匹 配 。 总 之 ， 两 道 异 族 激 波 相交 或 碰撞 以 及 两 道 同族 激 波 相交 或 
追赶 都 会 产生 接触 面 。 对 于 前 者 ， 因 为 当 两 道 强度 不 等 的 激 波 相 撞 时 ， 波 后 气体 直接 接触 ， 
使 相 邻 区 域 的 气体 压力 和 速度 相等 , 并 且 互 相 透射 以 后 出 现 两 道 激 波 , 各 自 按 原来 方向 前 进 。 
但 由 于 两 道 激 波 强度 不 等 ， 引 起 粹 增 不 同 ， 因 此 ， 两 道 透 射 激 波 后 面 气 体 直接 接触 处 两 侧 的 
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炉 值 不 等 ， 于 是 形成 一 个 接触 面 。 其 运动 情况 取决 于 原来 两 道 激 波 的 强度 ， 如 图 4.23 (a) 
所 示 。 对 于 同族 激 波 ， 由 于 激 波 的 传播 速度 总 小 于 波 后 的 声速 ， 因 此 以 声速 传播 的 小 扰动 波 
一 定 能 赶 上 同族 激 波 。 小 扰动 波 以 声速 传播 ， 而 激 波 相对 于 波 前 气体 以 超声 速 传播 ， 所 以 激 
波 必定 能 赶 上 它 前 面 的 同族 激 波 。 赶 上 以 后 ， 前 一 道 激 波 波 前 的 气体 与 后 一 道 激 波 波 后 的 气 
体 直接 接触 ， 两 个 气体 区 域 的 炳 值 是 不 同 的 ， 形 成 接触 面 ， 如 图 4.23 (b) 所 示 。 两 个 入 射 
激 波 相 互 作用 的 结果 形成 了 一 道 激 波 继续 向 前 ， 同 时 在 反方 向 产生 反射 波 。 而 反射 波 可 以 是 
膨胀 波 ， 也 可 以 是 激 波 ， 这 与 接触 面 两 侧 的 热力 学 参数 有 关 ， 这 里 图 4.23 (b) 仅 给 出 了 反 
射 波 为 膨胀 波 的 情形 。 应 该 特别 指出 的 是 ， 柯 朗 在 其 论著 〔 见 文献 [53]) 中 指出 了 区 分 上 述 
-两 类 反射 的 判 据 ， 周 毓 髓 〈 见 文献 [22]) 在 数学 上 进行 了 严格 证 明 ， 感 兴趣 的 读者 可 读 他 们 
的 原著 。 另 外 ， 在 他 们 的 著作 中 ， 给 出 了 大 量 的 理论 分 析 ， 有 几 点 结论 是 需要 结合 本 节 内 容 
去 进一步 深刻 体会 的 : 

(1) 在 压缩 波 区 内 ， 随 着 时 间 的 增长 ， 特 征 线 会 变 得 越 来 越 密集 。 而 在 膨胀 波 区 ， 随 着 
时 间 的 增长 ， 特 征 线 会 越 变 越 稀疏 。 

(2) 压缩 波 提供 给 气体 的 加 速 方向 与 波 的 传播 方向 一 致 ， 而 膨胀 波 提供 给 气体 的 加 速 方 
向 则 与 波 的 传播 方向 相反 。 

(3) 如 果 在 一 维 管道 中 有 两 道 同 方向 传播 的 波 〈 激 波 或 单 波 )， 那 么 ， 如 果 前 面 一 道 波 是 
压缩 波 ， 则 后 面 一 道 波 终 将 赶 上 它 ; 如 果 后 面 一 道 波 是 正 激 波 ， 则 它 终 将 赶 上 前 面 的 那 道 波 。 

(4) 中 心 单 波 区 一 定 是 膨胀 波 区 。 


接触 面 


9 ee 上 [e 


(a) 


图 4.23 两 激 波 相交 产生 的 接触 面 
4. 激 波 与 接触 面 的 相互 作用 
当 激 波 与 接触 面相 互 作用 时 ， 如 图 4.21 (e) (f) 所 示 ， 总 会 有 一 个 透射 激 波 穿 过 接触 
面 。 另 外 ， 在 交点 上 将 会 产生 一 个 反射 波 ， 其 反射 波 的 种 类 可 能 是 激 波 ， 也 可 能 是 膨胀 波 
这 要 依赖 于 接触 面 两 侧 气体 的 热力 学 参数 和 气体 的 流动 参数 。 另 外 ， 理 论 计 算 与 分 析 还 表 
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明 : 对 于 图 4.21 (e) 或 者 图 4.24 (b) 所 示 的 反射 波 ， 其 透射 波 的 强度 要 小 于 入 射 激 波 的 
强度 ， 而 对 于 图 4.21 (f) 或 者 图 4.24 (a) 所 示 的 反射 波 ， 其 透射 激 波 强 度 要 大 于 入 射 激 波 
的 强度 。 


图 4.24 激 波 与 接触 面 的 相交 


例 17 设 有 一 个 右 行 激 波 和 一 个 左 行 激 波 ， 其 强度 分 别 为 /R=2.0 和 PB/R=4.0, 已 
知 T=294K，R=0.68 大 气压 (绝对 )。 试 求 两 激 波 相遇 后 各 个 区 (如 图 4.23 (a) 所 示 ) 
的 压强 、 声 速 和 流速 值 。 


解 QD 区 : p,=0.68 大 气压 ，a, =20.1VT =313 mls，V =0。 


Q@ 区 : p, =2.0xp, =1.36 大 气压 。 由 式 (4-8-1lc) 得 a, =377 m/s 
再 由 式 (4-8-9) 求 得 
re ee a -mm 
Yl\p 27 Pp 27 

图 区 : 按 左 行 激 波 的 关系 式 进行 计算 。 得 p,=4.0xp, =2.72 大 气压 ，a, =434 m/s ， 
=-938 m/s ; 

现在 求 透射 激 波 与 接触 面 之 间 @@ 区 与 加 区 的 参数 ， 这 里 采用 试 次 法 以 满足 下 列 两 个 条 
件 ， 即 V,=Vs， ps=ps。 

因为 激 波 8, 是 左 行 的 ， 所 以 有 关系 式 

人 | 
& A 27 p, 27 


或 写成 
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ec a Ej]- (.%) enD 
p 4 ® 4 


激 波 5, 是 右 行 的 ， 有 关系 式 


LA A 2 | 
aa 7p 27 pp 27 


或 写成 


pe jj" Cy 
p 4 & 4 由 ® 
于 是 可 以 假定 一 系列 V,(=V) 值 ， 利 用 上 面 的 式 (*1) 和 式 (*2)， 算 出 相应 的 p, 和 p,， 通 
过 试 算 去 找到 p, = ps 成 立时 所 对 应 的 V,( 这 里 V, =V ) 值 。 试 凌 结 果 是 风 =V; = -205 m/s， 
对 应 的 = ps =4.81 大 气压 。 再 进一步 算出 a, = 471 m/s，as = 464 m/s 。 

二 、 两 波 作用 时 接触 间断 产生 的 儿 种 情况 

综 上 分 析 ， 关 于 两 波 相 互 作用 能 否 产 生 接触 间断 面 问题 可 以 归纳 出 以 下 的 五 点 

(1) 激 波 与 激 波 作用 要 产生 接触 间断 面 。 

(2) 激 波 与 接触 间断 面 作用 后 要 产生 新 的 接触 间断 面 。 

(3) 激 波 与 膨胀 波 作用 后 要 产生 接触 间断 面 。 

(4) 膨胀 波 与 膨胀 波 相互 作用 后 不 产生 接触 间断 面 。 

(5) 膨胀 波 与 接触 面 作用 后 要 产生 新 的 接触 间断 面 。 

下 面 我 们 引进 两 波 作用 问题 中 的 常用 符号 ， 用 5 与 5 分 别 代 表 向 右 与 向 左 传播 的 激 波 
用 中 与 让 分 别 代表 向 右 与 向 左 传播 的 膨胀 波 ， 用 7 代表 接触 间断 面 ; 显然 用 符号 方程 
5 一 573 或 者 RS 可 以 清楚 地 表明 了 两 个 同 向 激 波 相交 或 碰撞 后 其 反射 波 将 有 两 种 可 能 
一 种 是 反射 波 都 是 激 波 ， 另 一 种 是 一 个 激 波 一 个 膨胀 波 ， 而 且 这 两 种 情况 都 有 接触 间断 面 产 
生 。 再 如 用 符号 方程 引 羽 一 RJ5 或 者 为 5 一 5 及， 则 表明 了 激 波 与 膨胀 波 迎面 相 撞 相 互 作用 
时 的 情况 。 作 为 课 后 练习 ， 请 读者 用 上 面 给 出 的 符号 将 前 面 给 出 的 有 关 两 波 作用 的 五 点 结论 
表达 出 来 。 


4.8.4 初始 间断 的 分 解 及 黎 曼 问题 的 精确 解法 


一 、 初 始 间断 的 分 解 

前 面 所 讲 的 间断 问题 ， 例 如 激 波 间 断 ， 这 类 间断 面 两 侧 的 气体 参数 是 通过 连续 方程 、 动 
量 方程 和 能 量 方程 来 互相 制约 的 ， 对 于 接触 间断 ， 它 两 侧 的 压强 和 速度 分 别 相等 ， 而 密度 、 
温度 和 入 是 任意 的 。 正 是 由 于 这 种 间断 面 两 侧 的 压强 和 速度 分 别 相 等 ， 因 此 它 不 会 由 于 其 他 
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参数 的 任意 性 而 发 生 任何 扰动 。 然 而 本 节 讨论 的 间断 问题 与 上 述 不 同 ， 它 是 一 种 任意 间断 。 
所 谓 任意 间断 是 指 在 初始 时 刻 ， 在 气体 中 可 能 存在 着 一 个 间断 面 ， 它 两 侧 的 气体 性 质 是 不 同 
的 ， 气 体 参数 不 受 任何 条 件 限制 ， 它 们 之 间 可 以 是 毫 无 联系 的 。 理 论 分 析 表 明 : 任意 间断 所 
引起 的 扰动 运动 可 由 下 面 的 三 个 元 素 构成 即 中 心 膨胀 波 、 定 常 区 和 激 波 。 但 这 些 不 同 运动 的 
组 合 要 受到 以 下 条 件 的 限制 ， 即 在 一 个 方向 上 只 能 有 一 个 波 在 传播 〈 当 然 这 个 波 可 以 是 激 波 
也 可 是 中 心 膨胀 波 )， 所 以 从 同一 个 任意 间断 点 处 只 能 发 出 两 个 朝 着 不 同方 向 传播 的 波 。 这 
两 个 波 可 能 的 组 合 是 : @ 两 个 激 波 ; @ 两 个 中 心 膨胀 波 ; @@ 一 个 激 波 、 一 个 中 心 膨胀 波 。 
在 这 样 的 两 个 波 之 间 存 在 着 一 个 定常 区 。 由 于 两 边 炉 值 不 等 ， 所 以 在 定常 区 中 存在 着 一 个 接 
触 间断 面 /， 在 接触 面 两 侧 的 压强 和 速度 分 别 相等 。 图 4.25 给 出 了 从 同一 个 初始 间断 点 处 发 
出 波 的 五 种 可 能 情况 。 对 于 一 个 具体 的 工程 问题 到 底 应 属于 哪 一 种 情况 ， 这 要 取决 于 初始 间 
断面 两 侧 的 初始 状态 。 


SA CF CF 
/ 7 CF 
RAR RR DN 
2 
O / @ [oy 2 一 @ oN @ 
了 x x 
0 0 O 
CF 
RI A 
» 
[oO) p 
Lt, Q@。: 
0 0 


图 4.25 任意 间断 分 解 的 五 种 可 能 情况 


现在 介绍 图 4.25 给 出 的 五 种 类 型 ，@ 在 接触 间断 〈 以 虚线 表示 ) 的 左右 两 边 各 有 
一 个 激 波 〈 以 粗 线 表 示 )， 其 中 一 个 为 左 行 激 波 ， 一 个 为 右 行 激 波 。 这 些 波 都 是 从 初始 间 
断 点 处 出 发 的 ， 各 自 以 常 速度 运动 。 在 接触 间断 面 与 激 波 之 间 的 区 域 都 是 常数 状态 区 。 
@ 在 接触 间断 面 的 左边 有 一 个 左 行 中心 膨 胀 波 以 一 东 直 线 表示 )， 在 接触 面 右边 有 一 
个 右 行 激 波 。 中 心 膨胀 区 的 物理 量 是 x/t 的 函数 ， 并 从 其 波 头 (又 称 第 一 道 膨胀 波 ) 连 
续 地 过 渡 到 波 尾 。@@ 接触 间断 面 的 左边 有 一 个 左 行 激 波 ， 右 边 有 一 个 右 行 中 心 膨胀 波 。 
@ 接触 面 的 左边 有 一 个 左 行 中 心 膨 胀 波 ， 右 边 有 一 个 右 行 中 心 膨胀 波 。@ 在 初始 间断 
点 处 的 左边 发 出 一 个 左 行 中 心 膨胀 波 ， 右 边 发 出 一 个 右 行 中 心 膨胀 波 ， 在 两 个 中 心 膨胀 
波 之 间 出 现 真空 区 域 。 
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二 、 黎 曼 〈Riemann) 问题 的 数学 提 法 

所 谓 Riemann 问题 就 是 求解 一 维 非 定 常 无 粘 气 体 动力 学 如 下 初 值 问 题 的 解 ， 该 初 值 
为 :， t=0 时 ,物理量 初 值 分 别 为 V(x,0)，p(x,0)，P(x,0); 在 x=0 处 有 间断 ， 并 且 在 x=0 
的 两 边 分 别 是 常数 分 布 ， 即 


V(x,0)] [V.( 当 x<0) 或 者 V,( 当 x>0) 
P(x,0) |=| p,( 当 x<0) 或 者 p,( 当 x>0) (4-8-46) 
P(x;0)」 | Px<0) 或 者 P( 当 x>0) 


这 里 V,pi,R,W,p; 与 只 分 别 为 常数 。 我 们 欲求 满足 上 述 初始 条 件 式 “(4-8-46) 的 解 
〈(V,p,P)， 使 它 在 光滑 区 满足 一 维 非 定常 无 粘 Euler 方程 式 (4-8-47)， 在 间断 处 满足 间断 
条 件 〈 又 称 间断 关系 式 ) 式 (4-8-48)。 这 里 式 (4-8-47) 与 式 (4-8-48) 分 别 为 

39p ,PV)_ 

rar 

a(pV) dpV*+P)_ J 
+=0 (4-8-47) 
ae 9((e+Py) _ 

a =0 

[p]N-[pv]=0 

[pv]N-[pv*+P]=0 (4-8-48) 
[e]lN-[ev+Pv]=0 


式 中 ，[/] 代 表 物 理 量 f 在 间断 处 右 侧 (又 称 右边 的 值 减 去 了 在 间断 处 左 侧 (又 称 左边 ) 
的 值 ， 即 [f]= 甩 -fi; NN 为 间断 面 x= x(t) 的 运动 速度 ， 即 N = dx/dr 。 通 常 ， 这 种 初始 时 刻 
的 间断 并 不 一 定 满足 间断 关系 ， 所 以 是 不 稳定 的 。 因 此 在 +> 0 后 这 种 初始 间断 便 立即 分 解 
为 若干 满足 间断 关系 的 间断 ， 所 以 黎 曼 问题 又 常 被 称 为 初始 间断 的 分 解 问题 。 需 要 特别 指出 
的 是 ， 在 近代 计算 流体 力学 和 气体 动力 学 的 数值 方法 研究 中 ， 黎 曼 问题 的 精确 解 显得 格外 重 
要 ， 常 常用 它 去 校 验 一 些 数值 新 方法 〈 尤 其 是 高 分 辩 率 数值 格式 ) 的 精确 程度 。 


三 、 黎 曼 问 题 的 精确 解 
1. 预备 知识 
首先 将 间断 关系 式 (4-8-48) 改写 为 
PIN-VW)=p(N- 风 )=m 或 者 m[UVp]=-[v] (4-8-49) 


m[v]=[P] (4-8-50) 
m[e/p]=[PV] (4-8-51) 
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式 中 ，m 表示 在 单位 面积 上 单位 时 间 内 通过 间断 面 的 流量 。 
由 式 (4-8-49) 与 式 (4-8-50) 得 


= va): 
TF he (4-8-52) 
?=- -此 - =- 节 -4 (4-8-53) 
全 
[vY ={v] lv]=-[P] [up] (4-8-54) 
= 且 -3 三 
OM) (4-8-55) 
对 于 右 行 激 波 ， 因 m>0， 有 
外- 由 -=。 (4-8-56) 
对 于 左 行 激 波 ， 因 m<0， 有 
+ 四- (4-8-57) 


网 
将 式 (4-8-50) 乘 (Wi+ 见 )/2 并 整理 后 可 得 


mv 12]=3+v)[P]= [PV]-3(a+ A)V] (4-8-58) 
再 利用 式 (4-8-49)， 则 上 式 变 为 
m[v?12]-[PV]=3(R+R)mli/p] (4-8-59) 


由 式 (4-8-51) 与 式 (4-8-59) 中 消去 速度 V 后 得 到 
mle]+ Sm(R+R)[/p]=0 


式 中 ，e 为 内 能 。 
对 于 激 波 ， 则 m0， 故 上 式 变 为 


[+2(8+B)IVp]=0 (4-8-60) 
对 于 完全 气体 ， 则 e=S/y-D, 于 是 式 (4-8-60) 变 为 


2(B -RP) 


11p -lp HUVP) = 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
JAD Dr 
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将 上 式 代 到 式 (4-8-53) 则 有 


mm =p -DR+ (r+DB}= 3p -DA + (+DA} (4-8-61) 
因此 
7Y-1 ,7+![ 户 7-1,7+1|p, 
四 = 一 一 + 二 一 | 二 | = pa | 一 一 + 一 一 | 二 (4-8-62) 
ml pa 与 27 位 ] pr | 3 a 


式 中 ，a 与 a, 分 别 为 激 波 左 侧 状态 与 右 侧 状态 的 声速 。 
激 波 间断 除了 应 该 满足 连续 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 之 外 ， 还 应 该 服从 热力 学 第 二 
定律 也 就 是 炉 增 条 件 ， 即 


5 六 所 一 S 前 二 0 (4-8-63) 
这 一 条 与 要 求 激 波 后 的 压力 、 密 度 大 于 波 前 的 压力 、 密 度 是 一 致 的 ， 即 
Pas -Pauw >0, pwr -pwn >0 (4-8-64) 


值得 特别 注意 的 是 , 我 们 在 刚 开 始 讨论 黎 曼 问题 时 已 作 过 约定 : 下 标 1 为 间断 面 左 侧 的 状态 ， 
下 标 2 为 间断 面 右 侧 的 状态 〈 这 与 4.8.1 节 讲述 运动 激 波 时 在 相对 坐标 系 中 所 定义 的 下 标 是 
有 区 别 的 1)。 对 于 右 行 激 波 来 讲 ， 它 的 右 侧 为 波 前 、 左 侧 为 波 后 ， 于 是 -P<0， 
P11-Pi<0， 由 式 (4-8-56) 可 知 VY 一 W <0; 对 于 左 行 激 波 来 讲 ， 它 的 右 侧 为 波 后 、 左 侧 
为 波 前 ， 于 是 忆 -R>0，p, 一 p, >0， 由 式 (4-8-57) 可 知 ， 这 时 VV <0; 因此 ， 无 论 


是 右 行 激 波 还 是 左 行 激 波 总 有 V, 一 V <0， 这 与 压缩 波 总 有 < <0 的 结论 是 一 至 的 。 正 由 于 
这 个 原因 ， 所 以 由 式 4-8-54) 开平 方 时 只 取 


1 和 
W-W=-lB-P)|—-— (4-8-65) 
5 加 


这 里 下 标 1 与 2 分 别 表示 左 与 右 侧 状态 。 另 外 ， 由 $ 4.6 节 可 知 ， 对 于 左 行 简单 波 ， 它 有 一 
个 黎 曼 不 变量 /为 普 适 常数 ， 并 且 还 有 如 下 关系 成 立 ， 即 


沿 第 I 族 C- : "- 方 "= “=C,( 和 常数) ( 沿 特征 线 ) (4-8-66) 


Vt ( 跨 过 特征 线 ) 


考察 c 特征 线 的 斜率 (Y -a) 与 流 线 的 斜率 V， 由 于 总 有 VY-a<V ， 因 此 流体 的 质点 总 


第 4 章 可 压缩 一 维 非 定常 流动 Vv 


是 由 左 侧 进入 每 一 条 c 特征 线 。 简 音波 可 分 为 压缩 波 与 膨胀 波 ， 对 于 压缩 波 则 5 <0， 而 
对 于 及 县 则 >0， 对 于 左 行 中 心 膨胀 波 ， 取 中 心 为 原点 0,0)， 则 c 特征 线 为 


X=y-a (4-8-67) 
4 


设 左 行 中 心 膨胀 波 的 左边 界 即 波 头 见 图 4.26 (b) 为 x/1=k ， 右 边界 即 波 尾 为 
x/t=kb,(k >h)， 在 左边 界 处 状态 为 V,a ， 右 边界 状态 为 W,a, ， 于 是 和 =V-a， 
k=V a,; 在 左 行 中 心 波 区 中 有 


V+ w+ 2 = + (4-8-68) 
将 式 (4-8-67) 与 式 (4-8-68) 证 
v= 
em (4-8-69) 
=7-l| ,+z 
i | hh) 
它们 是 x/t 的 函数 。 该 区 中 的 压强 与 密度 分 布 为 
人 
p=p|= 
(4-8-70) 


这 里 P,R,a 为 波 头 处 的 密度 、 压 强 和 声速 。 对 于 右 行 简单 波 ， 它 有 一 个 黎 曼 不 变量 J- 为 普 
适 常数 ， 并 且 有 如 下 关系 成 立 ， 即 


沿 第 I 族 c* : V+ = CI 人 (常数 ) ( 沿 特征 线 ) (4-8-71) 
Vi (路 过 特征 线 ) 


考察 C* 特征 线 ， 流 体 的 质点 总 是 不 断 地 从 右 侧 进入 每 一 条 C* 特征 线 。 同 样 的 ， 对 于 右 行 中 
心 膨胀 波 ， 取 中 心 为 原点 时 ，C* 特征 线 为 
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工 =<V+a (4-8-72) 
1 


~ 


人) 中 


图 4.26 右 行 与 左 行 膨胀 波 


设 右 行 中 心 膨胀 波 的 左边 界 即 波 尾 ( 如 图 4.26 (a) 所 示 ) 为 =h ; 右边 界 即 波 头 为 了 = 已， 


在 波 头 处 的 状态 为 W,ai:; 在 波 尾 处 的 状态 为 见 ,a; ;于 是 在 右 行 中 心 膨 胀 波 区 中 有 
- 2 -8- 
RV (4-8-73) 


将 式 (4-8-72) 与 式 (4-8-71) 联 立 解 得 右 行 中 心 膨胀 波 区 状态 的 分 布 
(4-8-74) 


2. 接触 间断 面 两 侧 速度 与 压强 巨 的 计算 
对 于 接触 间断 面 ， 考 虑 到 该 面 两 侧 速度 和 压强 都 分 别 相等 这 个 条 件 ， 这 里 仍 用 下 标 1 代 
表 间 断面 的 左 侧 〈 或 左边 状态 0)， 下 标 2 代表 间断 面 的 右 侧 〈 或 右边 状态 ”>); 因此 在 接触 
间断 两 侧 的 常数 状态 区 域 中 用 立 与 巨 分 别 代表 这 时 速度 与 压强 ， 即 
站 = 人 = 人 (在 接触 面 两 侧 ) (4-8-75) 
=P =P， (在 接触 面 两 侧 ) (4-8-76) 
对 于 左 行 激 波 ， 如 图 4.25(a) 所 示 ， 左 侧 是 波 前 ， 右 侧 是 波 后 ， 于 是 由 式 〈4-8-57) 与 
式 (4-8-62) 得 到 
| 


人 二 
而 


=0 (4-8-77) 


290 


第 4 章 “可 压缩 一 维 非 定常 流动 Vv 
式 中 a=po dtl! (>pN) (4-8-78) 
oa ls) 7 


对 于 右 行 激 波 ， 左 侧 是 激 波 的 波 后 ， 右 侧 是 波 前 ， 由 式 〈4-8-56) 与 式 (4-8-62) 
得 到 


8- 中 -一 二 =0 (4-8-79) 
而 
式 中 
a=pa, LH EN (p>p,N -8- 
矶 =Poo 5 (让 > ( 当 P>P, 时 ) (4-8-80) 
对 于 左 行 中 心 膨胀 波 ， 如 图 4.25(b) 所 示 ， 由 式 (4-8-66) 与 式 (4-8-68) 得 到 
2 宁 
Vt (4-8-81) 
并 注意 利用 等 糯 区 中 的 关系 式 式 (4-8-70)， 得 
a=a(P/P)S (4-8-82) 
于 是 式 (4-8-81) 可 写成 如 下 形式 
Pe 
-2 | 二 | =y+-2_ 2 
加 st (4-8-83) 
将 上 式 进一步 整理 为 与 式 (4-8-77) 相 类 似 的 形式 ， 即 
7-VW+E-8-o (4-8-84) 
式 中 
1-(P/R) 2 
鹿 = Pia -二 ( 当 P<PI 时 ) (4-8-85) 
冯 | -wa | 
对 于 右 行 中 心 膨胀 波 ， 类 似 的 可 以 推出 
yt 
2 ,-yv_- 2 。-y_- 2 EF 8 
Vi 1% v 声 ( 丰 | (4-8-86) 


并 可 改写 为 
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(4-8—87) 


(4-8-88) 
(4-8-89) 
(4-8—90) 
1-(P/P, 
poop ( - 由 (P< PN) 
3 [ea 六 〈4-8-91) 


j ( 当 巨 > 肠 时 ) 


这 里 6 =12 。 对 于 给 定 初始 值 的 式 (4-8-46)， 将 式 (4-8-89) 与 式 (4-8-90) 联 立 便 
可 解 出 六 与 值 。 
3. 间断 分 解 类 型 的 判断 


令 
9(B Bpg)=— 和 2 (4-8-92) 
™ 
于 是 式 (4-8-89) 与 式 (4-8-90) 可 改写 为 
V-V=-9(B 8,p) (4-8-93) 
V-%=9(P: 已 ,p) (4-8-94) 
将 两 式 相 减 消去 立 便 得 到 关于 巨 的 方程 
VW=9(P: PR,p)+o9(P: B,p,)=9(P) (4-8-95) 


可 以 证 明 : 9(P) 关 于 为 单调 增加 而 且 是 导数 连续 的 凸 函 数 。 下 面 我 们 进行 间断 分 解 
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类 型 的 判断 ， 首 先 讨论 BR > 的 情况 :由 9(P) 的 单调 性 ， 得 89(R)>9(R)。 下 面 分 几 种 情况 
叙述 : 

(1) 当中 -多 >%B) 时， 借助 于 式 (4-8-95)， 则 有 户 >R > PR， 即 左 行 波 与 右 行 波 都 
是 激 波 ， 如 图 4.25 (a) 所 示 。 

(2) 当 p(P)>V-V>9(R) 时 ， 有 >P>P， 即 这 时 接触 间断 左边 为 中 心 膨 胀 波 ， 右 
边 为 激 波 ， 如 图 4.25 (b) 所 示 。 

(3) 当 p(B)>V-V,>9(0) 时 ， 有 PP>PR>P>0， 这 时 接触 间断 两 边 都 是 中 心 膨胀 波 ， 
如 图 4.25 (d) 所 示 。 

(4) 当 %(0) > 中 -多 时 ， 在 左右 中 心 膨 胀 波 之 间 的 区 域 中 出 现 真空 ，( 如 图 4.25 〈(e) 所 示 。 

作为 课 后 作业 ， 读 者 可 以 讨论 当 忆 > 时 间断 分 解 的 类 型 划分 情况 。 

下 面 再 介绍 一 种 分 类 的 方法 ， 使 用 起 来 也 很 方便 。 也 是 通过 从 分 析 每 种 情况 出 现时 接触 
间断 面 的 条 件 ， 来 获得 分 类 判断 准则 的 。 

(1) 第 一 种 类 型 ， 中 间 为 接触 面 ， 两 边 都 是 激 波 ， 如 图 4.27 (a) 所 示 。 由 式 (4-8-9) 
得 


2(B-B) 


WW- = 
”Vp:[G+DB+(r,-D)B 


ge 2(R-R) 
wher 


式 中 ，7, 和 ,分别 表 示 初 始 间断 面 两 侧 气 体 的 比 热 比 。 
由 接触 间断 面条 件 : V,=WW， R=R， 于 是 有 
i -| 2(p -PY | 2B -RB) 
Nol +rDB+tm -Da] Vp:[(+D)B+(,-1)8] 
因为 3(WV -由 )/98 >0， 且 P,P,， 所 以 该 情况 出 现 的 条 件 是 
2B-P) 
p[(x+D&+( -DB 
(2) 第 二 种 类 型 :接触 面 两 侧 分 别 为 激 波 和 中 心 膨 胀 波 ， 如 图 4.27 (b) 所 示 。 左 侧 激 
波 条 件 仍 是 


WG (4-8-96) . 


2(8 二 有) 
VW 

pP[(w+Da+( -DB 
右 侧 中 心 膨胀 波 的 条 件 是 
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wl ww 2 ls 
-1N m 7.-1 
Be 
B \p, 
注意 到 接触 间断 条 件 风 = 内， 及 = 玉 ， 于 是 
i 2(R-R) 2 (人 RB 
"Nola+m -Da] x (a p» 


同样 由 于 3(V, - 凤 )/98 >0， 且 PR >R>R， 故 该 情况 出 现 的 判别 条 件 为 


了 
2(8 -PY 2 及 这 | 2 有 
->--|1- (4-8-97) 
pP[(m+DR+(-DBN 71 (a p; 


(3) 第 三 种 与 第 四 种 类 型 ， 接 触 间断 面 两 侧 都 是 中 心 膨胀 波 〈 如 图 4.27 (ce) 所 示 ) 为 
第 三 种 类 型 ， 两 侧 都 是 中 心 膨胀 波 并 且 中 间 出 现 真空 为 第 四 种 类 型 〈 如 图 4.27 〈d) 所 示 )。 
全 全 作风 帮 个 生 和 生 训 几 则 条 人 人 全 人 


= 四 加 >V-h>- I a (4-8-98) 
-1 p, n-lYp -1 


(4-8-99) 


ph 


一 四 
1 | (i 
多 @ a © 
2 
3 3 4 1 
1 [ps 4 
oe i ps 
ne | 
i x x 
0 0 而 


图 4.27 任意 间断 面 的 几 种 分 解 类 型 
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8$4.9 激 波 管 及 流动 分 析 
4.9.1 激 波 管 各 区 流动 的 计算 与 分 析 


激 波 管 是 短 时 间作 用 的 空气 动力 学 实验 装置 ， 具 有 结构 简单 、 实 验 周期 短 等 优点 ， 因 此 
多 年 来 一 直 在 航空 、 航 天 、 爆 炸 工程 、 化 学 
及 物理 学 等 方面 广泛 的 应 用 。 最 简单 的 激 波 
管 是 一 根 两 端 封 闭 的 等 截面 直 管 ， 由 膜 片 把 
管子 分 成 两 部 分 ， 膜 片 左边 是 高 压 段 ， 充 有 
高 压气 体 ， 称 为 驱动 气体 ， 膜 片 右边 是 低压 
段 ， 充 有 低压 的 被 驱动 气体 。 膜 片 两 边 可 以 
是 同 种 气体 ， 也 可 以 是 不 同 的 气体 ， 如 图 
4.28 (a) 所 示 。 为 了 获得 强 激 波 ， 可 使 
PR/1R 高 达 10 的 比值 。 当 膜 片 在 瞬间 破裂 
(理想 情况 是 膜 片 完全 消失 ) 后 ， 由 $ 4.8 节 
黎 曼 问题 的 理论 分 析 可 知 : 将 有 两 个 波 产 
生 ， 一 个 是 左 行 膨胀 波 进入 高 压气 体 ， 另 一 
个 是 右 行 激 波 进入 低压 气体 ， 两 部 分 气体 的 
接触 面 也 随 着 时 间 的 推进 而 往 右 移 ， 图 
4.28 〈(b) 给 出 了 4 时刻 各 种 波 的 位 置 。 显 图 4.28 激 波 管 示意 图 
然 ， 经 过 一 定 的 时 间 以 后 ， 膨 胀 波 和 激 波 将 
分 别 在 左 、 右 封闭 端 固 壁 上 被 反射 ， 这 时 激 波 管内 波 系 状况 表示 在 图 4.28 (c) 中 。 下 面 分 
析 x-t 平 面 中 各 区 的 流动 情况 。 

@、@ 区 :OO 区 和 @ 区 是 静止 区 域 

V=0W=0 (4-9-1) 


热力 学 参数 为 常数 ， 且 都 是 已 知 的 。 
@@、@ 区 : 由 于 接触 面 两 侧 气 体 速度 和 压力 应 分 别 相 等 ， 因 此 有 
VW=WR=B (4-9-2) 
由 式 (4-6-28)" 可 以 得 到 中 心 简单 波 区 两 侧 @ 区 与 @ 区 的 压力 比 为 


2 


五 六 -1 下 让 
入 =|1- 二 二 (4-9-3) 
a 
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对 于 右 行 激 波 ， 利 用 式 〈4-8-28) 建立 起 @ 与 @ 区 间 的 关系 即 


a rE 
a N+tl M, 


(4-9-4) 


式 中 ，M, 为 激 波 马赫 数 (定义 同 式 (4-8-15)")。 又 注意 将 式 (4-9-2) 与 式 (4-9-4) 


代入 到 式 (4-9-3)， 得 


2 
号 -[ re fy Lh 
Tt+la, M, 


因 B=R， 因 此 可 以 用 下 列 的 方式 将 区 与 @ 区 联系 起 来 ， 即 


(4-9-5) 


将 式 (4-8-16) 和 式 (4-9-5) 代入 上 式 ， 便 得 到 了 用 M, 表示 P/P 的 关系 式 


p (2 -1 -1 EB 
全- 让 -人 -二 
Pp M 


+1 


入 +1 N+la, 


这 就 是 简单 激 波 管 的 最 基本 关系 式 。 根 据 已 知 的 PVP,、as、al 以 及 比 热 比 %、 


可 算出 激 波 马赫 数 M, ， 波 后 马赫 数 M, 可 由 下 式 得 到 ， 即 


于 是 利用 式 (4-9-4) 与 式 (4-8-29)， 得 到 


M, =(M? (Ce Je 二 下 


接触 面 后 的 马赫 数 M, 为 
六 
as 
而 a /a 可 由 跨 过 左 行 脱 胀 波 的 关系 式 (4-6-28)* 得 
= 
aaa- 


将 式 (4-9-4) 与 式 (4-9-9) 代入 到 式 (4-9-8) 后 得 


M an+tl M. _%-l 3 
[a 2 Mz-l 2 


在 M, 已 知 后 ， 由 式 (4-9-4) 可 得 岂 与 WW， 由 式 (4-8-16) 得 中 与 只 值 。 
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(4-9-6) 


% 的 值 ， 便 


(4-9-7) 


(4-9-8) 


(4-9-9) 


(4-9-10) 
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@~@ 区 : 在 确定 了 @ 区 的 流动 参数 后 ， 就 可 用 §4.7 节 所 述 的 有 关 简 单 波 的 计算 方法 
确定 @ 一 @ 区 的 流动 。 另 一 方面 利用 右 行 激 波 在 右 壁面 上 的 反射 关系 式 (4-8-44) 得 到 反 
射 后 静止 区 域 的 压强 只 值 。 再 由 吾 / 妃 这 个 比值 ， 根 据 激 波 关系 式 (4-8-16) 得 到 反射 激 
波 的 传播 马赫 数 。 

四 ~ 多 区: 很 显然 当 @ 区 中 的 简单 膨胀 波 与 激 波 4B 相互 作用 时 ， 使 得 反射 激 波 变 得 弯 
曲 了 ， 因 此 @ 区 不 再 是 简单 波 区 ， 而 且 该 区 的 炉 分 布 是 不 均匀 的 。 


4.9.2 获得 较 高 试验 温度 与 速度 的 途径 


为 了 深入 研究 激 波 管 的 调整 机 理 以 获得 较 高 的 试验 温度 和 速度 ， 今 考察 p/PR 五 ~ 的 情 
况 。 由 式 (4-9-6) 可 知 ， 如 果 M, 保持 有 限 值 ， 则 P./PR 一 “意味 着 式 (4-9-6) 方 括号 
中 的 量 趋 于 零 ， 也 就 是 说 


从 -让 2 (4-9-11) 
或 者 
tle (4-9-12) 
%.-la 
换 句 话说 ， 当 
-1 1 
和 人 -二 (4-9-13) 


时 ， 则 中 /有 一 ， 因 此 由 式 (4-9-13) 可 得 到 激 波 马赫 数 M, 可 能 达到 的 最 大 值 。 例 如 
=Q4， N=Ys=14 时 ，(M,),。 =6.15; 将 此 值 代入 到 式 (4-9-7) 得 (M;)。. =1.73; 由 
此 可 知 ， 车 高 低压 室 都 充 以 空气 ， 即 使 R1R 下 %， 但 波 后 气流 马赫 数 最 大 也 只 有 1.73， 这 


对 高 速 气体 动力 学 实验 是 一 个 限制 。 另 外 ， 若 取 7Y, #7 ，as za 但 取 T,=T 时 ， 则 由 式 
(4-9-11) 得 到 


= | (4-9-14) 
a VR, 


式 中 ，R 是 气体 常数 。 
令 RR 是 普 适 气体 常数 ，n 为 第 i 种 气体 的 分 子 量 ， 于 是 式 (4-9- 14) 又 可 变 为 


乞 = Pe (4-9-15) 
a Von 
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将 上 式 代入 到 式 (4-9-13) 得 


人 4- 二- (4-9-16) 
M, 了 -1VYms 

例如 高 压 室 采 用 氨 ， 低 压 室 用 空气 ， 取 压 比 为 132 时 ，M, 可 达 10.64; 如 果 高 压 室 采用 
氧气 ， 低 压 室 仍 用 空气 ， 并 且 取 压 比 为 574 时 ，M, 可 达 22.2; 因此 高 压 室 应 尽量 采用 分 子 
量 小 并 且 具 有 较 高 的 声速 和 低 比 热 比 的 气体 ， 这 是 获取 较 大 M, 值 的 途径 之 一 。 另 外 ， 虽 然 
接触 面 后 气体 的 速度 与 右 行 激 波 后 气体 速度 相同 ， 但 因 接触 面 后 的 温度 要 比 激 波 后 的 温度 低 
很 多 ， 因 此 M, 可 以 远 远大 于 M，,; 很 容易 证 明 ; 当 1M, -(M,)。 时 ， 则 M, -> ， 因 此 利用 
接触 面 后 的 气流 可 以 做 马赫 数 很 高 的 气体 动力 学 实验 。 由 上 面 的 分 析 可 以 看 到 ， 虽 然 M, 即 
右 行 激 波 后 的 马赫 数 不 高 ， 然 而 波 后 可 以 达到 非常 高 的 温度 。 例 如 高 低压 室 分 别 采用 氮气 与 
空气 ， 即 使 实验 前 取 7, = 五 =288K ， 激 波 后 温度 仍 能 升 至 6 000 K 的 高 温 。 因 此 利用 右 行 
激 波 后 产生 的 高 温 可 以 研究 各 种 气体 的 高 温 性 质 。 

最 后 讨论 一 下 试验 时 间 。 当 激 波 或 膨胀 波 在 端 部 反射 之 后 ， 激 波 〈 或 接触 面 ) 后 的 等 
速 气体 将 受到 干扰 ， 因 此 利用 激 波 或 接触 面 后 气流 进行 实验 时 试验 时 间 应 取 为 〈 如 图 4.29 
所 示 )。 

为 了 确定 试验 时 间 ， 需 要 在 x-t 平 面 上 确定 中 心 膨胀 波 的 前 、 后 缘 〈 又 称 波 头 LE 与 波 
尾 TE) 以 及 接触 间断 面 和 入 射 激 波 的 迹 线 。 波 头 迹 线 为 


售 ].= (4-9-17) 
a 


图 4.29 激 波 管 的 波 系 结构 


对 于 激 波 线 其 方程 为 
Ean (4-9-18) 
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以 及 
a (4-9-19) 
BY 2 
借助 于 式 《4-9-19)， 则 式 (4-9-18) 变 为 
1 
Ce (4-9-20) 
ol oa 人 2 有 2 
对 于 接触 间断 面 ( 用 下 标 j 表示 )， 因 为 
221 (4-9-21) 
aa N+l M, 
由 式 (4-9-19) 求 出 M, 后 代入 上 式 得 
日 
wa 3 (4-9-22) 
”140+DP+rO-D 
因此 接触 面 的 迹 线 可 由 式 (4-9-22) 得 到 
2 
外 -aE 2 (4-9-23) 
4 mtd- 
n 
在 波 尾 ， 因 膨胀 区 的 后 缘 也 是 一 条 过 原点 的 特征 线 c- ， 其 方程 为 
(= (4-9-24) 
因此 跨 过 特征 线 c- 有 
2 9 
pr (4-9-25) 
由 上 面 两 式 消去 o; 后 便 得 
估 ] -= 半 &- (4-9-26) 
asdt 2 a 


注意 到 V, =W， 将 式 (4-9-23) 代入 式 (4-9-26) 后 得 到 
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U2 


( x ] -2 全- 2 -1 (4-9-27) 
2 和 Dr 


显然 ， 有 了 这 些 表达 式 后 再 去 确定 试验 时 间 就 很 容易 了 。 关 于 激 波 管 方面 更 多 内 容 可 参考 文 
献 [32]。 
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习 题 


1. 从 无 粘 、 完 全 气体 、 非 定常 基本 方程 组 式 (4-1-21) 出 发 ， 给 出 矩阵 4,4,,4, 的 具 
体 表达 式 ， 问 4,,4,,4, 是 对 称 和 矩阵 吗 ? 

2. 求 方程 组 式 (4-1-23) 的 特征 方程 和 特征 值 。 

3. 从 式 (4-2-37) 出 发 ， 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 下 将 上 述 方程 组 整理 为 式 (4-2-39) 
的 形式 ， 求 4, 人 ,人 的 具体 表达 式 。 

4. 考虑 如 下 形式 的 等 温 欧 拉 方 程 和 初始 条 件 
D0, (xe Q,1>0) 
U(x%,0)=U,(x) (xe Q) 


(*1) 


pu 
plu? +a’) 


这 里 U =[p,pu]J ， so-| | p,wa 分 别 代表 密度 、 速 度 、 声 速 。 由 于 等 温 假设 ， 


因此 式 中 a 为 常数 。 
(1) 计算 雅 科比 矩阵 4=df/d ， 并 求 出 4 的 特征 值 。 
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(2) 计算 4 的 左 、 右 特征 矢量 矩阵 。 
(3) 计算 特征 变量 ， 并 建立 特征 变量 与 原始 变量 [p,uJ 间 的 关系 ， 问 : 这 种 关系 的 特点 


及 具体 表达 形式 。 
(4) 如 果 在 x=0 处 分 两 种 情况 给 定 边界 条 件 
四 p(0.D=%D (*2) 
回 u(0,)=9,0) (#3) 


试 利 用 § 4.4 节 给 出 的 边界 条 件 提 法 ， 分 析 由 方程 (*1) 式 和 条 件 (*2) 式 或 者 (*3) 
式 所 定义 的 初 边 值 问题 是 否 适 定 ? 
5. 考虑 明渠 中 的 浅水 长 波 运动 ， 其 一 维 非 线性 浅水 动力 学 方程 为 % 2? 


ee (#4) 
PR 
式 中 ,u 与 4 分 别 为 水 的 速度 与 深度 ;g 为 重力 加 速度 ; 6 为 渠道 底部 的 倾斜 角 ; ro 为 由 Manning 
公式 所 决定 的 靡 阻 ，R 为 水 力 半径 ， p 为 密度 。 为 突出 加 速 作 用 ， 也 为 简单 起 见 ， 这 里 不 考 
虑 粘性 作用 ， 且 假定 渠道 底 是 平 的 ， 因 此 这 时 〈*4) 式 便 退 化 为 一 维 不 可 压缩 无 粘 圣 维 南 
(Saint-Venant) 基本 方程 组 为 

oh 90h, Ou 

a0 ey 

0 

or dr dx 
试 求 出 关于 〈*5) 式 的 特征 线 方程 和 相 容 性 关系 ， 并 讨论 : (1) 不 可 压缩 的 浅水 流动 与 完全 
气体 等 烂 流动 之 间 的 比拟 ; (2) 水 力学 中 的 水 跃 现象 与 气体 力学 中 的 激 波 现象 之 间 的 类 比 ， 
《3) 水 库 开 阐 时 ， 水 在 排泄 时 出 现 的 波动 现象 与 气体 力学 中 的 膨胀 波 之 间 的 比拟 ， (4) 水 库 
关闭 时 出 现 的 断 波 跃升 与 气体 力学 中 的 压缩 波 聚 集合 并 之 间 的 比拟 ; (5) 如 果 长 形 水 池 中央 
有 一 隔 板 将 两 边 深度 不 同 的 水 隔 开 ， 现 将 隔 板 突然 抽出 ， 这 时 池内 的 水 体 运动 与 本 书 § 4.8 
节 中 所 讲述 的 初始 间断 分 解 及 黎 曼 问题 之 间 的 比拟 。 

6. 从 一 维 非 定常 无 粘 均 灶 流 基本 方程 组 


(*6) 


出 发 ， 证 明 它 能 够 变 为 下 面 的 形式 
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EC 
EP 7 4 去 0 a 
CC 
a dx 7-l dx 
式 中 ，a 为 声速 。 
7. 如 图 4.30 所 示 的 右 行 简单 波 与 左 行 简单 波 在 静止 气体 中 传播 ， 试 证 明 简单 波 前 后 参 
数 满足 如 下 关系 
1 了 -4 
名 -2 [a it (Cr8) 
a 人 n 2 a, ’ 


式 中 ,“-” 号 对 应 于 右 行 波 ,“+” 号 对 应 于 左 行 波 。 


礁 户 pT pn bap 


Tra a a Ta 


图 4.30 右 行 与 左 行 简单 波 


8. 某 等 截面 直 管 ， 两 端 置 有 活塞 (左边 活塞 为 1， 右 边 活塞 为 2)， 中 间 为 静止 的 空气 。 
在 某 一 时 刻 活塞 1 突然 以 等 速 向 右 运动 ， 因 此 在 静止 气体 中 产生 一 个 向 右 运 动 的 正 激 波 。 已 
知 该 波 速度 N = 408 m/s; 当 激 波 刚 好 到 达 


活塞 2 时 ， 活 塞 2 突然 以 速度 U 向 右 运动 ， 
这 里 U 为 常数 ， 已 知 静 止 的 空气 参数 为 可 | pu To 


本 2 i 

有 =10 Nn， =340 m/s，W=0， 如 图 图 4.31 右 行 激流 在 两 活塞 之 间 的 空气 中 传播 
4.31 所 示 ， 试 问 : 

(1) 当局 分别 等 于 0，80 m/s，204 m/s 时 ， 初 始 激 波 在 活塞 2 处 将 会 反射 为 何 种 波 ， 为 
什么 ? 

(2) 当 U=204 m/s 时 ， 求 活塞 2 的 表面 压强 ? 

9. 某 原子 弹 爆 炸 产生 的 激 波 相对 于 地 面 的 速度 为 60 km/s， 静 止 的 空气 压强 为 1 atm， 
温度 为 300 K， 试 求 激 波 扫 过 后 的 压强 P, 和 温度 T,=? 

10. 设 左 行 中 心 膨胀 波 向 静止 气体 (这 里 声速 为 a。 ) 传播 。 假 定 第 I 族 特征 线 c* 上当 
t= 时 x=aoto， 试 证 明 : 

(1) 第 工 族 特征 线 c 的 方程 为 
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2 Y+1 了 
二 A 2 (*9) 
潍 | 
(2) 第 开 族 特征 线 ( 迹 线 ) 方程 为 
2 
2 7Y+1 sp 
i 和 ee (*10) 
x 声 * 人 le(E] 0 


11. 对 于 一 东 右 行 简单 波 ， 波 前 气体 参数 用 下 标 “1” 来 表示 ， 波 后 用 下 标 “2”， 试 用 
二 项 式 展开 法 证 明 下 列 近似 公式 成 立 ， 即 


-1 
m+ (WW) 


和 a C*l1) 
pn Pe A Le 和 
a 4 a 


12. 如 图 4.32 所 示 ， 设 在 +:=0 时 直 管 4 点 (x=1 m) 处 有 一 个 右 行 压缩 波 ， 右 端 动 壁 
与 波 前 气流 以 相同 的 速度 V = 20 m/s 向 右 运动 ，4 点 处 
的 气流 压强 忆 =1.6x10 Pa，T=70 'C， 波 后 气流 速度 
=26 m/s， 气 体 常 数 R=287 JJ (kg。K)， 比 热 比 
Y=1.4; 试 求 : 

(1) 区 域 3 中 的 气流 参数 ; 

(2) 刀 点 〈 即 zo =12m ) 的 迹 线 ; 

(3) 当 压 缩 波 AB 到 达 B 点 时 ， 动 壁 速度 应 大 于 


多 少时 反射 波 才 为 膨胀 波 ? 
13. “压缩 波 提供 给 气体 的 加 速度 方向 是 与 波 
7 在 一 的 传播 方向 一 致 的 ， 而 膨胀 波 提供 给 气体 的 加 速度 方 
有 向 是 与 波 的 传播 方向 相反 ”这 句 话 对 吗 ? 为 什么 ? 
图 4.32 压缩 波 在 动 边界 上 的 反射 @ “在 压缩 波 区 ， 随 着 时 间 的 增长 ， 特 征 线 会 变 


得 越 来 越 密集 ， 在 膨胀 波 区 ， 随 着 时 间 的 增长 ， 特 征 
线 会 变 得 越 来 越 稀 朴 ”"， 这 句 话 对 吗 ? 为 什么 ? 
14. “在 非 定常 流动 中 ， 某 一 状态 下 的 流动 参量 与 其 滞 止 参量 之 间 不 再 满足 一 维 等 箭 关 
系 式 。 在 简单 波 区 ， 这 两 种 参量 之 间 的 关系 可 以 写 为 
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-5 (#12) 


p 
号 - 全 二 wy 

式 中 ， 正 号 用 于 左 行 波 ， 负 号 用 于 右 行 波 。 这 里 M 定义 为 M =u/a， 它 可 能 大 于 零 ， 也 可 
能 小 于 零 〈 在 这 一 点 上 与 定常 流动 时 的 情形 不 同 )”， 这 段 话 对 吗 ? 为 什么 ? 

15. 在 一 个 管道 内 有 温度 为 21C 和 压强 为 1.013X 105 Pa 的 静止 空气 ， 今 有 压强 比 为 2.0 
的 右 行 激 波 与 压强 比 为 4.0 的 左 行 激 波 分 别 从 管道 的 左 端 附近 与 右 端 附近 传 入 ， 试 求 两 波 相 
交 后 各 区 气流 的 压强 、 温 度 、 流 速 以 及 波 速 。 

16. 在 一 个 管道 内 有 温度 为 21'C 和 压强 为 1.013X105 Pa 的 静止 空气 ， 有 一 个 压强 比 为 
2.0 的 右 行 激 波 被 另 一 个 压强 比 也 是 2.0 的 右 行 激 波 追 上 ， 试 求 相交 后 各 区 气流 的 压强 、 温 
度 、 流 速 以 及 波 速 ? 

17. 如 果 在 某 个 一 维 管道 中 有 两 道 相同 方向 传播 着 的 波 〈 激 波 或 简单 波 ) ( 见 图 4.33)， 
试 讨论 如 下 四 种 情况 : 

(1) 如 果 前 面 一 道 《 即 第 一 道 波 ) 是 压缩 波 ， 后 面 一 道 ( 即 第 二 道 波 ) 是 单 波 ， 那 么 第 
二 道 波 会 赶 上 第 一 道 波 吗 ? 

(2) 如 果 第 一 道 为 压缩 波 ， 第 二 道 为 正 激 波 ， 那 么 第 二 道 波 会 赶 上 第 一 道 波 吗 ? 

(3) 如 果 第 一 道 波 为 正 激 波 ， 第 二 道 也 是 正 激 波 时 ， 那 么 第 二 道 波 会 赶 上 第 一 道 波 
吗 ? 

(4) 如 果 第 一 道 波 为 膨胀 波 ， 第 二 道 波 也 是 膨胀 波 ， 那 么 第 二 道 波 会 赶 上 第 一 道 波 
吗 ? 

通过 以 上 几 种 情况 的 讨论 ， 能 否 对 两 道 相 同方 向 传播 的 波 给 出 一 个 普遍 的 规律 ? 


N M 
mn) CD) (1) 


第 二 波 阵 面 第 一 波 阵 面 


图 4.33 两 道 同 向 波 的 追赶 问题 


18. 激 波 管用 氢气 作 高 压气 体 〈 如 图 4.28 所 示 的 @ 区 )， 用 N, 作 低压 气体 〈 见 OO 区 )。 
两 种 气体 处 于 室温 状态 ， 测 得 压力 比 (R/1R)=3， 试 求 忆 /RR，P1PB，M, 和 M, 的 值 。 
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19. 如 果 激 波 管 的 高 、 低 气压 室 采用 同一 种 单 原 子 的 气体 ， 并 且 y=7,=5/3， 
卫 = 五 =300K， 忠 /有 =10， 试 计算 五 和 五 ， 如 见 图 4.28 所 示 。 

20. 如 图 4.34 所 示 ， 虚 线 为 接触 间断 面 ，ab 线 是 反射 激 波 。300 K 为 低压 气体 氨 气 的 温 
度 ，1=3 m，R1R=15， 求 激 波 管 运行 时 间 中 的 两 个 重要 数据 i。 和, 值 ? 能 否 找到 (ak /站 
和 (am /1) 随 ,以 及 (R1R) 的 变化 关系 ? 


0 
Po 


图 4.34 ”确定 激 波 管 运行 时 间 的 有 关 参 数 
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$5.1 粘性 流动 的 一 般 概述 


正如 文献 [1] 所 指出 的 ， 粘 性 流体 力学 主要 研究 分 子 的 输 运 和 沸 流 脉动 所 引起 的 掺 混 输 
运 对 流体 动力 学 过 程 的 影响 。 因 此 ， 流 体 的 分 子 输 运 与 潮流 输 运 深刻 的 反映 着 粘性 流体 力学 
的 重要 特征 。 事 实 上 ， 存 在 于 自然 界 中 的 所 有 流体 都 具有 一 定 的 粘性 ， 粘 性 的 存在 给 流体 运 
动 的 数学 描述 和 处 理 带 来 很 大 困难 。 正 因 如 此 ， 对 于 诸如 水 、 空 气 等 一 些 粘 性 较 小 的 流体 
在 一 定 的 条 件 下 ， 往 往 可 以 用 一 种 粘性 系数 为 零 的 流体 模型 来 代替 ， 以 便 较为 清晰 地 揭示 流 
体 运动 的 主要 特征 ， 较 为 方便 的 求 出 流体 运动 规律 。 这 种 粘性 系数 为 零 的 流体 模型 便 称 作 理 
想 流体 或 无 粘 流体 。 因 此 为 方便 工程 计算 与 理论 研究 ， 从 所 采用 的 流体 模型 上 看 流体 可 有 无 
粘 与 粘性 模型 之 分 。 粘 性 流体 的 运动 又 有 层 流 与 灌流 两 种 状态 的 区 别 。 对 于 粘性 流体 流动 的 
一 般 性 质 ， 例 如 运动 的 有 旋 性 、 机 械 能 的 耗 散 性 和 涡 旋 的 扩散 性 ， 在 流体 力学 基础 课程 福 ?2 
中 已 讲 过 ， 所 以 也 就 不 作 详 述 ， 这 里 仅 就 其 中 的 某 些 方面 略 作 介绍 。 


5.1.1 分 子 输 运 与 灌流 输 运 


分 子 层次 的 输 运 是 由 分 子 无 序 运动 完成 的 ， 例 如 温度 不 均匀 即 存在 温度 梯度 时 ， 分 子 运 
动 将 使 温度 分 布 趋 于 均匀 ， 其 宏观 表现 是 热量 从 高 温 处 向 低温 处 流动 ， 即 热传导 或 者 热 扩 散 

现象 ， 并 在 实验 的 基础 上 建立 了 傅 里 叶 (Fourier) 定律 
qg=-kVT (5-1-1) 

式 中 ，g 为 热流 矢量 ，k 为 热传导 系数 。 

同样 ， 如 果 把 速度 看 成 单位 质量 流体 所 具有 的 动量 ， 则 当 存 在 速度 梯度 时 分 子 运动 对 动 
量 的 输 运 会 表现 为 两 流 层 之 间 的 相互 作用 力 ， 即 粘性 力 。 可 用 类 似 于 定义 热传导 系数 的 方式 
定义 粘性 系数 4， 若 粘性 系数 越 大 ， 则 两 相 邻 流 层 之 间 的 动量 变换 越 大 ， 粘 性 系数 成 了 衡量 
流体 抵抗 大 的 〈 剪 切 ) 变形 速率 能 力 的 量度 。 再 如 ， 当 流体 中 某 成 分 的 浓度 分 布 不 均匀 即 存 
在 浓度 梯度 时 ， 分 子 运 动 将 会 使 之 均匀 化 ， 这 种 对 质量 的 输 运 称 为 质量 扩散 过 程 ， 而 裴 克 
(Fick) 定律 反映 了 浓度 梯度 与 质量 输 运 量 之 间 的 关系 。 同 样 地 ， 也 可 以 定义 出 一 个 质量 扩 
散 系数 D， 因 此 ， 分 子 运 动 所 引起 的 动量 、 热 量 和 质量 的 输 运 〈 或 者 称 传输 、 交 换 )， 在 宏 
观 上 就 表现 为 流体 的 粘性 、 热 传导 性 和 质量 扩散 性 。 在 潮流 流动 中 ， 除 了 分 子 的 传输 现象 外 
宏观 流体 微 团 的 油 流 脉动 所 引起 的 渗 混 运动 也 引起 动量 、 热 量 和 质量 的 输 运 。 这 种 掺 混 输 运 
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对 于 流动 过 程 和 力 的 平衡 有 着 非常 重大 的 影响 ， 就 好 像 流体 粘性 增加 了 100 倍 、1 000 倍 ， 
甚至 更 多 那样 。 这 些 量 的 测 流 传输 结果 ， 从 表象 上 看 相当 于 在 流体 中 产生 了 附加 的 “ 测 流 切 
应 力 ”"“ 注 流 热传导 ”和 “ 注 流 质量 扩散 ”"。 由 于 流体 微 团 的 质量 比分 子 的 质量 大 得 多 ， 因 
此 潮流 输 运 的 强度 自然 要 比分 子 输 运 的 强度 大 得 多 。 尽 管 测 流 扒 混 运动 与 分 子 运动 之 间 有 重 
要 的 差别 ， 但 是 早期 半 经 验 的 濡 流 理论 的 创立 者 还 是 仿照 分 子 输 运 性 质 的 定律 去 建立 测 流 输 
运 性 质 的 公式 。 在 这 种 框架 下 ， 定 义 了 注 流 粘性 系数 /灌流 热传导 系数 和 湛 流 质量 扩散 系 
数 D,， 并 且 确认 浇 流 切 应 力 ， 洲 流传 运 的 热 通 量 g, 和 注 流 质量 扩散 引起 的 质量 通 量 分 别 与 
平均 速度 的 法 向 导数 、 平 均 温度 梯度 和 平均 浓度 梯度 有 正比 关系 。 事 实 上 ， 在 流体 中 同时 存 
在 着 清流 的 输 运 性 和 分 子 的 输 运 性 质 ， 为 了 便于 讨论 ， 这 里 仅 考虑 只 有 一 个 速度 分 量 的 简单 
甬 切 流动 ， 这 时 总 的 切 应 力 、 热 通 量 和 质量 输 运 量 应 该 为 

a 


= 有 


Te -=(p+h) 禾 坟 

-xb 号 = 有 (5-1-2) 
而 | = 组 __p 呢 

的 =-D+D) -Dy 

式 中 ，z、T、 万 .分别 为 平均 速度 、 平 均 温度 和 平均 容积 浓度 ，y 为 垂直 于 速度 方向 的 坐标 
司 为 单位 时 间 内 通过 面积 4 第 i 组 分 气体 的 质量 输 运 量 ， ji ，k 与 Dy 分 别称 为 有 效 粘性 
系数 、 有 效 热传导 系数 与 有 效 质量 扩散 系数 。 应 该 指出 汕 流 脉动 所 引起 的 渗 混 输 运 〈 以 下 
简称 消 流 输 运 ) 与 分 子 输 运 在 机 理 上 是 有 所 不 同 的 ， 不 能 完全 仿照 分 子 输 运 系数 的 方法 去 确 
定 潮流 输 运 系数 ， 二 者 之 间 至 少 有 下 列 三 点 差别 : 

(1) 分 子 运动 的 状态 只 取决 于 流体 的 热力 学 状态 ， 它 不 受 流体 宏观 运动 的 影响 ， 因 此 分 
子 输 运 系数 作 k 与 D 等 只 取决 于 流体 的 固有 性 质 。 而 潮流 运动 的 状态 则 与 平均 流 场 直 接 有 
关 ， 因 此 湾流 输 运 系数 J ，k 与 D, 主 要 取决 于 流体 的 平均 运动 。 

(2) 在 一 般 情况 下 ， 分 子 运动 的 速度 比 流体 宏观 运动 的 速度 大 得 多 ， 而 分 子 运动 的 平均 
自由 程 要 比 平 均 流 场 的 特征 长 度 小 得 多 ， 因 而 对 于 分 子 输 运 性 质 ， 建 立 局 部 平衡 的 定律 〈 例 
如 式 〈5.1.1)) 是 合理 的 。 但 是 ， 灌 流 运动 的 脉动 速度 往往 比 平均 流动 速度 小 得 多 ， 而 且 流 
体 微 团 作 湾流 掺 混 运 动 的 特征 长 度 往往 与 平均 流 场 的 特征 长 度 具 有 相同 的 数量 级 。 因 此 严格 
来 讲 对 湛 流 输 运 性 质 仅 作 逐 点 局 部 平衡 是 不 够 的 ， 还 应 该 考虑 湛 流 输 运 性 质 的 松弛 效应 ， 要 
考虑 周围 流 场 对 某 时 刻 、 某 空间 点 油 流 输 运 性 质 的 影响 。 

(3) 在 一 般 情况 下 ， 分 子 运动 是 各 向 同性 的 ， 因 而 分 子 输 运 系数 j,k,D 等 也 是 各 向 同性 
的 。 但 是 在 大 多 数 情况 下 ， 湛 流 运动 是 非 各 向 同性 的 ， 因 而 湛 流 输 运 系数 j,k 与 D, 等 也 应 
该 是 非 各 向 同性 。 
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正 由 于 注 流 输 运 性 质 的 上 述 特点 ， 因 此 湛 流 流动 的 理论 分 析 至 今 仍 是 流体 力学 中 远 未 彻 
底 解决 的 问题 3 0。 


5.1.2 粘性 流体 的 壁面 作用 及 涡 量 的 产生 


从 运动 学 的 角度 ， 流 动 分 为 有 旋 流 与 无 旋 流 (又 称 势 流 ): 对 于 有 旋 流 其 涡 量 不 为 零 。 
从 动力 学 的 角度 ， 涡 量 场 又 和 粘性 流动 存在 着 对 应 关系 。 例 如 ， 物 面 的 边界 层 、 分 离 流 区 、 
尾 迹 区 等 粘性 流动 ， 必 然 分 布 着 涡 量 或 者 一 个 个 的 涡 旋 。 它 们 之 间 的 联系 来 源 于 如 下 的 推 
论 : 涡 量 和 应 变速 率 都 是 由 于 流 场 的 速度 梯度 所 造成 ， 速 度 梯 度 越 大 ， 应 变速 率 和 涡 量 也 
越 大 ， 流 体 的 粘性 应 力 大 小 取决 于 应 变速 率 的 大 小 ， 特 别 是 剪 切 应 变速 率 的 值 。 因 此 涡 量 
场 和 粘性 流 自然 存在 着 因果 关系 ， 也 就 是 说 : 涡 量 因 粘 性 流体 的 无 滑 移 边界 条 件 而 产生 ， 因 
粘性 而 扩散 ， 又 因 粘 性 而 耗 散 。 这 里 不 妨 举 一 个 简单 的 例子 。 今 考虑 平板 附近 的 不 可 压缩 流 
动 ， 设 点 4 是 平板 上 一 点 ,x 轴 选 取 沿 流 线 方向 ，y 轴 沿 法 线 方向 。 根 据 粘性 流体 的 无 滑 移 
条 件 ， 于 是 在 壁面 上 有 


ou Wo (5-1-3) 


它们 是 由 连续 方程 得 到 的 。 此 时 太 面 上 的 允 切 应 力 为 r = 4 到 。 按照 涡 量 的 定义 【 见 
式 (1-4-64))， 在 壁面 上 的 涡 量 为 


@, =—0u/9y 
bo =0,0, =0 (5-1-4) 
因 Tu = (5-1-5) 
在 一 般 情况 下 ， 对 于 不 可 压缩 流动 有 
T, = 一 ULXO (5-1-6) 


显然 ， 壁 面 上 的 涡 量 和 壁面 的 剪 切 应 力 直接 相关 。 正 如 我 们 所 知道 的 ， 壁 面 剪 切 应 力 的 大 小 
是 由 粘性 流体 的 无 滑 移 边 界 条件 所 制约 。 可 以 这 样 来 设想 物 面 产生 涡 量 的 过 程 : 假设 在 
+1= 时 刻 流 场 无 旋 ， 则 可 用 无 旋 流 方程 求解 流 场 ， 所 得 的 无 旋 场 惟一 地 由 物 面 法 向 速度 的 
边界 条 件 所 决定 ， 而 这 时 无 滑 移 边界 条 件 一 般 不 能 得 到 满足 ， 结 果 在 物 面 上 会 形成 非 零 的 相 
对 切 向 速度 以 及 伴随 的 强 剪 切 力 ， 因 此 必然 会 在 物 面 上 搓 出 刚好 足够 的 涡 量 ， 使 它 诱导 的 速 
度 恰 好 能 去 消除 无 旋 解 所 导致 的 相对 切 向 速度 。 所 以 ， 物 面 是 通过 粘性 流体 的 无 滑 移 物 面 边 
界 条 件 而 产生 涡 量 的 ; 也 正 是 由 于 粘性 ， 这 些 生成 的 涡 量 将 扩散 到 流体 内 部 ， 并 借助 于 对 流 
往 下 游 输 运 。 为 了 确定 到 底 有 多 少 涡 量 从 壁面 上 生成 并 进入 流体 中 ， 今 定义 涡 量 流 率 〈 或 称 
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涡 量 源 强度 ) B， 它 是 Lighthill (莱特 希 尔 ) 首先 引入 的 ，B 表示 了 单位 时 间 内 通过 单位 面 
积 的 涡 通 量 。B 的 表达 式 为 


B= -32 -h(n V)o (5-1-7) 


其 中 , 严 是 物 面 的 单位 法 矢量 ， 负 号 表示 沿 外 法 矢量 方向 离开 物 面 时 ， 涡 量 的 绝对 值 将 减 小 。 
涡 量 绝对 值 的 最 大 值 发 生 于 物 面 。 也 就 是 说 式 (5-1-7) 表明 了 涡 量 流 率 正比 于 涡 量 的 法 
向 导数 。 考 虑 不 可 压 流 N-S 方程 

p 下 =-YP+H .YY=-YP+AYYY (5-1-8) 


注意 到 
V2y =V8-Vxw (5-1-9) 
这 里 6 与 @ 分 别 为 胀 量 (dilatation expansion) ( 见 式 (1-6-65) 的 定义 ) 与 涡 量 。 对 于 不 
可 压缩 流 ，8=0， 这 时 (5-1-8) 式 被 简化 为 
比 +w.yjy=-LvP-4vxa (5-1-10) 
ar p p 


在 壁面 上 ，Y=0， 则 
VP=-HVxo (5-1-11) 
将 上 式 在 壁面 流 线 方向 投影 ， 如 图 5.1 所 示 ， 于 是 有 


式 中 ，9/9r 表示 沿 流 线 方向 求 偏 导 。 这 里 (ft，n，b) 构造 右手 系 。 这 表明 壁面 压强 梯度 的 
存在 是 壁面 产生 涡 量 流 率 的 必要 条 件 。 壁 面 涡 量 流 率 的 一 般 形式 可 以 写 为 
B=-nxVP (5-1-12) 
对 于 静止 壁面 来 说 ， 可 以 证 明 中 壁面 上 的 应 变 
速率 张 量 D 与 壁面 上 的 涡 量 w， 胀 量 6 之 间 满 足 
如 下 条 件 〈 如 图 5.1 所 示 ) 
2D=2nn0 +n(@xn)+(@xn)n (5-1-13) 
上 式 在 推导 时 ， 使 用 了 粘性 流体 的 壁面 无 滑 移 条 
件 ， 即 在 壁面 上 有 
图 5.1 静止 壁面 上 的 流 线 和 涡 线 neV=0 
Cs 05-1-14) 
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由 式 (5-1-13) 可 以 很 清楚 地 看 出 : 壁面 的 应 变速 率 张 量 可 以 由 壁面 涡 量 与 壁面 胀 量 去 表 
达 。 因 此 ， 弄 清楚 粘性 流 场 中 涡 量 与 胀 量 的 分 布 有 助 于 搞 清 粘性 流体 运动 的 内 在 规律 ， 有 助 
于 搞 清 分 子 输 运 与 测 流 输 运 过 程 中 涡 的 产生 、 运 动 、 演 化 、 失 稳 和 衰减 以 及 它们 与 固 壁 之 间 、 
各 个 涡 之 间 的 相互 作用 交 ， 有 助 于 湾流 现象 的 更 深入 研究 5。 


5.1.3 ”近代 湛 流 研究 的 突出 进展 


测 流 又 称 率 流 ， 是 一 种 很 不 规则 的 流动 现象 ， 是 流体 微 团 或 者 说 是 巨 量 分 子 群 的 平均 不 
规则 运动 。 漠 流 运动 产生 的 质量 和 能 量 的 输 运 远 远 大 于 分 子 热 运 动产 生 的 宏观 输 运 ， 这 就 导 
致 了 潮流 场 中 质量 和 能 量 的 平均 扩散 远 远大 于 层 流 扩 散 。 注 流 现象 的 系统 研究 始 于 19 世纪 
末 ， 雷 诺 提出 了 统计 平均 方法 9， 他 把 不 规则 的 潮流 流 场 分 解 为 规则 的 平均 流 场 和 不 规则 
的 脉动 流 场 ， 从 而 把 潮流 研究 的 重点 引 向 潮流 统计 特性 ， 他 提出 了 脉动 场 的 平均 输 运 概念 
导出 了 雷诺 应 力 ， 他 开辟 了 测 流 统计 理论 的 道路 ， 同 时 也 提出 了 如 何 封闭 雷诺 应 力 的 世纪 难 
题 。 汪 流 的 统计 研究 过 去 主要 沿 两 个 方向 发 展 : 一 个 是 水 流 相关 函数 的 统计 理论 ， 另 一 个 是 
测 流 平均 量 的 半 经 验 分 析 。 前 一 种 理论 主要 用 相关 函数 及 谱 分 析 等 方法 研究 测 流 结果 ， 从 而 
大 大 地 增加 了 人 们 对 测 流 〈 特 别 是 汪 流 的 小 尺度 部 分 ) 机 理 的 了 解 。 其 主要 代表 人 物 是 英国 
的 G.LTaylor (泰勒 ) 和 苏联 的 N.Kolmogorov〈 柯 尔 莫 戈 罗 夫 ); Taylor 是 一 位 杰出 的 物理 
学 家 ， 他 认为 灌流 的 载体 是 大 大 小 小 的 随机 涡 (Eddy)， 他 把 灌流 的 动量 输 运 和 标量 输 运 称 
之 为 浅 涡 粘 度 和 测 涡 扩散 7 。Kolmogorov 是 一 位 卓越 的 数学 家 ， 他 认为 消 流 脉动 是 一 种 多 
变量 的 随机 过 程 ， 他 用 量 纲 分 析 的 方法 导出 了 局 部 各 向 同性 潮流 的 普 适 能 谱 B。 但 由 于 测 
流 状态 下 影响 动量 和 热量 交换 能 力 的 主要 是 大 尺度 运动 而 不 是 小 尺度 运动 ， 而 相关 统计 理论 
主要 涉及 小 尺度 的 运动 ， 所 以 它 未 能 解决 工程 技术 方面 的 实际 问题 。 测 流 的 半 经 验 理论 却 是 
另 一 种 情况 。 它 针对 工程 技术 上 迫切 需要 解决 的 问题 ， 例 如 管 流 、 边 界 层 和 自由 消 流 等 进行 
了 大 量 的 试验 研究 去 确定 测 流 的 特征 参数 ， 并 在 此 试验 的 基础 上 提出 测 流 的 半 经 验 理论 ， 这 
些 理论 将 数据 系统 化 并 可 用 来 预 估 类 似 条 件 下 的 结果 。 由 于 这 种 理论 主要 涉及 消 流 的 大 尺度 
运动 ， 虽 然 这 些 理论 未 能 明显 地 增进 入 们 对 泣 流 实质 的 了 解 ， 但 是 对 解决 实际 问题 却 有 很 大 
贡献 。 这 方面 的 代表 人 物 有 普 朗 特 、 汉 “卡门 和 尼 古 拉 兹 (Nikuradse) 等 ， 泰 勒 在 这 方面 
也 做 了 大 量 工作 。 另 外 ， 我 国 的 周 培 源 先生 1945 年 提出 潮流 相关 张 量 的 动力 学 方程 99 被 公 
认为 是 近代 泣 流 模式 理论 的 莫 基 人 。 正 如 许多 著名 文献 所 总 结 的 那样 ，20 世纪 60 年 代 以 来 ， 
测 流 研究 主要 有 三 大 方面 的 突出 进展 : 

1. 在 切 变 湛 流 中 发 现 了 大 尺度 拟 序 结构 9 “0 

在 充分 发 展 灌流 中 ， 这 种 拟 序 结构 是 产生 汕 流 脉动 的 关键 机 制 。 拟 序 结构 的 发 现 ， 纠 正 
了 人 们 对 潮流 的 传统 认识 ， 水 流 并 非 完全 不 规则 运动 ， 而 是 有 结构 的 不 规则 运动 。 这 种 认识 
对 于 控制 和 预测 测 流 有 极其 重要 的 指导 意义 。 人 们 发 现 可 以 通过 控制 拟 序 结构 来 控制 测 流 输 
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运 ， 例 如 控制 摩 阻 、 传 热 和 传 质 以 及 噪声 等 。 
2. 在 确定 性 非 线性 微分 方程 中 可 以 获得 渐 近 的 不 规则 解 ， 也 就 是 可 能 出 现 混沌 现象 
Lorenz! 卸 在 研究 多 维 热 对 流 问 题 时 将 原始 的 流体 力学 方程 加 以 截断 ， 简 化 后 得 到 一 组 
非 线性 常 微分 方程 ， 即 著名 的 Lorenz 方程 组 


orto 

dr Cd 

dy (5-1-15) 
dr 

dz 

CE 

a 


式 中 ”为 一 个 参数 。 当 取 不 同 的 ~ 值 时 ， 可 出 现 完全 不 同 的 结果 。 洛 伦 兹 〈Lorenz) 方程 组 
可 作为 贝 纳 德 〈Benard) 对 流 问 题 的 近似 描述 ， 在 研究 中 发 现 : 在 一 定 的 参数 范围 内 ， 热 对 
流 过 程 中 会 出 现 奇异 吸引 子 〈Strange attractor)， 它 不 是 简单 的 极限 环 ， 而 是 有 宽带 频谱 的 
不 规则 运动 。 混 沌 (choas) 现象 的 发 现 说 明了 有 结构 的 不 规则 运动 可 以 是 确定 性 非 线性 微 
分 方程 本 身 的 性 质 。 因 此 可 以 有 理由 去 推测 ， 牛 顿 流体 的 满 流 运动 是 Navier-Stokes 方程 在 
高 雷诺 数 条 件 下 的 不 规则 解 。 这 里 应 该 指出 ， 在 一 般 情况 下 ， 层 流 N-S 方程 初 边 值 问 题解 
的 存在 和 惟一 性 ， 尚 未 得 到 数学 上 的 严格 证 明 。 只 有 在 很 苛刻 的 条 件 下 层 流 N-S 方程 解 的 
存在 和 惟一 性 才 有 明确 的 答案 ， 例 如 数学 上 已 证 明了 下 面 四 种 特殊 条 件 下 ， 解 是 存在 的 和 惟 
一 的 : @ 定常 、 层 流 N-S 方程 的 边 值 问题 至 少 有 一 个 解 ， 但 是 只 有 当 雷 诺 数 不 大 时 ， 解 才 
是 稳定 的 ，@ 非 定常 平面 或 轴 对 称 流动 的 初 边 值 问题 ， 在 一 切 时 刻 都 有 惟一 解 ; @ 对 于 一 
般 的 三 维 非 定常 流动 的 初 边 值 问题 ， 只 有 当 人 雷诺 数 很 小 时 ， 才 有 惟一 解 ; @ 任意 雷诺 数 的 
三 维 非 定 常 流动 的 初 边 值 问题 只 有 在 某 一 个 时 间 区 间 0<z<T 内 ， 解 是 惟一 的 。 时 间 区 间 了 
依赖 于 雷诺 数 和 流动 的 边界 ， 雷 诺 数 愈 大 ， 存 在 惟一 解 的 区 间 愈 小 。 当 不 满足 解 的 惟一 性 条 
件 时 ，N-S 方程 可 能 存在 分 岔 解 。 注 意 以 上 这 四 点 结论 都 是 针对 层 流 N-S 方程 而 言 的 。 至 
于 N-S 方程 是 否 能 够 描述 消 流 ， 用 数学 语言 来 讲 就 是 确定 性 的 非 线 性 偏 微分 方程 是 否 可 能 
有 长 时 间 的 不 规则 渐 近 解 ， 对 于 这 个 问题 ， 国 际 上 仅 能 给 出 这 样 一 个 结论 ， 非 线性 常 微分 方 
程 组 的 初 值 问题 可 能 产生 长 时 间 不 规则 解 ( 又 称 混沌 解 )。 不 过 ， 直 到 现在 人 们 仍 普遍 认为 : 
N-S 方程 组 可 用 来 描述 湛 流 流动 。 可 以 认为 : 随 着 流动 雷诺 数 的 增加 ， 流 动 由 层 流向 洪流 
过 渡 的 现象 是 N-S 方程 初 边 值 问 题解 的 性 质 在 发 生变 化 。 层 流 是 小 雷诺 数 下 N-S 方程 初 边 
值 问 题 的 惟一 解 。 随 着 雷诺 数 的 增加 ， 出 现 过 渡 流 动 ， 相 应 的 在 N-S 方程 本 身 解 的 特征 上 
就 表现 为 分 岔 解 。 对 于 高 雷诺 数 的 庙 流 ， 则 对 应 于 N-S 方程 的 渐 近 不 规则 解 。 也 就 是 说 ， 
直到 现在 人 们 仍 普遍 认为 ， 无 论 是 层 流 还 是 清流 ， 它 们 都 服从 N-S 方程 。 

3. 耗 散 结构 理论 是 非 平衡 态 热力 学 的 一 个 重大 发 展 

该 理论 认为 在 一 个 非 线 性 开放 系统 中 ， 当 它 远 离 平 衡 态 时 ， 有 可 能 从 原来 无 序 混乱 状态 
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转变 为 一 种 时 间 空 间 有 序 的 新 状态 ， 这 种 有 序 状态 需要 不 断 与 外 界 交 换 物质 和 能 量 才能 维 
持 ， 这 种 有 序 结构 被 称 为 耗 散 结构 。 系 统 的 这 种 从 无 序 到 有 序 现象 称 为 自 组 织 现象 。 在 流体 
力学 中 存在 着 许多 自 组 织 现象 ， 例 如 Benard〈( 贝 纳 德 ) 对 流 不 稳定 性 ， 从 静止 的 流体 中 产 
生 了 有 组 织 的 对 流 胞 ， 再 如 ， 旋 转 Couette ( 库 埃 特 ) 流 中 的 泰勒 涡 和 波状 泰勒 涡 等 。 因 此 
许多 学 者 从 耗 散 结构 理论 入 手 研究 淇 流 的 发 生 和 泣 流 中 的 拟 序 结构 。 另 一 方面 灌流 的 直接 数 
值 模拟 也 取得 了 十 分 可 喜 的 成 果 。 数 值 结果 证 实 了 拟 序 结构 的 存在 ， 而 且 还 给 出 了 这 种 结构 
的 定量 数据 。 此 外 ， 直 接 数 值 模拟 还 给 出 了 注 流 脉动 的 许多 细节 ， 例 如 各 向 同性 满 流 中 主要 
的 大 尺度 结构 是 管状 涡 等 ， 而 对 这 些 细节 过 去 几乎 一 无 所 知 。 应 该 看 到 ， 直 接 模拟 工作 国外 
在 20 世纪 70 年 代 初 就 已 经 开始 了 ， 例 如 Orzsag 等 (5 在 1972 年 就 完成 了 32X32X32 网 格 
下 低 雷 诺 数 各 向 同性 满 流 的 直接 数值 模拟 ， 并 取得 了 很 好 的 结果 。 另 外 ， 在 低 雷 诺 数 简单 切 
变 潮流 的 条 件 下 ， 直 接 数 值 模拟 可 以 得 到 时 间 与 空间 上 的 不 规则 解 ， 将 这 些 数值 解 作 系 综 统 
计 或 时 间 平 均 能 够 得 到 与 物理 实验 相同 的 统计 结果 。 综 上 所 述 ， 注 流 直接 模拟 研究 的 实践 
使 人 们 更 有 信心 确认 N-S 方程 组 可 以 描述 牛顿 型 流体 的 灌流 输 运 流动 。 


§ 5.2” 基本 方程 组 的 几 种 通用 形式 及 粘性 项 的 计算 


本 节 讨 论 目前 气体 动力 学 数值 计算 中 最 常用 的 基本 方程 组 的 微分 与 积分 型 通用 形式 ， 其 
中 包括 直角 坐标 系 与 贴 体 曲 线 坐 标 系 下 微分 形式 守恒 型 基本 方程 组 以 及 有 限 体积 法 中 常 采用 
的 积分 形式 。 另 外 ， 还 特别 给 出 了 守恒 型 方程 组 坐标 变换 的 一 些 重要 特点 以 及 有 限 体积 法 中 
粘性 项 计算 的 技巧 


5.2.1 直角 坐标 系 下 守恒 型 基本 方程 组 的 微分 形式 


守恒 型 气体 动力 学 基本 方程 组 的 微分 形式 已 由 式 (1-4-39)、 式 (1-4-40) 与 式 (4-1-41) 
给 出 ， 在 省 略 了 彻 体力 后 这 组 方程 可 变 为 


ety. (py)=0 


D1v. (pyy+IP-ID=0 (5-2-1) 


村 +v.[(e+P)V -HV (kVT)]=0 


a 它 已 由 式 (1~4-50) 定义 ;7 为 单位 张 
量 ， 其 定义 同 式 (1-4-9); 也 为 粘性 应 力 张 量 ， p,V,P 与 7 分 别 代 表 密 度 、 速 度 、 压 强 与 
温度 ; 大 为 热传导 系数 。 


313 


| 气体 动力 学 


令 V= 大 + 要 +wk ， 这 里 让 大 天 为 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 (zx, yz) 沿 坐标 轴 的 单位 矢量 ， U 
由 为 相应 的 分 速度 ， 于 是 在 直角 坐标 系 下 式 (5-2-1) 可 写 为 
a0 a(E-E,), dF-F,), 9G-G6,)_ Wn 
te =0 (5-2-2) 
式 中 ，U 为 直角 坐标 系 的 守恒 量 ， 其 表达 式 由 (5-2-3) 式 给 出 ; EE， 下 与 G 分别 代 表 沿 x， 
yy 与 z 方 向 的 无 粘 矢 通 量 ，E,,F, 与 G, 分 别 代表 在 x, y 与 z 方 向 上 由 于 粘性 及 热传导 所 引起 
的 作用 项 。 令 re,roy…Te 为 粘性 应 力 张 量 五 的 分 量 ， 于 是 E,F,G,E,,F, 等 的 表达 式 为 


U=[p,pu,pv,pw,e] (5-2-3) 
pu pv pw 
puu+P pvu Pwu 
[EF,G]=| pu pw+P pw (5-2-4) 
puw pw pww+P 


(e+P)u (e+P)v (e+P)w 
0 0 0 


[BE,,P,,G,]=|re rw Tx (5-2-5) 


am 
式 中 ， 符 号 m,a 与 a 的 定义 同 式 (1-4-49)。 

应 该 特别 指出 的 是 ， 式 (5-2-2) 的 运动 方程 是 采用 沿 订 k, 三 个 方向 分 别 列 出 的 。 另 
外 ， 为 便于 以 后 的 讨论 特 引 进 三 个 通用 符号 9, 厂 ,S ， 于 是 式 (5-2-2) 又 可 改写 为 (注意 
这 里 用 了 爱 因 斯 坦 求 和 规约 ) 


pp) ,9 -22 [rae 和 
a + (P09) (re}s (5-2-6) 
式 中 ，(y',y,y) 代 表 直 角 向 卡 儿 坐 标 系 (x,y,z) ; wu 代表 速度 了 在 直角 坐标 系 (y',y*,y) 下 
沿 坐 标 线 的 速度 分 量 。 
显然 ， 当 选取 p=1,5 =0 时 ， 则 得 到 连续 方程 ， 当 9g=w，5S=5S， 《k=1~~3) 并 且 工 = 上 
时 可 以 得 到 沿 闪 坐标 方向 的 运动 方程 ， 这 里 St 的 表达 式 为 
af 129 9P 
si.= | ) -A (5-2-7) 
地 党] 1 
式 中 ，i=1~3。 作 为 课 后 作业 ， 请 读者 推导 一 下 当 9,T 与 5 分 别 等 于 多 少时 , 式 (5-2-6) 
可 以 代表 “5-2-2) 式 中 的 能 量 方程 。 另 外， 如 果 令 (y', 六 ,六 ) 代表 直角 坐标 系 (x, yz) 并 且 
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令 
gq =U, gq=E-E, gqg=F-F, ¢=G-G,, y=1 (5-2-8) 
则 式 〈5-2-2) 便 可 以 改写 为 《这 里 采用 求 和 规约 ) 
各 =。 (i=0,1,2,3) (5-2-9) 


5.2.2 ”曲线 坐标 系 下 守恒 型 方程 组 的 微分 形式 


令 O,y, 六 ) 与 (6 ,57,6) 分 别 代表 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 与 任意 曲线 坐标 系 ， 令 计 ， 记忆 
分 别 表 示 沿 y,y?*,y 的 单位 矢量 ，e,，e，,，e; 为 坐标 系 (6',6*,6) 的 基 矢 量 。 参 照 本 书 $ 1.2 
节 介 绍 的 有 关 张 量 计算 方法 ， 于 是 连续 方程 为 


e+v,(pv)=0 (5-2-10) 
或 者 
alevg)，a ，， 
加 + 和 (pv 8)=0 (5-2-11) 
L007) 全 
式 中 Ve= Be Ent) 5-2-12) 
运动 方程 为 
6, Cov, (pw -r+ par)-0 (5-2-13) 
或 者 
a(ovVs ， 
了 jn ta [VE (orV)+ ys (Pe -tr)e]=0 (5-2-14) 


这 里 共 由 式 (1-4-44) 定义 。 
当然 也 可 引进 应 力 张 量 % ( 见 (1-4-10) 式 )， 并 定义 一 个 新 的 张 量 1， 其 分 量 认为 


A =pvy -r+g Pp (5-2-15) 
式 中 ，v',w,w 代表 速度 V 在 坐标 系 (&',6?,6) 中 的 逆 变 分 速度 。 
于 是 运动 方程 可 写 为 
"Ee e ),3 


这 (ke)- 0 (5-2-16) 
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令 记 ,入 ,为 直角 华 标 系 (y',y,y) 的 单位 矢量 ， 并 且 有 VWV =w3is ， 这 里 ww,w?,ww 代 表 速 度 Y 在 
(六 ) 坐标 系 中 的 分 速度 ， 于 是 在 ip 方向 上 的 运动 方程 为 
aow Vs) 3 fs -0 
元 ‘|? fo ， (B=1~3) (5-2-17) 
对 于 能 量 方程 ， 可 写 为 


evs) at) _。 


Ea (5-2-18) 
， Pi ‘a oT 
式 中 b'=(e+P)v -tv —kg Ea (5-2-19) 
这 里 7 为 温度 。 将 式 (5-2-11)、 式 (5-2-17) 与 式 (5-1-18) 展开 ， 便 有 
a0 og aF 36 
es ts ee ii [4 EE, 
Tr + dE + aE7 + dE 0 5-2-20) 
p py pv py 


2 2 2 
DEFG=V pe to A ro (5-2-21) 
Pp 


E b b’ by 
需要 特别 强调 的 是 式 〈5-2-20) 中 的 运动 方程 是 分 别 沿 训 ,同方 向 列 出 的 ， 这 使 得 方程 组 
具有 强 守恒 型 式 ， 并 且 方 程 组 不 出 现 Christoffel ( 克 里 斯 托 菲 ) 符号 。 采 用 类 似 的 方法 ， 文 


献 [44] 给 出 了 旋转 相对 坐标 系 中 N-S 方程 组 的 通用 形式 ， 感 兴趣 者 可 参考 。 如 果 将 运动 广 
向 沿 evexe 方 向 列 出 〔 即 使 用 式 〈5-2-13))， 则 N-S 方程 组 可 以 写 为 


a 
py 
Pg pvp -on 
二 | pm +V pur -om =0 (5-2-22) 
Ar oi 有 pv -os 
g evs 一 api ~ kg 7 


a€’ 
式 中 ，P,j=1~3; Vp 为 协 变 导数 ; 与 7 分别 代表 热传导 系数 与 温度 oi 为 应 力 张 量 的 
逆 变 分 量 ， 它 与 粘性 应 力 张 量 r% 间 满 足下 列 关系 
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Gap =T8i— Pg’ (5-2-23) 
式 (5-2-22) 又 可 改写 为 
六 JF: JF! 
7 (5-2-24) 
式 中 vU =Vs[p,pv,pv’,pv’,e] (5-2-25a) 
[pw 
pvv'i+g'P 
E'=Vg|pvv'+g*P (5-2-25b) 
py +8xP 
(e+P)v 
0 
swe 
Me 
F'=Vg sv +38v *] (5-2-25c) 
swedervv) 
97 
厄 :+kee-97 
| AM +keg EE 
N=[0K, RB,0] (5-2-26) 


上 面 两 式 中 Y 为 速度 Y 的 逆 变 分 速度 ，V' 为 道 变 导 数 ，k 为 热传导 系数 ， 几 为 粘性 系数 。 
式 (5-2-~24) 是 一 种 弱 守恒 形式 ， 由 于 运动 方程 是 沿 ave,e; 方 向 列 出 的 ， 因 此 不 可 避免 的 
在 右 端 项 六 中 含有 克 里 斯 托 菲 符号 。 文 献 [45,46] 中 较 详细 的 给 出 了 上 述 两 组 N-S 方程 在 曲线 
坐标 系 下 不 同形 式 的 表达 ， 可 供 参考 。 作 为 课 后 作业 练习 ， 读 者 可 以 自行 推导 出 式 (5-2-24) 
用 ' 与 六 的 具体 表达 式 。 


5.2.3 ”守恒 方程 组 坐标 变换 的 重要 特点 


在 直角 笛 卡 儿 坐标 系 (》, 交 ,7) 下 ， 基 本 方程 组 (5 -2-1) 式 可 以 写成 守恒 方程 组 (这 
里 采用 爱 因 斯 坦 求 和 规约 )， 即 
Ed (i=0,1~3) (5-2-9) 
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式 中 
qe =U =[p,pu,pv, pw,eT 
q =E-E,qg=F-F,g=G-6, (5-2-27) 
=r 
这 里 E,E,,…,G,G, 的 定义 同 式 (5-2-2)。 为 了 说 明 一 般 的 守恒 方程 组 ( 今 以 式 (5-2-9) 
为 例 ) 进行 坐标 变换 时 所 具有 的 一 些 重要 特点 , 首先 讨论 一 下 与 函数 行列 式 相 关 的 数学 工具 。 
一 、 函 数 行列 式 的 七 点 重要 性 质 
设 (1,y,y?, 六 ) 为 物理 空间 的 坐标 系统 (下 文 称 作 旧 坐标 系统 )，(r,&',&*,&?) 为 计算 空间 
的 坐标 系统 (下文 称 作 新 坐标 系统 )， 并 假定 新 旧 坐 标 系统 间 的 变换 关系 为 
y=y (6,6°,6,7) 
y= (8,6,6",7) 


(5-2-28) 
y= (6,6°,6,7) 
t=1(6,€°,63,7)=t(r)=7 
为 便于 讨论 ， 本 节约 定 
多 = =y(j=1~3) Se 
| (5-2-29) 
引进 函数 行列 式 3(y, 六)13(5 ,人 .52 人) ， 在 式 (5-2-29) 的 条 件 下 有 
(5-2-30) 
(5-2-31) 


借助 于 函数 行列 式 的 基本 知识 “有 如 下 几 点 性 质 (对 一 般 的 n 阶 函数 行列 式 而 言 ) 
(1) 任意 交换 一 对 (6',6") 或 者 (y',y*” ) 而 保持 其 它 项 不 变 时 ， 则 J 的 符号 改变 。 
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FP) 7) 
a(6',62,.…,6") 9(6,6°,.…,6") 2 
a(y,y ,yr) er a(y, ye y") 

日 (全 


(2) 当 y 与 6 之 间 有 公共 变量 时 ， 则 发 生 行 列 式 的 降 阶 ， 例 如 
(6 yy ) 9, y") 0 
(全 (全 | 
此 时 下 标 嫩 也 可 省 略 不 写 ， 作 为 特例 ， 还 有 
(6',6°, 
9( 人 


上 式 是 一 阶 的 雅 科比 行列 式 ， 也 就 是 说 它 仅仅 是 一 个 普遍 的 一 阶 导数 。 任 一 个 偏 导数 都 可 以 
写成 一 个 具有 nn-1 个 公共 变量 的 n 阶 雅 科比 函数 行列 式 。 


(ys yy sy 


(5-2-34) 


(3) 设 
并 = 用 (全 和) 
人 
站 人 (5_2_35) 
六 = 及 作 全) 
并 令 J= 3 并 DH， 则 式 (5-2-35) 逆 变 换 存在 的 充 要 条 件 是 了 0。 
(4) 函数 行列 式 具有 替换 特性 妈 
0) _ 907 yAE ,6) Ty) 2 
CT en 
这 里 如 ,67…,6" 为 中 间 变 量 。 
(5) 对 于 n 阶 函数 行列 式 ， 当 i 与 上 均 大 于 1 并 且 小 于 时 恒 有 
oy 辣 日 全 
Dy ") eT (5-2-37) * 
95 人 py ,ey ) 
ay (5-2-38) * 


9 a oy es 
Br ,y")=(D) (EE Er Em, 
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显然 ， 这 条 性 质 可 以 使 用 性 质 @@、 性 质 @ 与 性 质 后 直接 得 到 。 在 下 文中 ， 特 将 
(后 ES 人 ) 简 记 为 8 (不 含 名 ); 而 将 (yy…,y,y"…,y) 简 记 为 9 (不 
会 yy); 将 J(y' ,六 ,…,y") 简 记 作 J(y")。 将 于 是 式 (5 -2-37)* 与 式 (5-2-38)* 可 写 为 


DD’ jy (yn) THEE') 本 
er 1) 10) 3) (5-2-37) 
3 J(y") = C1)" OF 信 y') 5 
B00) aFEE) 
(6) 对 任意 的 整数 n (当然 n 三 1) 及 整数 i (当然 要 求 i<n) 用 数学 归纳 法 很 容易 证 明 
恒 有 下 式 成 立 ， 即 
，D | 3( 不 含 ”) 
ee [ee 
计 "| =0 5-2-39) 
或 者 
9 产 | " 
= 1") |=0 (注意 对 大 求 和 ) (5-2-39) * 
a Cy )3y 意 对 k 求 和 
这 里 
9(y,y,…,y") 
1) = 
7 
(7) 对 任意 大 于 1 的 整数 及 整数 与 上 (isnm，k<n)， 则 恒 有 
9( 不 含 )) _ 7 
Ere (5-2-40) 
这 里 5: 为 kronecker〈 克 罗 奈 克 ) 符号 ， 即 当 iz#k 时 ，6 =0， 当 i=k 时 ，6! =1。 
二 、 守 恒 方 程 组 的 坐标 变换 


在 旧 坐标 系 (y",y,y?,?) 中， 存在 着 守恒 方程 组 式 (5-2-9)， 现 在 讨论 在 新 坐 
标 系 (89,61,6*,63) 中 (5-2-9) 式 的 变换 问题 ， 这 里 新 旧 坐标 系 间 满足 (5-2-28) 
式 的 变换 关系 。 今 定义 一 个 新 变量 Q:(k=0~3)， 其 表达 式 为 (以 下 均 采 用 爱 因 斯 坦 
求 和 规约 ) 

86 
En 
将 上 式 对 求 偏 导 ， 注 意 对 作 和 ， 并 且 使 用 式 (5-1-38) 得 


Q* =1(y")g (5-2-41) 
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ao' pmo a fay ,yf a ag 2) 
和 |] 3 es ze 


首先 计算 式 (5-2-42) 右边 第 2 项 ( 简 记 作 R,)， 为 清晰 地 说 明 求 和 的 过 程 这 里 带 上 


求 和 符号 ， 这 时 R, 为 
-3 {cw [ 产 况 了 Oo” } 


名 名 3 不 售后) | 2” a6" 
将 式 (5-2-37) 代入 上 式 并 注意 使 用 式 (5-2-40)， 可 得 
a 到 0" 这 (加 | (5-2-43) * 
名 Sy 
再 将 式 (5-2-9) 代入 上 式 ， 于 是 式 (5-2-42) 变 为 
R,=0 (5-2-43) 


现在 计算 式 (5-2-42) 右边 第 1 项 ( 简 记 作 R,)， 同 样 的 ， 为 清晰 说 明 求 和 过 程 ， 这 
里 也 带 上 求 和 符号 ， 这 时 R, 为 


So fi 9 [oFy) 
zil + 总 [汉人 


-Bl 9 [让 站 


St | 3 不 含 5 


dn fac 合 y) 
i wai 和 站 


将 式 (5-2-39) 代入 上 式 便 得 到 


R=0 (5-2-45) 


于 是 将 式 (5-2-43) 与 式 (5-2-45) 代入 到 式 〈5-2-42) 便 得 到 〈 这 里 采用 爱 因 斯 坦 
求 和 规约 ) 

32 _ 本 人 
r=0 (k=0~3) (5-2-46) 
式 (5-2-46) 表明 : 如 果 按照 式 (5-2-41) 定义 的 新 变量 Qt， 那 么 任意 一 种 变换 关系 ( 见 
式 (5-2-28))， 只 要 递 变换 存在 〈 即 J#0)， 则 其 结果 总 是 守恒 的 ， 这 是 一 个 非常 重要 的 
特点 。 另 外 有 


3 -0 G=1~n) (5-2-47) 
oy 
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A ， a 
QO: = Ty ,yy yr (i=1~mk=1~n) (5-2-48) 
y=y(6,6,.,6") (i=1~N) (5-2-49) 
咎 -ou=l- (5-2-50) 
式 中 ，J{(y yy ) 为 Jacobian 函数 行列 式 ， 其 定义 为 
ON 
TY (5-2-51) 
DAA A 


还 需要 指出 的 是 ， 在 上 面 的 推导 中 并 没有 用 到 q 中 的 元 素 ， 因 此 所 得 结果 具有 极 大 的 
通用 性 ， 它 可 以 适用 于 满足 式 (5-2-47) 的 任何 方程 ， 只 要 使 用 式 〈5-2-48) 所 定义 的 
变量 04*， 那 么 对 于 任何 一 种 逆 变 换 存 在 的 变换 关系 式 (5-2-49)， 所 得 结果 总 是 守恒 的 ， 
即 满足 式 (5-2-50)。 式 (5-2-47) 一 式 (5-2-50) 的 具体 表达 式 为 (这 里 采用 爱 因 
斯 坦 求 和 规约 )。 

例 1 已 知 Navier-Stokes 方程 在 (1,x,y,z ) 笛 卡 儿 坐 标 系统 中 具有 如 下 的 守恒 形式 ， 


即 
aq 93g 30 3 
-+ 一 一 -+ 一 -一 0 (5-2-52) 
NE 
式 中 ，g",q',q* 与 q 的 关系 为 
， p pu py pw 
pu (puut+P)-t, pvu—Tts Pwu 一 Tu 
[4.99]= pv Puv -Tt (pww+P)-rv Pwy -Ty (5-2-53) 
pw puw-t, pw-to (pwwt+P)-rt. 


€ (etP)u-a (e+P)v-a, (e+P)w-a, 
含有 一 个 新 的 曲线 坐标 系统 (Tt,6,n,6)， 它 与 (t,x,y,z) 间 存在 着 如 下 变换 关系 ， 即 


t=T 
x=x(T,6,n,6) 
y=y(T,6,n,6) 
z=z(t,6,n,6) 
试 求 式 (5-2-52) 在 (Tt,6,7,6) 坐 标 系 统 下 的 具体 形式 。 
解 : 借助 于 式 (5-2-41)， 引 进 新 变量 Ck =0~3) ， 经 整理 后 得 
QC"=JG (5-2-55) 


(5-2-54) 
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Wy 

(puD+€.P)- (Eta tbr +6.T) 
Q' = (pvO+E,P)-(ETs +b,T, +6.7,.) (5-2-56) 
(pwD+EP)-(5re+ero+eEre) 
l[e +P)0 -EP]-(aé.+as, + )| 
py 

(puy+mP)-(mre+mrs+mrs) 
@ = (pV +n,P)- (nr tty tT) (5-2-57) 
(pwy+mP)-(mre+mrs+nmre) 
[(erP)V -np]-(an:+an, ton.)| 


pw 

(puW +6.P) (CTs +6ro+Cera) 

(pvW+6,P)- (Gta +6,T, +6T,) (5-2-58) 
(pwW+6.P)-(Gta tb Ts +6Ts) 

[[(e+P)W -Pp]-(af. tos, +at,) 


© 
| 
ie 


式 中 ，J 为 坐标 变换 的 Jacobian 函数 行列 式 ，U,V, 玉 称 为 广义 逆 变 分 速度 ， 其 表达 式 为 


i 
[OV,w] =|n, nn n,n Ss (5-2-59) 
和 
这 里 ,6.,6, 等 分 别 表示 35/3r,35/ar,35/9y 等 。 在 (rt,6,n,6) 坐标 系 下 ，N-S 方程 变 为 
0° 32 ,30° ,30 _ 本 
条 + 和 0 (5-2-60) 


5.2.4 有限 体积 法 中 粘性 项 的 计算 


有 限 体积 法 是 以 积分 型 守恒 方程 为 出 发 点 ， 将 求解 域 离散 为 有 限 个 小 的 控制 体 单元 ， 这 
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些小 单元 体 可 以 是 通过 结构 网 格 生成 的 六 面体 ， 也 可 以 是 非 结 构 网 格 生成 的 四 面体 、 五 面体 

等 。 每 一 个 网 格 单元 就 是 有 限 体积 法 中 的 一 个 小 单元 体 ， 因 此 积分 型 的 守恒 方程 直接 在 这 个 

单元 体 上 作 积 分 。 下 面 仅 以 一 般 六 面体 单元 为 例 , 讨论 气动 计算 时 将 要 用 到 的 最 基础 的 知识 。 
令 记 j,k 为 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 (x,y,z) 的 单位 基 矢 量 ， 令 


p py 0 
Wa=|pV |, =|pVV+P(i+j+kk)|, Fu =| 工 (5-2-61) 
已 (e+P)V NV+AvT 
E=F,,-F,, (5-2-62) 
n=nitn,jtnk=nmitmi, +mi (5-2-63) 
pu py pw 
puut+P pvu pwu 
[FGH]=| pw pw+P pwv (5-2-64) 
puw pw pww+P 
(e+P)u (e+P)v (e+P)w 
V =u+y + wk =Wi+uj+ik (5-2-65) 
S=Si+S,j+Sk= Si+S +Sk (5-2-66) 


式 中 ，$ 为 单元 体 表面 的 外 法 矢 ， 它 是 该 面 面 积 5 与 该 面 单位 外 法 矢量 n 的 乘积 ， 即 S=Sm; 
4 为 热传导 系数 ， 这 里 约定 : 单元 体 以 该 单元 体 心 的 网 格 编号 命名 ， 例 如 体 心 为 (i,j,k) 时 ， 
则 包含 该 体 心 的 单元 体 也 称 为 (i, j,k) ， 相 应 的 这 个 单元 体 的 体积 记 作 Q， 单元 体 (i,j,k) 与 
单元 体 1+1 7 所 类 的 那个 面 命名 为 [+ 并 且 对 单元 体 (i,j,k) 而 言 ， 这 个 面 的 外 法 


矢 为 (5) 可 简 记 为 (S),1 jx; 相应 的 该 面 上 的 F，G,H 等 也 分 别 简 记 作 已 ，， G 
:Ne 


dt 


且 1 等。 由 三 维 非 定常 N-S 方程 组 的 守恒 积分 形式 ， 即 
日 


Hl 
上 


wan+ gn. rods =n Fuads (5-2-67) 
a 六 总 


将 它 用 于 单元 体 (i,j,k)， 便 有 
psSeV 0 
8 3 at 袜 pS.VV+PS Sy S.II =0 (5-2-68) 


"(e+P)S.V 和 SS.IY+4S.vT 上 
下 面 分 三 个 方面 说 明 (5-2-68) 式 的 计算 过 程 。 
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1. 关于 立 (S .ID， 项 的 计算 ea 
名 


Ed 


sm, -Bas:(vv +(or).)-3nus(vev))] (5-2-69) 
B=1 8 
注意 到 
VV=(Vu)i+(Vy)j+ (Vw)k 
ey 0 

另外 ， 为 计算 1 面 上 的 YY 值 ， 可 采用 相 邻 单元 体 体 心 上 的 VV 值 作 算术 平均 ， 同 样 地 ， 为 
计算 有 面 上 的 (YV). 与 (Y.Y) 值 ， 也 可 采用 相 邻 单元 体 体 心 上 的 相应 值 作 算术 平均 。 因 此 ， 
得 到 各 个 体 心 点 处 Vw(Vu). 与 (Y.Y) 的 值 是 完成 式 (5-2-69) 计算 的 重要 步骤 。 由 高 等 数 
学 关于 梯度 的 基本 定义 得 到 

unds 


(V0) 1 =- 四 时 -5 | (G5-2-71) 
= (oi+toj + ok),, 


同样 地 有 
(Vv) 1 =(Bi+B,j+ Pk), 
We (5-2-72) 
(Vw) 1 = (itt) 
引进 定义 在 体 心 上 的 符号 b,， 其 表达 式 为 
1 

b, Lat), (5-2-73) 
这 里 ww 与 5, 分别 由 (5-2-65) 与 (5-2-66) 式 定义 。 类 似 的 ， 面 上 的 by 值 也 可 由 相 邻 单 
元 体 体 心 上 by 值 的 算术 平均 得 到 。 于 是 可 引进 定义 在 面 上 的 B 矩 阵 ， 其 表达 式 为 


b, b, bs 
B=|b,, b, bs (5-2-74) 
1 by bs 
显然 B 是 个 对 称 和 矩阵 。 这 里 B 的 任 一 元 素 b, 定 义 在 面 上 。 另 外 ， 体 心 上 的 (VV ) 为 
Li 
(VD) BS s+), =2(h1 tb + (5-2-75) 


基于 上 面 的 推导 ， 于 是 式 (5-2-69) 可 以 写 为 
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立 (5.D)， - 立 |eEs.s.s]aEo -Su(vv)s} (5-2-76) 
所 3 p 


Al 


2. 关于 总 (9.DL.y)， 项 的 计算 
名 


立 GG.nv)， =S {ss sataT )v -Sn(vev)s ev} (5-2-77) 
= B= Bp 
注意 在 有 面 上 定义 a,， 其 表达 式 为 
ay =(u5, +u,5,) (5-2-78) 
显然 由 my 所 构成 的 辅助 矩阵 也 是 对 称 的 。 于 是 式 〈5-2-77) 可 写 为 


6 GE 


Pn) 


人 [avaavan] 
名 


2 -1 -ll[h, 
-1 2 -1b |+p(asbs tasbs+babs) 
-1 -1 ?| 心 


Bp 
(5-2-79) 
3. 关于 立 (1S.YT)， 项 的 计算 


名 
因为 2=0-0[ ee 


所 以 在 迭代 计算 中 ， 一 旦 得 到 了 p 与 E 值 便 可 直接 获得 忆 值 ， 有 了 p 与 P， 则 由 7 = P/(pR) 式 
便 得 到 了 温度 了 值 。 另 外 ， 注 意 在 体 心 上 定义 C,， 其 表达 式 为 


1&/P 
CG 1 = 二 ?| 一 5 (5-2-80) 
人 上 由 


于 是 休 上 人 为 


P 了 
v(E (iron (5-2-81) 


另外 ，B 面 上 的 C; 值 可 由 相 邻 单元 体 体 心 上 值 的 算术 平均 得 到 。 基 于 上 面 的 推导 ， 则 
有 


Ya S.VT) -crscrsc)) (5-2-82) 
| ”各 LR Bp 
式 中 ，R 为 气体 常数 ; 
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可 以 看 出 ， 使 用 式 (5-2-76)、 式 (5-2-79) 和 式 (5-2-82) 去 计算 式 (5-2-68》 
中 的 粘性 项 与 热传导 项 ， 还 是 十 分 方便 的 ， 极 大 地 减少 了 计算 工作 量 ， 而 且 便于 编程 和 完成 
三 维 流 场 的 数值 计算 。 


$ 5.3” 粘性 流体 力学 方程 组 的 数学 性 质 及 定 解 条 件 
5.3.1 一 阶 拟 线性 方程 组 分 类 的 一 般 方法 


对 于 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 ， 仍 采用 分 析 特 征 方程 根 的 办 法 进行 方程 的 分 类 。 考 虑 
如 下 一 阶 拟 线性 方程 组 


+Ay = (5-3-1) 


这 里 采用 了 Einstein 求 和 规约 ， 其 中 =[U1,0,,…,U,] 46 为 mxm 的 方 阵 ，(B =1~ 门 ， 
其 元 素 是 关于 4x,UiG=1~ 由 的 函数 ， 列 矢量 了 = [用 ,万 …, 太 了 也 都 是 关于 px,UiG=1~ 由 的 
函数 ， 令 jj 为 矩阵 hy 的 特征 值 ( j=1~n)， 即 特征 方程 |4s -4%7|=0 的 根 ( A%? 为 标 
量 ，7 为 mxn 的 单位 矩阵 )， 则 

(1) 车 这 个 特征 值 全 为 复数 ， 则 方程 式 〔5-3-1) 在 :- 平 面 上 为 纯 椭 加 型 。 

(2) 车 这 n 个 特征 值 为 互 不 相等 且 不 等 于 零 的 实数 ， 则 方程 式 (5-3- 1) 在 +- 平面 
上 为 纯 双 曲 型 。 

(3) 若 这 个 特征 值 全 为 零 ， 则 方程 式 (5-3- 1) 在 :~ 平面 上 为 纯 抛物 型 。 

(4) 车 这 n 个 特征 值 部 分 为 实数 ， 部 分 为 复数 ， 则 方程 式 (5-3-1) 在 +- 尺 平面 上 为 
双 曲 一 椭圆 型。 

(5) 车 这 n 个 特征 值 全 为 实数 ， 且 其 中 部 分 为 零 ， 则 方程 式 (5-3-1) 在 1-% 平 面 上 
为 双 曲 抛物 型 或 抛物 双 曲 型 。 


5.3.2 方程 分 类 的 实例 〈 用 一 阶 的 方法 ) 


今 考虑 二 维 流动 。 二 维 非 定常 Navier-Stokes 方程 的 守恒 形式 可 由 方程 式 (5-2-2) 简 
化 为 二 维 时 得 到 ， 其 表达 式 为 


WBE) Fm) 


(G3 
FE En Ey 5-3-2) 


式 中 U=[p,pu,pv,e] (4~3~-3) 
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pu py 
jput+Pp pvu ma 
[E,F]= De (5-3-4) 
(et+P)u (e+P)v 
已, =[orerea 了 (5-3-5) 
已 =[orwrro 了 (5-3-6) 
ai 与 ;分 别 为 
97 
mmatvotkh (5-3-7) 
97 
ut tk (5-3-8) 
而 fa,fmTm 为 
ou du ov 
ri Ed 
” ka du ov 
,|= zt] (5-3-9) 
|] 
9 
这 里 几 为 动力 粘性 系数 ，4 为 第 二 粘性 系数 。 几 与 4 之 间 由 下 式 联系 着 
=A+3p (5-3-10) 
几 称 为 膨胀 粘性 系数 "91，1845 年 ，Stokes 提出 假定 I， 取 
2 
1 (5-3-11) 


这 就 是 著名 的 Stokes 假设 ， 本 书 在 大 多 数 情 况 下 也 采纳 这 一 假定 。 对 于 原始 变量 表达 的 粘 
性 力学 方程 组 ， 可 由 式 (1-4-25)、 式 (1-4-26) 和 式 (1-4-27) 省 略 体积 力 后 得 到 如 
下 表达 式 ( 当 j,4 与 上 取 为 常数 时 ) 


B+y (vp)+p(veV)=0 (5-3-12) 
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ay ay 1 

+(V.V)yY =+V (VV)=—(V. I VP, (5-3-13) 
xt*( ) 了 + (vy) ps ) 

至 +YPB- (7- Dor 霹 ve-avoro] (5-3-14) 


式 中 ，y9 为 耗 散 函数 ， 卫 为 粘性 应 力 张 量 ，6 为 胀 量 ，V? 为 拉 普 拉 斯 (Laplace) 算 子 。 符 
号 b 的 定义 为 


a = Br(vp)-(vp) -es (VP)-(vp) (5-3-15) 
在 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 如 果 令 V =upis( ug 为 分 速度 , is 为 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 的 单位 矢量 )， 
则 V,I 可 表达 为 
本 Du Oup U2) Ld 
V. 了 Ee tra 及 起 (5-3-16) 


这 里 几 / 与 9 分 别 为 动力 粘性 系数 ， 第 二 粘性 系数 与 胀 量 ，(x%,z,z ) 为 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 ， 
6g 为 Kronecker ( 克 罗 内 克 ) 记号 。 另 外 ， 耗 散 函数 罗 可 由 粘性 应 力 张 量 采 与 变形 速度 张 
量 DD 的 双 点 积 得 到 ， 即 

= :D (5-3-17) 
因此 使 用 原始 变量 p,V 与 P 便 可 以 通过 式 (5-3-12) 一 式 (5-3-14) 很 方便 地 得 到 粘性 
流体 力学 基本 方程 组 。 下 面 仅 对 二 维 、 不 可 压缩 、 定 常 、 粘 性 流动 的 一 阶 拟 线性 方程 组 进行 
类 型 判别 。 在 二 维 、 定 常 、 不 可 压缩 条 件 下 ， 式 (5-3-12) 与 式 (5-3-13) 在 直角 笛 卡 
儿 坐 标 系 中 被 简化 为 


9u /19x =0 (i=1,2) (5-3-18a) 
+ 19P Jk 3 Ou > 

ee = ,k=1, C9 
EE EE Gk=l2 5-3-18b) 


这 里 采用 了 Einstein 求 和 规约 。 员外 ， 人 令 u=u,v=w, 并 引进 辅助 参量 
B182 与 h， 即 


上 由 =ou/d (i=12) 


Cd 
= av/ax 六 9 


如 果 将 式 (5-3-18b) 中 的 并 ， 半 Ea 与 名 项 分 别 用 连续 方程 取代 ， 则 可 得 如 下 相应 的 一 
组 方程 ， 即 
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将 上 式 写成 如 下 矩阵 方程 
式 中 
0 
-1 
-1l 
A= 
0 
0 
0 


oP dg; oh 


-H+ =-p (ug +vg:) 


aa 


U =[g,82,h, Pu,o] 
o1 oo 


00 000 

E 
00- 一 00 

及 C= 
-有 上 0 0 0 
00 000 
00 000 


这 里 4 为 6X6 阶 的 方 阵 ， 并 且 4 的 特征 方程 为 


14-AEX(N + =0 
六 个 根 。 A 二 0 A 二 0 A =i hm 二 二 二 AO 二 二 
故 有 六 个 根 : A =0,A9 =0,A49 =i， i, ,AN =o。 


0 
0 


p 
(uh—vg) 
=| ph 


Plug, +vg2) 
a 
h 


(5-3-20) 


(5-3-21) 


(5-3-22) 


(5-3-23) 


显然 ， 思 ,天 2 是 由 于 引进 两 


个 新 变量 g, 与 而 增加 出 来 的 ， 其 余 四 个 点 特征 值 则 是 对 应 于 不 可 压缩 定常 N-S 方程 的 。 
可 见 ， 定 常 不 可 压缩 N-S 方程 组 〈 它 由 式 (5-3-18a) 与 式 (5-3-18b) 组 成 ) 是 纯 椭圆 


型 的 。 


3 


1. 单个 二 阶 拟 线性 偏 微分 方程 的 类 型 判别 
对 于 只 有 一 个 因 变 量 的 二 阶 拟 线性 偏 微 分 方程 ， 例 如 
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Py py Cos. (5-3-24a) 
A D 3—24a 


这 里 系数 4,B,C 和 DD 可 以 是 x,y,p,39/3x 和 3/ay 的 非 线性 函数 , 但 不 包含 有 9 的 二 阶 偏 导数 。 
这 时 方程 在 某 一 点 及 其 领域 的 性 质 便 完全 可 由 判别 式 B? -44C 在 该 点 的 符号 决定 : 
<0, 则 方程 为 椭圆 型 
如 果 B? 一 44C1=0, 则 方程 为 抛物 型 (5-3-24b) 
> 0, 则 方程 为 双 曲 型 
作为 实例 ， 考 虑 具有 单 变量 系数 的 Tricomi 方程 
du ou 
wy 
由 判别 式 (5-3-24b) 可 知 ， 在 x>0 的 区 域 里 ， 方 程式 (5-3-24c) 属于 椭圆 型 ， 而 在 
x<0 的 区 域 ， 方 程式 (5-3-24c) 式 变 为 双 曲 型 。 对 椭圆 型 方程 ， 则 求解 域 的 边界 必须 封 
闭 ， 在 边界 上 应 给 定 因 变量 的 值 〈 即 Dirichlet 问题 ) 或 者 它 的 法 向 导数 〔( 即 Neuman 问题 )。 
但 对 于 双 曲 型 问题 ， 正 如 本 书 $ 4.4 节 所 讨论 的 那样 要 涉及 初 边 值 问题 。 
对 于 二 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 怎么 办 ? 下 面 介 绍 一 种 分 类 的 常用 方法 。 
2. 二 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 分 类 的 一 般 方法 及 方程 定 解 条 件 
现 考虑 具有 一 般 形 式 的 粘性 气体 动力 学 基本 方程 组 。 
连续 方程 为 


=0 (5-3-24c) 


了 +v， (py)=0 (5-3-25) 


动量 方程 为 


Mv. (pvV -nr)=0 (5-3-26) 


这 里 为 应 力 张 量 ， ee 
9u . Ou, % 
A 冯 -3 wm (5-3-27) 
式 中 ，9 为 胀 量 ，66 为 克 罗 内 克 〈kronecker) 记号 ，jJ 由 式 (5-3-10) 定义 。 


利用 连续 方程 ， 动 量 方程 式 (5-3-26) 可 改写 为 
p+ve-v|ow-3n|-20.(uD)=0 (5-3-28) 
这 里 D 为 应 变速 率 张 量 ( 见 (1-4-8) 式 定义 )。 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 中， 将 上 式 展 开 便 为 


du op 9 2，]_.3 ou 0 | a i 
Pa 之 [ou 芭 ] 2|( + 小 。 (i=1~3) (5-3-29) 
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能 量 方程 为 
C3 pM B20: =v. 3- 
P 古 + Es Ea [0 3 了 6 V.(kVT) (5-3-30) 
为 便于 下 面 的 讨论 ， 将 连续 方程 式 (5-3-25) 改写 为 
PinP. -3- 
EE (3-3-31) 
其 中 
f=-pVV (5-3-32) 


动量 方程 式 (5-3-29) 改写 为 


p 全 -avw-ws3m 吕 -= (=1~3) (5-3-33) 
其 中 为 拉 氏 算 子 ， 符号 天 的 定义 为 


Fa-a Pp_PMT WT ,Mm 
hee a Tim Pi tar la a | 
i (5-3-34) 
站 
本 0 (=1~3) 
3 


这 里 已 用 上 了 适当 的 状态 方程 ， 例 如 已 = P(p,T),e=e(p,T) ， 并 且 假 定 上 与 几 都 是 温度 了 
的 函数 。 显 然 ， 当 状态 方程 P=pRT 和 彤 =const ， 上 外 = const 时 仅 是 特例 。 将 式 (5-3-33) 
在 三 个 方向 展开 便 为 


1 1 ao | | 
一 | += -—| 内 + 一 ， = 
s(e Er GE da 


ml jl 让 -站 合 (er 名 汪 本 
or 3 3 本 
| on PE eh a (5-3-36) 


，1 ow 

一 一 | += = 上 矿 

pl 3* owas 
ow _1f ,1 on jG 1 | ow, 

ll _ 工 sl 
a 3 lavas FL 3 lasas (5-3-37) 
1 om om, 4 Bs | 

| 登 “ 合 (多 以 | 


〈5-3-35) 
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式 中 , 厂 = 瑚 /1p 。 现 在 讨论 能 量 方程 。 由 状态 方程 e=e(p,T)， 并 利用 连续 方程 式 (5-3-25)， 
便 有 


de dedp aedr de ae dT 
=-pyy (5-3-38) 
a pdtmra ap ara 
将 其 代入 到 式 (5-3-30)， 便 有 
ar, ar ae 了 z 
si = (5-3-39) 
dr Bx, (o 六 ] Vo(kVT)= 5-3-39 


式 中 

全 二 多 :区 有 | Ou, Ou ou 1 _2 2 9e a 

5 人 2 pss 们 a 六 + 加 本 区 (5-3-40) 
式 (5-3-39) 又 可 写 为 
人 VT=f, (5-3-41) 
这 里 上 为 热传导 系数 ， 符 号 f, 的 定义 为 

ae 
ff “让 + 过 (Yk).(YT) (5-3-42) 


式 (5-3-41) 给 出 的 能 量 方程 考虑 了 热传导 系数 k 在 全 流 场 的 变化 ， 因 此 k=const 仅 为 特例 。 
至 此 ， 连 续 方程 式 (5-3-31)、 动 量 方程 式 (5-3-35) 一 式 (5-3-37) 以 及 能 量 方程 式 
《5-3-41) 这 五 个 方程 便 构成 了 针对 三 维 、 粘 性 、 非 定常 、 可 压缩 、 变 由、 变 几 、 变 上 时 的 气体 
动力 学 方程 组 。 该 方程 组 允许 状态 方程 具有 e=e(p,T) ， 已 = P(p,T) 的 形式 ， 因 此 完全 气体 仅 是 
特例 。 它 适用 于 较 高 温度 下 《〈 例 如 涡轮 喷气 发 动机 考虑 燃气 热力 性 质变 化 时 ) 的 气体 动力 学 问题 。 
下 面 讨论 除 连续 方程 之 外 其 余 四 个 方程 的 分 类 问题 。 令 已 =[w,m,m,T 了 ， 则 式 
(5-3-35) 一 式 (5-3-37) 与 式 (5-3-41) 的 左 端 只 包含 UU 对 + 的 一 阶 偏 导数 以 及 对 x 
的 二 阶 偏 导数 ， 因 此 可 将 它们 写 为 如 下 矩阵 形式 
aU av 


- = (5-3-43) 
re C 3 


式 中 A =diag| —3 避 x(p 六 ] (5-3-44) 
pp 97 


4 
H+ | 
A =diag 4 p 交 ] (5-3-45) 
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H+ 
jag| LL 
=diag| 上 ,上 上 ， 
a 
人 
llp 0 00 
4 和- 和 aoooo 
toooo 
[eo oso| 
_,，_llooso 
各 -各 < 让 oooo 
0000 
ro 0 0] 
1|0 000 
4 和 -让 ooo 
lo oo | 
| 
+3 
b= 3 
p 


(5-3~46) 


(5-3-47) 


(5-3-48) 


(5-3-49) 


(5-3-50) 


显然 ，40，42，43，4b，423，406 它们 都 是 4X4 阶 的 对 称 阵 。 此 外 ， 对 任何 给 定 的 
及 = (mh, 访 ) 以 及 IF1， 则 hmm，( 这 里 注意 对 i,，j 作 和 ) 均 为 对 称 正定 阵 。 事 实 上 ， 


ta Am a 
Am =| 四 mm ata ahmh 
”| mm apm ata 
0 0 0 
ptlp ' 
3 A ae ] 
a= ， 0 = 二 ， =k| p 一 
3 ( 97 


0 


0 
0 
& 


(5-3-51) 


(5-3-52) 


这 里 注意 对 i,j 作 和 ; 由 于 人 >0, 凡 >0， 在 p>0 〈 即 不 出 现 真 室 ) 时 ，a 及 am 均 为 正 数 。 因 


而 矩阵 式 (5-3-51) 的 主子 式 
am+a >0 
lam to, ann, 
aMmh, af+a 
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=aa? >0 


ota Am a 
a ata a 
MD Mh B+ta 
因此 和 矩阵 4miz1 为 正定 矩阵 。 所 以 方程 组 (5-3-43) 为 对 称 抛物 型 的 。 一 般 地 说 ， 一 个 方 
程 组 


ov i ey 
2 A =C (对 i,j 作 和 ; i, j=1~m 


其 中 Us[4,…,u] ,4h 为 nxn 阵 ， 若 满足 

(1) 4(i,j=1~m) 为 对 称 阵 ; 

(2) 对 任意 给 定 的 9=(mh, 贡 …,7,), 且 团 |=1， 和 矩阵 Ammy | (5-3-53) 

(对 i,j 作 和 ) 均 为 对 称 正定 阵 

则 称 该 方程 组 属于 彼得 罗 夫 斯 基 〈ILG.Petrovsky) 意义 下 的 对 称 抛物 型 方程 。 可 以 看 出 ， 上 
面 讨论 的 粘性 气体 动力 学 方程 组 中 的 式 (5-3-43) 属于 n=4,m=3 时 的 特殊 情形 。 

综 上 所 述 ， 粘 性 流体 力学 方程 组 的 后 四 个 方程 组 成 了 一 个 新 的 方程 组 ， 它 以 
(ua,T) 为 未 知 函 数 ， 该 方程 组 属于 二 阶 对 称 抛物 型 方程 组 ; 连续 方程 ( 即 式 (5-3-31)) 
可 以 看 作 以 p 为 未 知 函数 的 一 阶 对 称 双 曲 型 方程 ， 因 此 将 这 个 方程 与 前 面 所 述 的 二 阶 对 称 
抛物 型 方程 组 相互 耦合 ， 便 构成 了 一 个 拟 线性 对 称 双 曲 一 抛物 耦合 方程 组 ， 这 就 是 粘性 流体 
力学 方程 组 的 数学 结构 。 通常 对 这 类 问题 可 以 提 柯 西 问题 ， 即 给 定 初始 状态 5 。 除 予 初始 


条 件 外 ， 有 时 还 可 能 有 边界 条 件 ， 例 如 物 面 边界 条 件 
V1I=0 (5-3-54) 
r 


这 里 工 为 绕 流 的 物体 表面 。 对 温度 的 边界 条 件 ， 则 可 以 采用 通常 的 三 类 边界 条 件 之 一 。 这 三 
类 边界 条 件 为 


@ 在 边界 上 给 定 温度 了 的 分 布 《第 一 类 边界 条 件 ) 

@ 在 边界 上 给 定 虹 的 分 布 (这 里 n 为 上 的 单位 外 法 矢量 》 
(第 二 类 边界 条 件 ) 

@ 在 边界 F 上 给 定 orT+ 红 oe >0) 《第 三 类 边界 条 件 ) 


(5-3-55) 


TO 这 里 不 作 展 开 ， 文 献 [1，50] 中 已 给 出 了 
较 细致 的 论述 。 


335 


| 气体 动力 学 


§ 5.4 N-S 方程 的 几 个 精确 解 


在 流体 力学 及 气体 动力 学 中 ， 所 谓 精 确 解 具 有 两 类 含义 ; 一 类 是 解析 解 ， 即 未 知 函 数 
完全 由 自 变量 解析 地 描述 ， 且 描述 关系 中 不 再 包含 导数 或 积分 号 ; 另 一 类 是 相似 解 ， 即 对 
于 未 知 函 数 的 多 维 问题 可 以 化 成 某 个 变量 的 一 维 问题 ， 然 后 再 通过 求解 常 微分 方程 或 常 微 
分 方程 组 的 解 去 完成 。 在 所 得 出 的 常 微分 方程 或 常 微 方程 组 中 ， 有 些 至 今 也 未 得 到 解析 解 ， 
而 只 有 数值 解 。 正 如 文献 [1] 所 指出 的 ， 对 于 粘性 流动 其 精确 解 儿 乎 都 是 对 不 可 压缩 、 层 
流 、 低 雷诺 数 时 做 出 的 。 文 献 [52] 给 出 了 几 十 种 精确 解 ， 文 献 [1，53] 也 给 出 了 许多 有 意 
义 的 ， 有 助 于 加 深 认识 粘性 运动 重要 现象 的 特 解 ， 这 对 学 习 粘性 气体 力学 很 重要 。 下 面 仅 
讨论 三 个 精确 解 。 


5.4.1 有 运动 边界 的 非 定常 流动 一 一 Stokes 第 一 问题 


设 有 一 无 限 长 、 无 限 宽 的 平板 ， 其 上 部 半 无 限 空间 中 充满 不 可 压缩 的 粘性 静止 气体 。 如 
果 平板 在 某 一 瞬时 不妨 取 +=0) 以 等 速度 U. 沿 本 身 平面 向 右 突然 起 动 ， 之 后 便 保持 U。 沿 
x 方向 作 等 速 运动 。 由 于 粘性 作用 ， 平 板 上 侧 流 体 将 随 之 产生 运动 ， 若 不 考虑 重力 作用 ， 试 
分 析 +>0 时 的 流动 。 现 在 分 析 该 流 场 的 基本 特征 : 
Q 由 于 平板 在 x 方向 无 限 长 ， 因 此 在 任意 
站 一 个 平行 于 yOz 平面 上 的 流动 情况 是 一 样 的 ， 


i 
故 可 认为 寺 =0。 


让 @ 由 于 平板 在 z 方向 无 限 宽 ， 又 平板 沿 x 
方向 移动 ， 因 此 流 场 可 以 看 成 是 xDy 平面 上 的 


，。 _-。 。 流 场 ， 如 图 5.2 所 示 ， 故 可 认为 w=0: 训 =0。 


图 由 于 不 考虑 重力 ， 故 质量 力 为 零 。 
由 不 可 压缩 非 定常 粘性 气体 动力 学 方程 组 


=0 (i=1~3) (5-4-1) 


1 


图 5.2 突然 加 速 平板 时 其 附近 气体 的 流动 


au 
Du 人 du ,19P pf ow 0 
a om ph pl mw 
这 里 采用 了 Einstein 求 和 规约 。 于 是 ， 将 本 问题 的 上 述 条 件 代入 到 基本 方程 组 后 便 得 到 


] (k=1~3) (5-4-2) 
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ow 
定 =0 (5-4-3) 
z 
下 要 可 
Ny (5-4-4) 
19P_Aoo dv dv 
ee (5-4-5) 
pW poy or ay 
相应 的 边界 条 件 如 下 
@ 初始 条 件 :=0: w=0,v=0,P=P ( 当 y>0 时 ) 
@ 边界 条 件 y=0: u=U,v=0, ( 当 10 时 ) (5-4-6) 
?一 om: u=0,v=0,P | =P ( 当 上 >0 时 ) 


I 


显然 ， 将 式 (5-4-3) 对 y 积分 并 注意 定 解 条 件 ， 则 有 v=0; 也 就 是 说 ， 在 任意 时 刻 ， 流 
场 沿 》 向 没有 分 速度 。 相 应 的 式 (5-4-5) 变 为 9P/3y =0， 将 该 式 对 》 积分 , 便 有 P=P. 
它 表 示 在 任意 时 刻 流 场 中 任意 点 处 的 压强 均 为 已 。 又 由 wp=0， 则 式 5-4-4) 变 为 


DAO 


= (5-4-7) 
or poy 
这 是 个 典型 的 扩散 方程 ， 对 于 它 可 以 提 初 、 边 值 定 解 条 件 ， 其 具体 形式 为 
t=0,y>0: wu=0 
y=04>0: wu=U, (5-4-8) 


?一 st>0: u=0 
引进 变换 ， 也 就 是 说 由 (1,y) 变 为 (6,7) ， 其 变换 关系 为 


€=1 
| > -= (5-4-9) 
2(up) 2 
这 里 =A/p 。 于 是 


Du _ udE ,duoN_ ou_ Nou 


maa ma a 250n 


站 (5-4-10) 


四 an 2 


Ou Es a 腾 : 吉美 必 - 1 du 
wy Hy) sd)y ny /yy 4 
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将 式 (5-4-10) 代入 到 式 (5-4-7)， 得 到 
Ou Qu Ou 
+ 于 让 (5-4-11) 
利用 变换 关系 ， 则 边界 条 件 式 〈5-4-8) 变 为 
a u=U, 
n>~,6>0: wu=0 
由 此 定 解 条 件 可 见 ， 它 与 5 无 关 ， 于 是 可 以 假设 式 (5-4-11) 的 解 与 5 无 关 ， 即 可 假定 u 
仅 是 的 函数 ， 因 此 式 5-4-11) 可 以 变 成 


(5-4-12) 


合理 -0 (5-4-13) 
令 
u=U,f(n) (5-4-14) 
则 方程 式 (5-4- 13) 以 及 边界 条 件 式 〈5-4-12) 分 别 变 为 
f°+2nf’=0 (5-4-15) 
f(0)=L,f(%)=0 (5-4-16) 


式 中 ，/" 表 示 f 对 nn 求 导数 。 
这 样 ， 便 将 一 个 偏 微分 方程 的 求解 问题 变 一 个 常 微分 方程 的 边界 问题 了 ， 因 此 这 时 的 解 
称 为 相似 解 。 积 分 式 (5-4-15) 得 


f=Ghe"dn+tc, 
由 边界 条 件 式 (5-4-16) 可 定 出 C1 与 C; 为 
2 
a = 
于 是 可 得 到 f 的 具体 表达 式 ， 而 后 再 利用 式 (5-4-14) 便 得 到 w， 即 
==1-erf (nm) =erfe(n) (5-4-17) 


0 


C=l 


这 里 erf(n) 称 为 关于 的 高 斯 误差 函数 ， 而 erfc(n) 称 为 关于 的 补 尝 误 差 函 数 ， 它 们 的 定义 
分 别 为 


of)= 二 人 erdn (5-4-18) 
n 
2 fo 
fen)= he dn (5-4-19) 
nT 
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这 两 个 函数 在 王 竹 溪 与 郭 敦 仁 先生 合 写 的 专著 〈 见 文献 [54] ) 中 有 介绍 。 式 (5-4-17) 可 
画 成 曲线 ， 图 5.3 (a) 给 出 了 无 量 分 解 为 1 速度 xw 随 相似 变量 n 的 变化 曲线 。 可 见 ， 利 用 变 
换 式 (5-4-9) (这 里 应 称 相似 变换 式 )， 可 以 将 wx-y 平 面 内 各 个 不 同时 刻 的 一 族 速度 分 布 
曲线 ， 如 图 5.3 (b) 所 示 ， 变 成 在 x -7 平面 内 的 同一 条 曲线 ， 如 图 5.3 (a) 所 示 。 从 图 5.3 
(a) 上 可 以 看 出 ，7 愈 大 ， 则 ww 值 愈 小 ， 当 n=2 时 ， 则 w=0， 即 w~0， 这 就 是 说 粘性 作 
用 局 限 在 n=2 以内。 当 nn=1.82 时 ，w" =0.01， 故 可 以 把 m=1.82 作为 边界 层 的 名 义 厚度 6 ， 
即 555] 

6=3.64V (5-4-20) 


TT 


08 erfetm) 


04 


0 0204060810 
加 
(a) @) 
图 5.3 速度 分 布 曲线 
对 空气 来 说 ， 在 15C 时 ，7=14.6x10< mz/s ， 平 板 移动 1 min 之 时 ， 章 切 层 的 厚度 为 
6 =108 mm ， 可 见 ， 粘 性 扩散 范围 与 V5 成 正比 。 另 外 ， 在 同一 时 刻 p 如 果 》 值 愈 大 〈 即 
离开 平板 愈 远 )，n 值 也 愈 大 ， 即 w* 值 愈 小 ， 也 就 是 说 气体 由 于 粘性 被 带动 的 速度 愈 小 。 下 
面 简单 地 分 析 一 下 涡 量 的 扩散 。 显 然 ， 这 里 仅 有 惟一 的 涡 量 分 量 w,， 由 式 〈5.1.4) 及 式 
(5-4-17) 可 以 获得 它 的 值 ， 即 


0 =- 昱 = 一 Le 全 (5-4-21) 


在 平板 表面 的 涡 量 为 


0 = 0.5642 Ue (5-4-22) 
wh 
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这 里 ty 为 平板 表面 的 摩擦 应 力 。 从 式 (5-4-21) 与 式 (5-4-22) 可 以 看 出 ， 在 板 启动 的 
有 瞬时 (+=0)， 板 面 处 涡 量 wo. 为 无 穷 大 ， 而 当 ! 趋 于 无 穷 大 时 ， 整 个 流 场 的 内 涡 量 @. 为 零 值 。 
从 物理 上 可 以 这 样 来 解释 : 初时 刻 z=0 时 ， 板 突然 以 速度 Uo 启动 ， 但 流体 尚 处 于 静止 状态 ， 
所 以 板 面 上 速度 梯度 无 穷 大 即 涡 量 也 就 无 穷 大 ， 这 恰 说 明了 涡 量 在 固 壁 产生 的 情况 0 。 随 着 
时 间 的 推 延 ， 由 于 粘性 的 作用 气体 逐 层 被 带动 ， 涡 量 向 外 扩散 。 如 果 在 流 场 内 划 这 样 的 一 条 
线 ， 在 这 条 线 上 w" =0.01， 从 上 面 的 分 析 可 以 知道 ， 在 这 条 线 的 一 侧 ( 即 w* <0.01) 可 以 认 
为 气体 几乎 尚未 受到 影响 而 处 于 静止 状态 ; 在 这 条 线 的 另 一 侧 〈 即 六 > 0.01 ) 可 认为 气体 已 
受到 影响 而 运动 。 很 显然 ， 这 条 线 所 对 应 的 7 值 为 1.82， 而 对 应 的 5 由 式 (5-4-20) 给 出 。 
该 式 说 明 : 所 划 的 线 不 是 固定 不 变 的 ， 而 是 随时 间 的 增加 向 外 推进 的 ， 也 就 是 说 涡 量 扩散 距 
离 按 3.64V 克 增长 ， 其 增长 率 为 
d51dr=1.82V5 (5-4-23) 
设想 速度 为 Uo 的 均匀 来 流 流 过 固定 的 无 穷 大 平板 的 上 方 。 当 坐标 系 建立 在 均匀 的 来 流 
上 时 ， 这 时 相对 坐标 系 下 的 观察 者 所 看 到 的 规律 就 是 上 面 所 述 的 情况 。 如 果 采 用 静止 坐标 系 
去 分 析 上 面 设想 的 问题 ， 这 时 涡 量 扩散 规律 仍 应 该 不 变 。 令 均匀 来 流 流 过 ! 距离 所 需 时 间 为 
6 =J/u。 ， 同 时 涡 扩 散 距 离 为 


5 =3.64V51 =3.64 于 (5-4-24) 
lo 
将 涡 扩散 距离 6 与 质点 流 过 的 距离 1 相 比 较 ， 即 
6 5 _ 3.64 
了 =3.64| 一 = (5-4-25) 
7T=3.64 vi 5-4 
式 中 Rs =Uol/5 (5-4-26) 


式 (5-4-25》 表明 涡 扩 散 距离 与 质点 流 过 的 距离 之 比 具有 /JR 的 量 级 。 因 此 ， 如 果 来 流 
速度 很 大 以 至 于 Rs 交 1 时 ， 则 5 <<!， 这 说 明 涡 量 集中 在 离 板 面 很 近 的 距离 之 内 。 显 然 ， 这 
样 一 个 结论 对 讨论 边界 层 流动 时 很 有 意义 。 现 在 我 们 来 考察 涡 通 量 ， 计 算 单位 长 度 ( 沿 x 方 
向 ) 平板 上 从 y=0 到 y= 区 间 内 涡 通 量 的 值 。 由 涡 通 量 7 定义 

J=fpo.ndo (5-4-27) 


在 本 问题 中 ，J 变 为 
J -ow = (5-4-28) 


这 表明 当 刀 一 时， 上 述 单位 长 度 平 板 上 的 半 无 限 区 域内 的 涡 通 量 为 常数 。 这 个 结果 还 说 明 ， 
如 果 区 域内 无 新 的 涡 源 ， 单 纯 的 涡 量 扩散 不 会 改变 无 限 大 区 域内 总 的 涡 通 量 。 另 外 ， 有 了 速 
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度 分 布 式 (5-4- 17)， 便 可 计算 板 面 上 的 局 部 摩擦 阻力 系数 Cr， 即 


a 
1 (5-4-29) 
Po08 50 UNn 


以 上 我 们 讨论 了 Stokes 第 一 问题 ， 它 是 1851 年 首先 由 Stokes 提出 并 加 以 讨论 的 ，1911 年 
Rayleigh 作 了 进一步 探讨 ，1930 年 E.Becket 又 把 这 个 问题 加 以 进一步 的 推广 ， 使 它 包括 一 
般 的 加 速度 变化 率 以 及 考虑 可 压缩 性 之 类 的 情况 ， 可 见 这 个 问题 是 很 值得 研究 的 。 


5.4.2 ” 驻 点 附近 的 二 维 与 三 维 流动 


如 图 5.4 所 示 ， 平 板 放 在 xOz 坐标 面 y 
上 ， 不 可 压缩 气体 在 远 上 方 垂直 流向 平板 ， 
并 在 x=0?=0 处 形成 洁 止 点 。 用 维 数 指数 
n 来 讨论 平面 流动 (n=2) 和 轴 对 称 流 动 
(n=3); 对 于 轴 对 称 流 动 ， 则 x 为 径 向 坐 
标 。 采 用 上 述 约 定 后， 不 可 压缩 流动 的 连 
续 方程 变 为 


(+)=0 (5-4-30) 


军 侈 最 区 域 0 因 要 边界 


动量 方程 变 为 图 5.4 驻 点 附近 的 流动 
ou, 9u__19P ko, 93/u) ou Wg 
Ur DT 状 社 [ 先 "3 (5-4-31) 
0 9 _19P kov, 1 9 va Pe 
i pe zr h* 登 ] (5-4-32) 
引进 一 个 辅助 待定 函数 f(y) ， 令 其 满足 如 下 关系 
“= 可 ro v=-Bf(y) (5-4-33) 
边界 条 件 为 
y=0: 7O)=07OD=0 (134 
?一 o: 7O)=1 


在 式 (5-4-33) 中 B 为 任意 常数 。 可 以 验证 式 (5-4-33) 满足 连续 方程 式 (5-4-30)。 
将 式 (5-4-33) 代入 到 式 (5-4-32) 后 得 到 
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F's Ep (5-4-35) 


可 以 证 明 满足 上 式 的 压强 P 表达 为 


Y 
ea to (5-4-36) 


n-l 
式 中 ，Po 为 灌 止 压力 ; F(y) 是 辅助 待定 函数 。 
将 式 (5-4-33) 和 式 (5-4-36) 代入 到 式 (5-4-31)》 后 得 到 


pr B 
+——f"+ 
5 了 (na-Du/p 


[07]=0 (5-4-37) 


式 中 ，f/" 表 示 f 对 y 求 导数 。 
将 式 (5-4-36) 代入 式 (5-4-35) 得 到 


Py 本 
f=7BF ph (5-4-38) 
与 上 边 两 个 方程 相对 应 的 边界 条 件 为 
Le f=0,1'=07=0 a 
?一 co: f=1 


式 (5-4~37) 中 只 包含 有 函数 f(>) ， 所 以 由 此 方程 及 相应 的 边界 条 件 可 以 先 求 得 f(y) ， 
然后 再 由 方程 式 (5-4-38) 求 得 


7 二 人 
rn-B(7 4 ] (5-4-40) 
积分 上 式 得 到 F(y) 。 于 是 整个 流 场 便 可 由 式 (5-4-33) 与 式 (5-4-36) 完全 确定 了 。 应 
该 指出 的 是 ， 历 史上 许多 学 者 一 直 研 究 与 改进 这 项 工作 ， 如 Hiemenz (1911 年 )、Howarth 
(1934 年 )、Homann (1936 年 )，Frossling (1940 年 )、Smith (1954 年 ) 和 Evans (1968 


年 ) 等 人 。 这 是 一 项 很 有 价值 的 工作 ， 文 献 [53] 的 作者 、 著 名 教授 White 先生 认为 :“ 驻 点 
附近 流动 的 研究 可 能 是 Navier-Stokes 方程 精确 解 的 最 重要 例子 ”。 


5.4.3 ”可 压缩 Couette 流动 


今 考虑 间距 为 h 的 两 无 限 大 平行 平板 ， 其 间 充 满 着 可 压缩 粘性 气体 ， 压 强 P 为 常数 ， 
流动 为 定常 流 。 底 板 固 定 ， 顶 板 以 恒 速 _ U. 在 自身 所 在 的 平面 内 平移 ， 如 图 5.5 所 示 。 板 间 
流体 的 运动 全 部 是 由 于 项 板 的 拖 动 作用 而 造成 的 ， 这 里 不 考虑 沿 》 向 的 自然 对 流 。 项 板 与 底 
板 面 上 的 参数 分 别 用 下 注脚 e 与 W 予以 区 别 ， 例 如 p.，T.，J。 为 顶板 面 上 的 相应 参数 值 ; 
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而 pw，Tw，jw， 为 底板 面 上 的 参数 值 。 对 于 所 i se 
选 定 的 坐标 系 ， 可 以 认为 平板 是 无 限 大 的 ， 并 且 ”对 zm a —v, 
假定 不 考虑 质量 力 的 作用 ， 于 是 边界 条 件 应 为 au 9) 


-E77 
[pg u=0,T=T, (4 


(5-4-41) P 常数 
y=h: wu=U.,T=T 


在 上 述 条 件 下 ， 该 流动 为 定常 、 平 行 流动 并 且 P 


Ph u=0, T=Tw 


为 常数 ， 即 图 5.5 可 压缩 库 埃 特 流动 
位 w=0, u=u(y), P=const, T=T(y) 
Da 0， ao (5-4-42) 
Er 0 


这 里 0 代表 w，P，T 等 中 的 任 一 物理 量 。 显 然 ， 这 时 自动 满足 连续 方程 ， 而 且 所 有 的 对 流 
变化 率 为 零 ， 因 此 动量 方程 和 能 量 方程 被 简化 为 


中 党 )- 旦 -9 (5-4-43) 
dt) 由 
Ge ri Cee (5-4-44) 
dl dy dd dl dy 由 
在 一 般 情况 下 ， 粘 性 系数 4 和 热传导 系数 上 都 只 是 温度 的 函数 
A=AC， k=k(T) (5-4-45) 
又 由 于 T 仅 是 y 的 函数 ， 故 有 
A=A)， k=k(y) (5~4-46) 
注意 到 f=t fy =c0nt=4e (5-4-47) 
dy 
对 能 量 方程 式 (5-4-44) 作 一 次 积分 ， 得 到 
ko 虹 +mw=c (5-4-48) 
dg 


式 中 积分 常数 由 底板 面 上 的 边界 条 件 ( 即 T=Tw,w=0) 确定 ，C 为 
c-( 空 ] =-gw (5-4-49) 
和 
其 中 gw 为 底板 面 的 热流 5255 ， 即 单位 时 间 内 通过 单位 面积 壁面 传 给 气体 的 热量 (或 称 热 
流 密度 591 )。 于 是 式 (5-4-48) 可 改写 为 


Kar+tudu=- du (5-4-50) 
条 Tw 
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将 上 式 由 底板 积分 到 两 板 之 间 的 任意 一 点 处 ， 可 得 


lt] kar=-2eu (5-4-51) 
. mp Sy 
如 果 上 式 积分 到 顶板 处 ， 则 有 
tw{l Tk 
gw = (B+ hser] (5-4-52) 


虽然 , 上 和 上 都 随 7 变化 ， 但 在 许多 情况 下 kb/ 几 值 却 几 乎 不 变 ， 因 此 假定 WA = const 是 一 个 
很 好 的 近似 ， 这 相当 于 假设 了 C,/ Pr 为 常数 。 引 进 此 假设 后 ， 式 〈5-4-52) 变 为 


c 2 
-区 人 -有 可 (5-4-53) 


特别 是 当 底板 绝热 ， 即 热流 gw =0 时 ， 称 此 时 壁 温 为 绝热 壁 温 〈 又 称 作 恢 复 温 度 )， 记 作 
Tw ， 其 表达 式 可 由 式 (5-4-53) 得 到 
Tw + Pr (5-4-54) 
2C 


Pr 


引进 埃 克 特 (E.R.G.Eckert) 数 Ec， 其 定义 为 


2 
u 


E.= (5-4-55) 
CT 
对 于 完全 气体 并 且 状 态 方程 取 P=RpT 时 ， 则 上 式 又 可 进一步 改写 为 
Ec=(7-1)M? (5-4-56) 
这 里 M 为 马赫 数 。 于 是 式 (5-4-54) 可 变 为 
Tw =1+ 工 PrEe =1+Y1M2Pr (5-4-57) 
下 2 2 
对 于 顶板 壁面 处 气体 的 灌 止 温度 为 
T=T+ LA 
7 
引进 温度 恢复 因子 "， 其 定义 为 5 
Tw -T_Tw-T =Tlw-T ce 
re (5-4-58) 


2c» 
这 里 工 . 与 Ti- 分 别 代表 自由 流 的 静 温 与 总 温 : Y 是 气流 的 速度 。 对 于 Couette 流 ， 则 温度 恢 
复 因子 r 可 认为 具有 如 下 关系 ， 即 
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(5-4-59) 


因此 有 (5-4-60) 


将 上 式 与 式 (5-4-54) 比较 可 知 ， 对 于 库 埃 特 流 则 有 r= Pr ， 很 显然 ，Pr 数 是 反映 粘性 效 
应 与 热传导 效应 比值 的 一 种 度量 ， 若 Pr <1， 说 明 热 传导 的 散热 作用 超过 粘性 应 力 的 输 运 作 
功 作用 ， 因 而 底 壁 滞 止 温度 低 于 项 壁 洁 止 温度 ， 相 反 ， 若 Pr >1， 则 这 时 散热 作用 小 于 粘性 
应 力作 功 的 作用 ， 于 是 底 壁 灌 止 温度 高 于 顶 璧 的 滞 目 温度。 另外， 壁面 传 给 流体 的 热量 应 由 
式 (5-4-53) 决定 ， 考 虑 到 式 (5-4-54)， 则 式 (5-4-53) 变 为 


twC, 
Ty- (5-4-61) 
(tT) 5-4-6 


gw = 


值得 注意 的 是 ， 壁 面 传 给 流体 的 热量 gw 与 (Tw -Tsw ) 成 正比 而 与 (Tw -7 ) 无 正比 例 关系 ， 引 
进 壁 面 摩 阻 系 数 C, ， 其 定义 为 


Tw 


G=1 (5-4-62) 
2P-L- 
对 于 Couette 流 ， 则 壁面 摩 阻 系数 C, 可 为 
CG=1 Tw (5-4-63) 
I 
FPeUe 
引进 斯 坦 顿 (Stanton) 数 St， 其 定义 为 
MN oa_ -4- 
3 prre ™ pve, 540 


其 中 Nu，Pr 与 Re 分 别 为 Nusselt 数 ，Prandtl 数 与 Reynold 数 ， 为 换 热 系数 ，V,p 与 C。 
分 别 为 流体 的 速度 、 密 度 与 定 压 比热容 。 对 于 Couette 流 ， 则 St 数 也 可 以 认为 具有 如 下 形式 
的 关系 ， 即 


下 Ah 
Sr RA (5-4-65) 

显然 ， 将 式 〈5-4-65) 代入 到 式 (5-4-61) 便 推出 
=2Pr (5-4-66) 
这 里 St 是 下 板 面 上 的 Stanton 数 。 值 得 注意 的 是 ， 这 里 上 、 下 板 面 的 C; 是 相等 的 ， 但 一 般 
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来 说 ， 上 、 下 板 面 的 St 数 并 不 相同 。 另 外 ， 式 〈5-4-66) 是 针对 可 压缩 气体 的 Couette 流 
动 得 到 的 ， 对 于 其 他 情况 下 的 流动 ， 例 如 层 流 边 界 层 流动 ， 则 上 式 要 作 修 正 "%51。 


§5.5 剪 切 层 与 边界 层 的 概念 以 及 相似 解 存在 的 条 件 
5.5.1 剪 切 层 的 概念 以 及 它 的 主要 力学 与 物理 特性 


由 流体 力学 的 基础 知识 知道 ， 流 体 运 动 时 可 以 发 生 两 种 性 质 的 变形 ， 一 种 是 线 变形 它 
对 应 于 拉 伸 和 压缩 )， 另 一 种 是 角 变 形 〈 它 对 应 于 剪 切 )。 如 果 流 层 具 有 大 的 角 应 变 〈 即 剪 切 
变形 率 ) 则 称 该 流 层 为 剪 切 层 。 在 韵 切 层 中 速度 的 梯度 较 大 ， 而 且 强 的 剪 切 通常 发 生 在 落 层 
中 ， 这 是 高 雷诺 数 流动 的 特点 。 剪 切 层 的 例子 很 多 ， 图 5.6 给 出 了 几 种 典型 的 剪 切 层 。 图 中 
之 所 以 把 尾 迹 、 射 流 和 管 流 也 都 作为 剪 切 层 的 例子 ， 是 因为 它们 的 物理 过 程 在 本 质 上 是 一 样 
的 。 通 常 ， 如 果 根 据 边 界 的 几何 特点 ， 剪 切 层 可 以 分 为 两 大 类 : 一 类 是 自由 剪 切 层 〈 如 混合 
层 、 尾 迹 和 射流 等 )， 另 一 类 是 非 自 由 前 切 层 〈 例 如 边界 层 )。 边 界 层 是 强 剪 切 层 的 例子 ， 它 
是 我 们 后 面 章节 要 讨论 的 重点 。 


RS 

2 cc 
(a) (b) 

= Fs 
(e) 


图 5.6 各 种 典型 的 剪 切 层 
(a) 混合 层 :(b) 边界 层 及 尾 迹 : (c) 射 液 : (d) 管 流 
首先 以 二 维 定常 不 可 压缩 粘性 流 为 例 分 析 一 下 粘性 项 对 流体 运动 所 带 来 的 一 些 特点 。 在 
直角 笛 卡 尔 坐 标 系 下 其 N-S 方程 为 
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i (5-5—-3) 
ry 


由 式 (5-5-1) 与 式 (5-5-2) 可 以 看 出 ， 粘 性 应 力 对 运动 的 影响 主要 取决 于 上 述 两 方程 
的 最 后 一 项 。 为 便于 分 析 ， 将 上 述 方程 量 纲 化 为 1， 因 此 有 


5 2 
i (5-5-4) 
00 00 9P” 1 (9 0 
人 世人 名 ] (5-5-5) 
六 + 六 -0 (5-5-6) 
和 
式 中 光 £ mY u (5-5-7) 
P' =—7, Re=L, p=const, J=const 
PU 四 


这 里 为 特征 长 度 : U 为 特征 速度 。 可 以 证 明 在 大 雷诺 数 流动 的 情况 下 ， 草 切 层 流动 
具有 如 下 几 点 力学 与 物理 的 特征 : 

(1) 在 粘性 项 中 ， 正 应 力 项 通常 不 大 ， 所 以 沿 流向 的 粘性 应 力 梯度 通常 是 不 重要 的 〈 通 
过 激 波 时 的 情况 除外 )。 沿 与 流动 垂直 的 方向 〈 以 下 简称 沿 跨 流 方向 ) 切 应 力 梯度 很 大 。 以 边界 
层 为 例 ， 在 很 注 的 厚度 6 内 ， 发 生 了 很 大 的 剪 切 变形 率 ， 也 就 是 说 这 时 粘性 项 起 着 重要 作用 。 

(2) 在 剪 切 层 中 通常 都 要 发 生 强 的 动量 交换 ， 也 可 能 存在 着 强 的 热传导 。 为 便于 描述 
剪 切 层 的 这 些 特征 ， 定 义 了 各 种 厚度 〈 例 如 边界 层 名 义 厚 度 5， 位 移 厚 度 外 ， 动 量 厚度 〈 又 
称 动量 亏损 厚度 ) 9， 能 量 厚度 〔 又 称 能 量 耗 散 厚度 ) 6 等 ) 以 及 它们 的 组 合 量 ( 例 如 形状 
因子 妃 等 )， 它 们 都 是 剪 切 层 的 重要 特征 参数 。 下 面 给 出 上 述 有 关 参 数 的 定义 。 

边界 层 名 义 厚度 6: 它 是 速度 达到 自由 流速 度 的 某 个 百分数 时 高 壁面 的 距离 ， 例 如 这 个 
百分数 可 以 取 99% 或 者 99.5%。 


位 移 厚 度 5 定 义 为 。 5 = 上 0- -dy (5-5-8) 

动量 厚度 9 定义 为 ”9= 让 人 E(- 上 )dy (5-5-9) 
Pate 
2 

能 量 厚度 5 定义 为 。 5 = 人 -2 0- 丘 )qy (5-5-10) 
Pu 下 


形状 因子 刀 定 义 为 刀 = 末 (5-5-11) 
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在 上 面 儿 式 中 ，u。.，p. 为 自由 流速 度 与 密度 ; h 是 略 比 6 大 的 常数 。 关 于 这 些 特征 参数 的 物 
理 含义 与 详细 解释 ， 读 者 可 参阅 已 学 过 的 流体 力学 基础 课程 (例如 文献 [2,3,4，9,13,24] 等 )， 
这 里 不 再 讲述 。 

(3) 对 于 边界 层 问题 ， 在 边界 层 内 粘性 力 与 惯性 力 具有 同 阶 大 小 。 根 据 这 些 特点 ， 很 容 
易 将 式 (5-5-4)、 式 (5-5-5) 和 式 (5-5-6) 组 成 的 方程 组 作 进一步 简化 。 先 估计 一 
下 方程 中 每 一 项 的 数量 级 大 小 。 当 x 从 0 变 到 Ly 从 0 变 到 hh( 它 略 大 于 8) 时 ， 相 应 地 大 
由 0 变 到 1，y 由 0 变 到 e (这 里 a=6/L)， 所 以 y 与 & 同 量 级 ， 即 y*~e; 因此 很 容易 分 析出 


[ Ou” du 9o” 凑 | 
Wr | 


上装 攻 车] 
(5-5-12) 


借助 于 上 面 分 析 的 结果 ， 对 量 纲 为 1 的 基本 方程 组 采用 忽略 关于 e 的 一 次 方 及 其 一 次 方 以 上 
的 小 量 ， 并 将 简化 后 的 量 为 1 的 网 方程 变 为 有 量 纲 形式 ， 即 
Du du 19P J9%u 


Ts (5-5-13) 
ox 9 pa po 

19P 

一 一 =0 (5-5-14) 
po 

Ou oz 

CAD (5-5-15) 
1t 15 


上 述 方程 组 就 是 二 维 不 可 压缩 流动 的 薄 鸡 切 层 方程 组 ， 也 称 边界 层 方程 组 。 边 界 层 方程 组 与 N-S 
方程 组 相 比 ， 从 数学 上 看 方程 的 类 型 发 生 了 重大 变化 。 对 于 定常 流动 ，N-S 方程 为 椭圆 型 ， 而 边 
界 层 方程 为 抛物 型 。 由 于 沿边 界 层 垂直 于 主流 方向 上 的 压强 可 认为 是 常数 , 因此 压强 的 分 布 P(x) 
在 边界 层 分 析 中 可 以 认为 是 已 知 的 ， 它 是 由 边界 层 外 部 的 无 粘 分 析 提供 的 。 这 就 是 说 ， 对 于 不 可 
压缩 流动 ， 边 界 层 外 的 自由 流动 速度 u.=u.(x)〔 这 里 认为 x 是 主流 方向 ， 也 可 以 认为 它 是 平行 于 壁 
面 的 坐标 ) 可 以 借助 于 Bemouli 〈 伯 努 利 ) 方程 与 P(x) 联 系 起 来 。 例 如 ， 对 于 定常 流动 

dp du 

A (5-5-16) 
因此 ， 规 定 P(x) 相 当 于 规定 边界 层 外 的 wC9 分 布 。 对 于 能 量 方程 ， 如 果 是 可 压缩 完全 气体 ， 
则 为 
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pc, 旺旺 +9+t 了 (5-5-17) 
或 者 
de 
PE=VUVT) + -PVV (5-5-18) 
对 于 不 可 压缩 流体 ， 则 能 量 方程 为 
pC p+kVT (5-5-19) 


因此 对 于 二 维 不 可 压缩 流动 在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 中 便 可 写 为 


rs es 


注意 到 边界 层 的 特点 ， 上 式 又 可 简化 为 


， ， 
oc Cp + +] (5-5-21) 


Ea 
因此 式 (5-5-13)、 式 (5-5-15) 以 及 式 (5-5-21) 便 构成 了 以 u,v 和 7 为 未 知 量 的 边 
界 层 方程 组 。 这 个 方程 组 的 边界 条 件 是 


oT 
=0: u=0, T=7, = 
u w 或 者 g(x) a 


y=6: Wu=u(W), T=T 


5.5.2” 层 流 边界 层 方程 存在 相似 性 解 的 条 件 


相似 性 解 是 一 个 非常 有 用 的 概念 。 下 面 以 二 维 、 定 常 、 不 可 压缩 、 层 流 边界 层 方程 为 例 
来 说 明 这 个 概念 。 在 上 述 条 件 下 边界 层 基本 方程 和 边界 条 件 为 


N+ (5-5-23) 
y=0: u=0,v=0 
ym: u=u.(0) 
在 一 般 情况 下 ， 上 述 方程 组 的 解 x 和 v 应 该 是 x 与 y 的 函数 ( 即 u=u(x,y) 与 v=v(x,y))。 如 
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果 在 某 些 特殊 情况 下 ， 式 〈5-5-23) 的 解 可 以 写 为 

u/u. =9OD) (5-5-24) 
其 中 中 是 风 y 的 某 一 特定 组 合 函数 ， 而 函数 p(m) 仅仅 是 与 ?有 关 的 一 个 任意 函数 。 因 此 
称 式 (5-5-24) 为 方程 式 (5-5-23) 的 相似 性 解 ， 并 称 7 为 相似 性 变量 。 也 就 是 说 相 
似 性 解 的 存在 ， 要 求 速度 剖面 仅 与 有关。 显然 ， 在 方程 具有 相似 性 解 的 情况 下 ， 自 变 
量 的 数目 由 两 个 (这 里 为 x 和 y) 减少 为 一 个 (这 里 为 n)， 而 关于 wu 与 v 的 偏 微分 方程 
这 时 可 化 为 关于 w，v 的 常 微 分 方程 来 求解 。 然 而 并 不 是 所 有 层 流 边界 层 方程 都 有 相似 
性 解 。 那 么 ， 存 在 相似 性 解 究竟 应 该 具备 什么 条 件 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 下 面 分 三 个 
小 问题 进行 讨论 。 


一 、 用 无 量 纲 函数 了 表达 的 边界 层 动量 方程 
引进 有 量 纲 的 流 函 数 w(x,y) ， 它 满足 
xu=gy/1ay， uv=-ay/ax (5-5-25) 
将 它 代 入 到 式 〈5-5-23) 中 的 第 二 式 子 后 变 为 
Ay oY yay_, de Hay (5-5-26) 


根据 相似 性 解 的 概念 ， 取 组 合 变 量 并 定义 量 纲 为 1 的 量 5， 它 们 分 别 定义 为 


| x 
= 一 一 ， = 了 (5-5-27) 
g(x*) L 
这 里 g(x) 称 为 尺度 因子 。 令 流 函数 为 
YHy)=u(0 g(r)fE,N) (5-5-28) 


借助 于 著名 的 Falkner-Skan (法 沃克 纳 -斯 坎 ) 变换 [6 式 (5-5-27)， 将 各 物理 量 由 (x,y) 坐 
标 系 变换 到 (5,m) 坐标 系 ， 于 是 在 (z 愉 坐标 系 中 这 时 对 x 和 对 y 的 导数 为 
WB_1% ne WB_1% 
ax LE gm 9 gm 
由 式 (5-5-25) 及 式 (5-5-29) 并 注意 到 式 (5-5-27) 与 式 (5-5-28)， 便 可 得 


wf 
Sy (5-5-30) 
二 ,_ MB 
= Mue8f -f(gu.) L 


(5-5-29) 


进而 得 到 
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9 
pr My (5-5-31) 


上 面 几 个 式 中 

,de “=n), ,_ d(gu.) 

a 三 = (gu.) i 

HEMD jos 0 A) 
Er 


(5-5-32) 


f"= 


a =80, CDgCD] = Su.g) 
(5-$-33) 
p=2 0 ) ， 


En (0) = 
日 


这 里 =A/p 人 ) 代 入 到 式 (5-5-26) 中 并 注意 到 式 (5-5-33)， 
于 是 得 到 


,起 5 
f°+ap"+B[1-(7) ]= Ea 项 -7 旁 ] (5-5-34) 
二 、 存 在 相似 性 解 的 条 件 
由 前 面 的 分 析 以 及 式 〈5-5-24) 这 个 相似 性 解 必须 满足 的 条 件 可 知 ， 相 似 性 解 仅 当 上 
和 上 广 与 5 无 关 时 才能 够 存在 ， 所 以 方程 式 (5-5-34) 右边 的 项 必须 等 于 零 ， 同 时 方程 左边 


的 系数 a 和 有 也 必须 是 与 &( 即 x) 无 关 的 常数 ， 于 是 便 得 到 了 存在 相似 性 解 的 两 个 条 件 ， 即 


条 件 1: of 19E=0 
条 件 2: «=2® Er (CD8CO]= const (5-5-35) 
B= EQ)= const 


这 里 5=J/p。 条 件 1 表明 ,7 与 5 无 关 ， 即 1(G, 们 应 该 变 为 f(m); 引 /9n 应 变 为 /dn ; 条 
件 2 表 明 : a 和 也 与 5 或 者 x) 无 关 。 显然 ， 当 具备 这 两 个 条 件 时 ， 偏 微分 方程 式 (5-5- 26) 
转化 为 式 (5-5-36) 所 表达 的 常 微分 方程 和 相应 的 边界 条 件 
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f°+afr’+B[1-(7)]=0 
n=0: f=0,f’=0 (5-5-36) 
了 一: f=L,f"=0 


5.5.3 ”平板 边界 层 的 Blasius 解 


考察 粘性 来 流 流 过 无 限 长 平板 的 边界 层 流动 。 选 取 x 轴 沿 平板 方向 ， 并 且 坐 标 原点 取 为 
平板 的 前 缘 ; 假定 外 部 势 流 场 是 均匀 流 场 ， 这 时 边界 层 方程 为 


一 + 一 =0 (5-5-37) 
y=0 且 x>0 处 :w=0,v=0 
y 福 时 , u=u, 

因 w,=w=const， 故 B=0， 取 


g()=,| (5-5-38) 


容易 验证 这 时 =1， 相 似 性 变量 7 为 


y pu 
A (5-5-39) 
5 中 2 


将 wa=1 与 =0 代 入 到 (5-5-36) 式 中 的 第 一 个 式 子 得 
"+ 厅 "=0 
边界 条 件 和 
应 该 说 明 的 是 ， 平 板 边 界 层 问题 首先 是 由 Blasius 于 1908 年 解决 的 ， 其 解 称 为 Blasius 解 ; 
Topfer 在 1912 年 就 已 经 采用 数值 积分 的 办 法 对 式 (5-5-40) 进行 了 具体 的 计算 。 作 为 课 
后 作业 ， 读 者 可 用 现代 数值 方法 ，( 例 如 高 精度 差分 方法 或 数值 积分 方法 ) 在 计算 机 上 完成 
式 (5-5-40) 的 数值 解 。 


(5-5—-40) 


5.5.4 非 耦 合 层 流 温 度 边 界 层 的 相似 性 解 


对 于 密度 变化 很 小 的 流动 ， 可 以 先 由 连续 方程 和 动量 方程 解 出 速度 分 布 ， 然 后 再 由 能 量 
方程 求解 温度 场 。 利 用 边界 层 连 续 方程 和 动量 方程 求解 速度 场 的 过 程 ， 常 称 作 求解 速度 边界 
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层 问 题 (简称 解 速度 边界 层 );， 在 已 解 出 的 速度 场 基础 上 ， 用 边界 层 能 量 方程 求 温度 分 布 的 
过 程 常 称 作 求解 温度 边界 层 问题 〈 简 称 解 温 度 边 界 层 或 热 边界 层 )。 对 于 可 压缩 流动 ， 由 于 
密度 不 能 作 常数 处 理 ， 因 此 应 将 连续 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 联 立 求解 。 所 以 ， 如 果 采 用 
边界 层 方法 求解 流 场 ， 便 存在 着 边界 层 的 速度 场 与 温度 场 的 耦合 "0。 为 便于 说 明 温度 边界 层 
的 相似 解 ， 这 里 先 讨论 非 耦合 情况 下 层 流 的 温度 边界 层 。 首 先 对 两 种 边界 层 的 厚度 作 数量 级 
分 析 。 容 易 证 明 


» 
Sl 加 | 1 (5-5-41) 


这 里 工 为 特征 长 度 ，6, 与 6 分 别 代表 速度 边界 层 名 义 厚度 与 温度 边界 层 厚度 ，Pr 与 Re 分 
别 为 普 朗 特 数 与 雷诺 数 。 显 然 

-让 (5-5-42) 
这 表明 ， 温 度 边界 层 厚 度 6. 与 速度 边界 层 厚 度 6 之 比 与 Pr 有 关 。 也 就 是 说 当 Pr >1 时 ， 
6.<6,; 当 Pr<1 时 ，6, >6.。 事 实 上 ，Pr 数 是 表征 气体 热 扩散 率 与 粘性 扩散 率 之 比 的 准则 
数 。 通 常 ， 大 多 数 流体 Pr 数 的 数量 级 为 1 或 1 以 上 ， 因 此 6,/6, 的 数量 级 一 般 大 于 1。 下 面 
讨论 温度 边界 方程 。 对 于 二 维 、 不 可 压缩 、 定 常 、 温 度 边界 层 ， 常 有 如 下 的 两 种 形式 


2 
oc[ 本 -上 党 :人 芝 ] (5-5-43) 


2 
oc (并 (5-5-21) 
它们 分 别 是 两 种 形式 的 能 量 方程 式 (5-5-17) 与 式 (5-5-19) 在 边界 层 情况 下 的 简化 。 
以 式 (5-5-43) 式 为 例 ， 该 式 左边 两 项 表示 对 流 热 传 输 项 ， 右 边 三 项 依次 代表 压缩 功 项 、 
热传导 项 和 粘性 耗 散 项 。 如 果 忽 略 压缩 功 项 和 粘性 耗 散 项 ， 则 式 (5-5-43) 被 简化 为 


oc[ 汉 + 本 (5-5-44) 


这 是 许多 工程 传 热 问题 中 常用 的 一 种 形式 。 对 于 上 述 两 个 方程 的 边界 条 件 即 壁面 条 件 ， 显 然 
它 较 速度 边界 层 问 题 要 复杂 ， 今 分 别 说 明 如 下 。 
一 、 温 度 边 界 层 的 壁面 情况 
速度 边界 层 所 关注 的 是 物体 的 粘性 摩擦 阻力 问题 〈 例 如 求 rw 与 C; 等 )， 而 温度 边界 层 
则 主要 侧重 于 研究 流体 与 物体 表面 间 的 热 交 换 、 热 流通 量 。 所 以 弄 清 壁面 情况 至 关 重 要 。 由 
傅立叶 定律 
avwCDO=-(9710y),，。 (5-5-45) 
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其 中 (97/ay),。 为 壁面 法 线 方向 上 的 气体 温度 梯度 ， 因 此 只 要 知道 了 边界 层 的 温度 分 布 
T(x,y) ， qw(x) 的 分 布 便 确 定 了 。 根 据 气 体 与 壁面 之 间 的 热 交 换 情况 ， 壁 面 可 分 为 


(1) 等 漫 壁 面 ，y=0 处 ，T =Tw = const 

(2) 壁面 上 给 定 温度 分 布 ，y=0 处 ，T =Ty (x) 

(3) 绝热 壁面 (27/3y),。=0，gw (9)=0 

(4) 冷 壁 面 ，(37/3y),.。 >0，gw(x) <0〈 壁 面 吸 热 ) 
(5) 热 壁 面 ，(37/3y),.。<0，gqw(x) >0〈 壁 面 放 热 ) 


对 于 后 两 种 壁面 ( 即 物体 与 流体 之 间 以 一 定 的 热流 量 进行 交换 )， 有 
Nu 〈 给 定 壁 面 热流 量 ) 


(5-5—46a) 
(5-5-46b) 
(5-5—46c) 
(5-5-46d) 


(5-5-46e) 


(5-5-46f) 


(5-5-47) 


(5-5-48) 


(5-5-49) 


pr et he 
wy Ew LI 
这 里 Nu( 努 塞 尔 ) 数 是 给 定 的 。 
二 、 平 板 层 流 温度 边界 层 的 相似 性 解 
二 维 、 不 可 压缩 、 定 常 、 沿 流向 无 压强 梯度 的 边界 层 方程 组 (其 中 包括 动量 与 能 量 方程 ) 
为 
CA 
ar Oy 
Bu yA 
az 2 poy 
3 ,I Mp FT, WP 
ot Pr Ea we 
其 边界 条 件 是 


T=T, 


(5-5-50) 


这 里 6 与 6 分 别 为 速度 边界 层 与 温度 边界 层 名 义 厚度 。 虽 然 在 一 些 工程 问题 中 常 可 以 省 略 


粘性 耗 散 项 3， 在 这 种 情况 下 式 (5-5-49) 可 变 为 
nev k aT 
dx 9 pC oy 


(5-5-51) 


但 我 们 这 里 仍 想 从 式 〈5-5-49) 出发， 研究 相似 解 存 在 的 条 件 。 引 进 Falkner-Skan 变换 式 


(5-5-27) 并 取 
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g(x)= 3 以 及 E=x (5-5-52) 
pu 


将 式 (5-5-29) 作用 于 温度 T， 以 便 求 出 式 (5-5-51) 所 需要 的 导数 项 ， 然 后 再 代入 到 
式 (5-5-51)， 注 意 使 用 式 (5-5-30)， 可 得 到 


下 + + 才 芝 -7 过 ] (5-5-53) 
其 中 上 标 一 撒 与 两 撤 分 别 表示 对 思 求 一 次 与 二 次 导数 ; m 的 定义 为 
Ne (5-5-54) 
we dr 


引进 温度 量 纲 为 1 的 9 ， 它 满足 如 下 关系 
T=T.+T.(1-0)B(x) (5-5-55) 


这 里 了 .为 温度 边界 层 外 缘 温 度 ，6 =6(xm) ;， B(x) 表示 一 个 待定 函数 。 在 给 定 壁面 热流 时 ， 
即 


k 


97T) -= -0 px (5-5-57) 
on 八 k VNpu, 


因此 将 式 (5-5-55) 代入 到 式 (5-5-57)， 为 简单 起 见 ， 可 以 取 6% =1， 则 得 到 


元 证 多- (5-5-56) 


它 又 可 写 为 


BW) = 40 (5-5-58) 
TVRe 
另外 ， 将 式 (5-5-55) 的 (5-5-53)， 便 得 到 关于 6 的 二 阶 方程 ， 即 
“ 2 90 gf a 
让 0"+ f0'+n(1-0)f’= OE "学 ] (5-5-59) 
这 里 与 mm 类 似 ， a 1 的 参数 。 对 于 给 定 壁 面 热流 的 情况 ， 则 n 的 表达 式 为 
na (5-5-60) 
Bar 


仿照 讨论 速度 边界 层 相 似 性 的 办 法 去 讨论 温度 边界 层 问题 ， 所 以 要 使 6 仅 与 有 关 而 与 x 无 
关 ， 则 式 (5-5-59) 即 

到 6 + 0'+n (1-0)f’=0 (5-5-61) 
显然 上 式 仍 含 了 项 ， 因 此 速度 边界 层 具 有 相似 性 解 是 温度 剖面 相似 的 前 提 条 件 。 另 外 ， 由 方 
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程式 (5-5-59) 的 右 端 项 为 零 并 注意 左 端 项 系数 m 与 的 特征 ， 便 可 得 到 存在 相似 性 解 的 

两 个 条 件 ， 即 

a0 

和 全 0 | (5-5-62) 
条 件 2: m=const,n=const 

条 件 1 表明 ，6 与 x 无 关 ， 仅 是 的 函数 ， 所 以 式 (5-5-61) 应 是 关于 9 的 二 阶 常 微分 方 

程 ， 条件 2 表明 ， 在 速度 边界 层 与 温度 边界 层 非 耦合 的 情况 下 ， 式 (5-5-61) 是 关于 6 的 

二 阶 线性 常 微分 方程 4' 中， 显然 这 时 常 微分 方程 的 求解 比较 容易 。 


$5.6 基于 I-S 变换 的 二 维 可 压缩 层 流 边 界 层 求解 方法 


这 里 主要 介绍 基于 Illingworth( 依 林 沃 斯 ) -Stewartson ( 史 蒂 华 生 ) 变换 (简称 I-S 变 
换 ) 的 边界 层 相 似 解法 。 在 层 流 边界 层 的 研究 中 ， 有 许多 非常 优秀 的 微分 型 或 者 积分 型 的 计 
算 方 法 。 这 里 之 所 以 选择 介绍 它 ， 是 因为 这 种 方法 属于 精确 解 ， 并 且 在 某 种 情况 下 ， 可 以 从 
数学 上 证 明 !%1: 在 可 压缩 边界 层 中 存在 着 相似 性 解 !?]。 这 从 本 质 上 讲 是 件 非常 重要 的 事情 ， 
或 许 更 重要 的 是 ， 相 似 性 解 可 以 作为 校 验 与 鉴定 目前 计算 流体 力学 中 所 发 展 的 各 种 近似 方法 
与 差分 格式 的 精度 。 正 是 由 于 这 些 缘故 ， 本 节 想 从 I-S 变换 出 发 简明 地 说 明 一 下 导出 相似 性 
解 的 过 程 。 首 先 ， 引 进 I-S 变换 ， 将 (x,y) 坐 标 平面 上 的 物理 量变 换 到 (6,n) 坐标 平面 上 ， 其 
变换 式 为 


dE = Pe dr Ea=E(x) 

Ev (5-6-1) 
Pdy Nan,y) 
Pp 


0 


式 中 ， 下 标 e 为 边界 层 外 缘 的 流动 参数 ， 下 标 0 表示 边界 层 外 部 势 流 的 等 炉 沾 止 参 数 ，a 为 
声速 。 借 助 于 式 (5-6-1) 将 各 物理 量 由 (x,y) 坐标 系 变换 到 (5,m) 坐标 系 ， 于 是 在 (x%, 7) 坐 
标 系 中 对 x 和 对 y 的 导数 为 


dn= 


WB _ phoe WAN 


Ox pooao 9 dx 9 (3-6-2) 


ap 
9 apo 9 
这 里 9 代表 流体 的 任意 物理 量 。 定 义 流 函数 w(x,y)， 使 其 满足 
ov_p, pe (5-6-3) 


By pe” ax po 
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将 式 (5-6-2) 作用 于 流 函 数 y 上 ， 得 到 


时 -in 遇 -5 (5-6-4) 
这 里 
元 = 人 v 
ae 
Sy (5-6-5) 
-Polo pian 
Dr [xz 电 ] 
于 是 将 式 (5-6-2) 用 于 连续 方程 
dpu) (po) _ 二 
5 (5-6-6) 
可 变 为 
Da 90 
Ei (5-6-7) 
另外 ， 又 由 于 边界 层 动量 方程 与 能 量 方程 分 别 为 
ou du_ dp 9f ou 
Pi tp 中 ] (5-6-8) 
on ah_ dP 3f pn) fax ee 
ee ea (5-6-9) 
或 者 
ul19 Qu, po 
1- (5-6-10) 
“a Dy - 记 [ 六 ] 党 ed 
其 中 与 及 分 别 代 表 静 烩 与 总 烩 。 假 定 外 部 势 流 是 等 炉 的 ， 并 注意 到 如 下 关系 式 
2 
Ce [Cee (5-6-11a) 
Ou _ a Ou da, Ou _ a. On 
ee (5-6-11b) 
WE dE a dE "an a, on 
“ 营 -( 和 (5-6-1lc) 
dE mw “dt a.d 
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这 里 
Nas- 此 ， w= 名 ,M, = 时 
PH Po a 
Sim 
G(M)=—2— 
上 
令 
@s=—-l 


(5-6-11d) 


(5-6-1le) 


(5-6-11f) 


(5-6-11g) 


(5-6-1lh) 


(5-6-12) 


(5-6-13) 


借助 于 关系 式 (5-6-1la) 一 式 (5-6-1lh)， 将 式 (5-6-8) 与 式 (5-6-10) 变换 ， 便 


可 得 到 如 下 形式 


“os dE "an an 


PAN a fi 
“3 a Pr how. eb 2 


i -+e)a 0 中 这 


(5-6-14) 


2 
] (5-6-15) 


至 此 便 得 到 了 由 式 (5-6-7)、 式 (5-6-14) 和 式 (5-6-15) 组 成 的 变换 后 新 方程 组 。 


这 个 方程 组 的 边界 条 件 是 
n=0: i=0,5=0,0=O» 
n=m: W=i,0=0 


(5-6-16) 


显然 ， 当 N 取 为 1 并 且 Pr 也 取 为 1 (这 相当 于 人 随 温度 T 线性 变化 并 且 壁 面 为 绝热 壁面 7 
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时 ， 动 量 方程 变 成 了 与 不 可 压缩 流 完全 一 样 的 形式 ， 而 且 能 量 方程 也 变 得 相当 简单 。 因 此 ， 
这 时 的 速度 剖面 与 温度 剖面 可 以 单独 求解 ， 即 该 问题 变 成 非 耦合 的 边界 层 问 题 了 。 


$ 5.7 不 可 压缩 与 可 压缩 湛 流 流动 的 基本 方程 
5.7.1 两 种 平均 运算 方法 


一 、 物 理 量 / 对 时 间 取 平 均 (简称 时 间 平 均 ) 


OT (5-7-1) 
3 
其 中 7 为 平均 周期 。 这 种 平均 化 〈 常 称 作 雷 诺 平均 ) 运算 所 遵循 的 主要 法 则 是 
f=7, f=0, 再 -7 (5-7-2a) 
fo=f8, fo=f8+f, fe’=0, fe’=f8 (5-7-2b) 
foh=f8ht+fen+Bfy + + foh (5-7-2c) 
f+g=f+g (5-7-2d) 
FoF FF FF, FF 
Er (5-7-2e) 
Ba_Fo8 ,pe 
ES f ee EW (5-7-2f) 
af FA 
a a 全 ?人 


式 中 ，f,g,h 均 为 标量 。 

在 N-S 方程 组 的 时 间 平 均 中 ， 除 遇 标 量 外 还 要 遇 到 矢量 与 张 量 例如 粘性 应 力 张 量 以 
及 pVV 并 矢 张 量 )， 今 分 六 种 情况 给 出 它们 的 时 间 平 均 

1. 对 平均 量 的 随 体 导数 


DA _ 4 /TU 

D4 (5-7-3) 

STTV)F 

Dr nt Vv)f (5-7-4) 
2. 对 随 体 导数 的 平均 

DA_DA moms 

a "VV)A (5-7-5) 
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BH, 7- 
rf (5-7-6) 
3. 对 含 脉动 的 非 线性 物理 量 的 平均 
7 P+ + G-7-7 
4. 对 含 随 体 导数 的 非 线性 物理 量 的 平均 (这 里 4 与 了 分 别 为 矢量 与 标量 
Pe EN V)4 小 7 (5-7-8) 
5. 对 矢量 散 度 以 及 拉 普 拉 斯 算 子 V? 的 平均 
可 .A=V.A，D.A =0 (对 矢量 4A) (5-7-9) 
A=AA=ViA (对 矢量 4) (5-7-10) 
六 .万 =V. 万 (对 任意 张 量 IT ) (5-7-11) 
V-( 开 .4)=V( 开 .4) (了 T 为 张 量 ,4 为 矢量 ) (5-7-12) 
V.(14B)=(V7).4B+(V.4)B+ 丰 (4.VB) (4B 为 并 矢 张 量 ，f 为 标量 ) 
(5-7-13) 
6. 对 流 项 的 平均 
(VV)A=(V.V)A+(V V)A- (对 矢量 4) (5-7-14) 
(VV)A’=V.(VA)-(VV)A’ (对 脉动 矢量 4') (5-7-15) 
(V.V)f’=0 (对 脉动 标量 上 ) (5-7-16) 
(Vv) =V.(VF) -fF (Vv) (对 脉动 标量 上 ) (5-7-17) 
二 、Favre (法 富 尔 ) 质量 加 权 平均 [6 
在 可 压缩 流 中 ， 常 采用 Favre 平均 ， 其 定义 为 
= (5-7-18) 
p 


式 中 ， 符 号 “一 ”表示 法 富 尔 平均 :“ 一 ”表示 通常 的 雷诺 平均 。 于 是 ， 在 这 两 种 平均 下 速 
度 分 量 v 可 分 别 表示 为 
六 + (法 富 尔 平均 ) 
Vt (雷诺 平均 ) 
这 里 为 雷诺 平均 脉动 分 速度 ww 是 法 富 尔 平均 脉动 分 速度 。 对 于 压强 P 和 密度 p 来 讲 ， 


(5-7-19) 
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只 用 雷诺 平均 

P=P+P’, p=P+p” (5-7-20) 
下 面 介绍 几 种 有 用 的 关系 式 
© Pr=P5, (5-7-21a) 
@ pv=0 (5-7-21b) 
@ pry) = Phd, + Pv? (5-7-21c) 
Q@ w= (5-7-21d) 

p 

© 再- 瑟 =- 史 (5-7-21e) 
pVY=pW (5-7-21f) 
@ (5-7-21g) 


以 上 两 种 平均 的 主要 区 别 是 :在 法 富 尔 平均 中 帮 #0 而 p 必 =0; 在 雷诺 平均 中 允 =0， 
而 pu #0。 


5.7.2 不 可 压缩 测 流 运动 的 基本 方程 


1. 连续 方程 与 动量 方程 


令 V=V+V’ (5-7-22) 
P=P+P’ (5-7-23) 
HI=H+1’ (5-7-24) 


这 里 V,P 与 了 分 别 为 速度 、 压 强 与 粘性 应 力 张 量 。 将 式 (5-7-22) 代 到 不 可 压缩 流 的 连 
续 方 程 后 再 取 时 间 平 均 ， 得 


V.V=0 (5-7-25) 
并 注意 到 VV+Vey’=0 
于 是 推出 VV’=0 (5-7-26) 
将 式 (5-7-22) 与 式 (5-7-23) 代 到 不 可 压缩 流 的 动量 方程 ， 得 
本 + 是)+y (Jry.(Y)ry.Y 
5 、 (5-7-27) 
= 5} "(Er 
p p 


式 中 ，v=J/p。 将 上 式 取 时 间 平 均 ， 得 
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Vy. n= (Sw. Vy) (5-7-28) 
or p 
于 是 将 式 (5-7-27) 减 去 式 (5-7-28)， 得 到 


ty) jt) (5-7-29) 
式 中 ，-pVV’ 称 作 雷 诺 应 力 ， 它 是 二 阶 对 称 张 量 。 如 果 取 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 
VV =wt+vj+wk 时 ， 用 矩阵 来 表示 雷诺 应 力 张 量 便 为 


-pVV’=-pluy vi vw (5-7-30) 


uw vw w 


相应 的 在 直角 笛 卡 儿 坐 标 式 式 (5-7-25) 与 式 (5-7-28) 可 表 为 (下 面 采用 Einstein 求 
和 规约 


om) _ 
Ei (5-7-31) 
OR pe 
EE wa (0) (5-7-32) 
式 中 ，w 为 (4,w, 思 ) 直 角 坐 标 系 下 速度 分 量 ，v= J/p; 
2. 潮流 脉动 动能 方程 的 三 种 形式 


令 LE gaV’eV’ (5-7-33) 


式 中 ，K 代表 单位 质量 流体 的 清流 动能 。 将 〈5-7-29) 式 点 乘 Y "之 后 再 取 时 间 平 均 ， 并 注 
意 应 用 式 (5-7-25) 与 式 (5-7-26)， 可 得 到 


RL A 


二 (5-7-34) 
-|S ht 
p 
将 式 (5-7-33) 用 于 上 式 并 适当 整理 可 得 到 
| | 人 (5-7-35) 


式 中 ， 友 为 速度 分 量 的 平均 值 ， wi 为 速度 分 量 的 脉动 值 。 借 助 于 式 5-7-26) 上 式 最 后 一 
项 还 可 以 变 为 如 下 形式 : 
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oi _ 9 | ,du du 
vu Va -| 偿 + 二 | (5-7-36) 
式 中 

zoos 0) 
PR Ke (5-7-37) 
7 

du’f ou du) 1 ，， 
eav ee + = :DD (5-7-38) 
¥¥ 9 p 


式 中 ， 卫 “与 D' 分 别 为 粘性 应 力 张 量 与 变形 速率 张 量 的 脉动 值 。 另 一 种 形式 的 潮流 动能 方程 
可 以 这 样 得 到 : 因为 


ok [7] ,Ou 
| =W (5-7-39) 
到“ (w) |=w 二 水 39 
于 是 有 
PE (5-7-40) 
5 Ox 
3 
= (¥] (5-7-41) 
另外 还 有 


+ 〈5-7-42) 


将 式 (5-7-40) 与 式 (5-7-42) 代 到 式 (5-7-35) 中 便 得 到 


下 -J 4 下 二 vx-e (5-7-43) 


于 
式 中 ，E 由 (5-7-41) 式 定义 。 

最 后 ， 简 单 解释 一 下 方程 (5-7-35) 式 中 各 项 的 物理 意义 ; 该 式 左 端 第 一 项 代表 单位 
时 间 内 灌流 脉动 动能 的 局 部 变化 率 ， 第 二 项 表示 沿 平均 流 迹 线 的 灌流 脉动 动能 的 迁移 变化 
率 ; 该 式 右 端 第 一 项 表示 雷诺 应 力 在 平均 流 场 内 的 变形 功 项 (又 常 称 作 油 流 能 量 生 成 项 )， 
它 具 有 源 项 的 性 质 ， 另 外 从 张 量 分 析 的 角度 来 讲 ， 它 是 雷诺 应 力 张 量 与 平均 运动 变形 速率 张 
量 的 双 点 积 。 该 项 大 于 零 ， 则 表示 平均 运动 向 脉动 运动 输入 能 量 ， 反 之 若 该 项 小 于 零 则 将 使 
滑动 能 减 小 。 右 端 第 二 项 是 表示 在 测 流 脉动 流 场 内 通过 微 元 体 界 面 的 脉动 压力 能 和 脉动 动 
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能 。 这 项 还 可 借助 于 式 〈5-7-26) 变 为 


9 | ,fe, 1 EE Re 

[ses 上 二 仁 二 类 ] (5-7-44) 
于 是 由 上 式 看 出 该 项 又 可 表示 沿 脉动 迹 线 的 脉动 压力 能 与 脉动 动能 的 迁移 变化 。 另 外 ， 再 看 
一 下 式 (5-7-43) 右 端的 最 后 三 项 ， 它 们 可 变 为 


9 | [三 :Le | wk-e=--a 生起 37 
志 作 二 wx E= 2| 5 + 昱 | 2 (5-7-45) 
然 ， 式 (5-7-45) 右 端 第 一 项 是 梯度 形式 项 ， 它 表示 一 种 扩散 过 程 ， 其 中 包括 由 压力 速 
度 相 关 部 分 而 产生 的 扩散 作用 以 及 由 潮流 脉动 三 阶 相关 部 分 〈 即 wwwi /2 ) 产生 的 扩散 ， 另 


外 ， 式 〈5-7-45) 右 端 最 后 一 项 e ， 表 示 了 单位 质量 淇 流 运动 的 粘性 耗 散 。 对 于 均匀 济 流 
可 表 为 9 


ou ou ou | Bu ou 
- 剖 芝 ta 上 有 Bx, hx, 3 
而 且 还 有 
Bo 1 ou ou ou 7 
了 ¥ Eg Es ju (5-7-47) 
式 中 ，w; 为 潮流 的 脉动 涡 量 ， 其 定义 为 
Ou ， 
en 六 w=VxV (5-7-48) 
这 里 eu 为 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 下 的 Eddington 张 量 ， w: 为 清流 的 脉动 涡 量 。 
3. 雷诺 应 力 输 运 方程 
在 直角 笛 卡 儿 坐标 系 下 式 〈5-7-29) 可 写 为 
1 NR 
Ee Ea 站 (5-7-49) 


上 式 称 作 i 向 的 脉动 方程 。 将 i 向 的 脉动 方程 乘 u 再 加 上 j 向 的 脉动 方程 乘 u/， 然 后 将 它们 
取 时 间 平 均 ， 便 得 到 


中 站 DO 
BN +F -ey+v Ca (5-7-50) 
or xn 
了 


这 里 
和 = (5-7-51) 


364 


第 5 章 粘性 流动 与 湾流 模型 基础 vy 


4--(* 旺 :rw 要 | (5-7-52) 
AE (5-7-53) 
玉 -局 (5-7-54) 
2 到 中 (5-7-55) 


下 面 简介 一 下 式 〈5-7-50) 中 各 项 的 物理 意义 ;该 式 左 端 第 一 项 为 雷诺 应 力 的 局 部 变 
化 ; 第 二 项 是 对 流 项 ， 它 是 由 于 平均 运动 所 引起 的 变化 。 该 式 右 端 记 表示 雷诺 应 力 生成 项 
它 是 雷诺 应 力 在 平均 流 场 内 产生 的 平均 变形 功率 ， 对 于 沙 流 强 产生 区 域 ， 它 是 大 项 ， 如 果 没 
有 平均 运动 变形 率 也 就 没有 雷诺 应 力 的 生成 项 ，@ 项 表示 由 于 脉动 压力 在 脉动 流 场 内 所 引 
起 的 脉动 变形 所 作 的 变形 功 ，F 项 属于 雷诺 应 力 扩散 项 的 一 部 分 ， 其 中 式 (5-7-54) 右 端 
第 一 项 是 由 洲 流 脉动 u 所 携带 的 脉动 雷诺 应 力 ww 的 平均 输 运 项 ; 式 (5-7-54) 右 端 第 二 
项 为 由 脉动 压强 和 脉动 速度 产生 的 扩散 项 。 在 一 般 情况 下 ，F 是 小 项 。é 为 雷诺 应 力 耗 散 
项 ,在 一 般 情形 下 ， 它 是 大 项 。 很 显然 ， 雷 诺 应 力 耗 散 张 量 是 二 阶 对 称 张 量 。 式 (5-7-50) 
右 端 最 后 一 项 是 由 分 子 粘 性 产生 的 雷诺 应 力 输 运 项 ， 在 一 般 情况 下 ， 该 项 很 小 ， 常 可 略 去 
这 一 项 也 属于 雷诺 应 力 扩散 项 的 一 部 分 。 另 外 ， 如 果 将 张 量 PnPy 与 6 分 别 对 i 和 指标 缩 
并 中 ， 便 得 到 注意 对 下 式 求 和 ) 


1 om 10f dm ou 
palp =_t0_ lro| ,om (5-7-56) 
“2 ba 0 
1 | 
DaliFp=- |w| Et (5-7- 
25 2 ] 5-7-57) 
1 ou 
us; i 
eo] (5—-7-58) 
借助 于 上 面 的 几 个 符号 ， 则 式 〈5-7-43) 便 可 简 记 为 
时 tm 于 =P+D-etw:k (5-7-59) 


式 中 ，P 为 濡 流动 能 的 产生 项 ， 在 湛 流 强 产 生 区 ， 它 是 一 个 大 项 ，D 为 潮流 扩散 项 ， 在 一 般 
情况 下 它 为 小 项 :，vV?K 项 为 湛 流 动能 的 层 流 扩散 项 ， 一 般 情况 下 它 是 个 很 小 的 项 ， 通 常 可 
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以 略 去 ，e 是 消 流 能 量 的 耗 散 项 ， 它 是 个 大 项 。 
4. 测 流 耗 散 率 方程 
将 式 (5-7-49) 对 求 偏 导 ， 然 后 在 所 得 式 子 的 两 端 乘 9u;/3x, ， 之 后 对 整个 式 子 取 


时 间 平 均 ， 便 得 到 
9e ,7 09 | | 到 邓 EA 
oa ma pa a 


on [de ou der oe) Fa, (du 
ca 《有 了 < 
> 公 Ee EE ede 个 5-7-60) 


式 中 ， 左 端 两 项 分 别 是 变形 率 项 以 及 由 平均 运动 产生 的 对 流 输 运 项 ， 右 端 第 一 大 项 是 测 流 运 
动产 生 的 扩散 项 ， 第 二 大 项 是 耗 散 率 产生 项 ， 即 由 于 粘性 力 产生 的 脉动 涡 的 耗 散 项 ， 第 三 项 
是 与 串 级 〈cascade) 现象 "0 有 关 的 涡 拉 伸 产生 项 。 串 级 现象 是 测 流 的 一 个 显著 特征 ， 从 大 
涡 到 小 涡 再 到 更 小 涡 〈Eddy) 的 能 量 串 级 输 运 过 程 ， 从 本 质 上 讲 ， 该 过 程 是 靠 涡 管 的 不 断 
拉 伸 来 完成 的 333 中。 式 〈5-7-60) 右 端 最 后 一 项 为 粘性 耗 散 项 。 
5. 测 流 平均 运动 的 热 和 方 程 
用 总 焙 表 示 的 能 最 方程 由 式 〈1.3.23) 给 出 ， 
DH_ 工 9P 
Dr pa 
注意 到 Fourier〈( 傅 里 叶 ) 定律 及 连续 方程 后 ， 计生 和 六 


十 才 二 二 站 (TY) (5-7-61) 


2(pH)+a (pw) = IT 二 到 Cn) (5-7-62) 


在 直角 坐标 系 下 粘性 应 力 张 量 卫 的 分 量 为 


Du 9u 12 
ty =A + | -=u(V .Vy )6, (5-7-63) 
是 ¥ 党 | 3 (VV)s, 
对 于 不 可 压缩 流体 ， 则 上 式 简化 为 
Ou, Ou) 
t=A| + (5-7-64) 
> ,| | 


将 诸 瞬 时 物理 量 分 解 为 时 均 量 与 脉动 量 之 和 ， 代 入 式 5-7-62) 或 者 式 (5-5-19) 并 注 
意 到 不 可 压缩 流动 及 完全 气体 的 特点 ， 于 是 对 不 可 压缩 流 可 得 到 
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ar 9 /元 2 二， 9 /zz7 
pc, +pC, (Fi)=tV T+8+0° -pC (Th (5-7-65) 
va "人 ,) va 站 
式 中 ，$ 与 9 分别 为 
下 -上 EA p09 = 到 439 | (5-7-66) 
2ao 25 2 ar ax 


5.7.3 ”可 压缩 湛 流 运动 的 基本 方程 


1. 连续 、 动 量 和 能 量 方程 
现在 先 讨论 两 种 平均 法 之 间 的 关系 。 由 质量 加 权 平 均 的 定义 ， 于 是 


je, jt, -PL, 8-08 
p p p p 
对 于 任意 一 个 物理 量 8 ， 则 户 被 定义 
”到 (5-7-67) 
p 
因此 有 上 = 而 (5-5-68) 


对 于 任意 的 8， 有 = 所 +B”， 将 该 式 的 两 边 同 乘 p 后 再 取 平 均 ， 并 考虑 到 式 (5-7-68)， 
得 到 


ppB’=0 (5-7-69) 
又 由 p=+p' 代 到 式 (5-7-69) 便 推出 
F=-2B (5-7-70) 
万 


由 B= 记 +B”"， 将 它 取 平均 并 利用 上 式 ， 可 得 


B-B--F-2e (5-7-70a) 
再 由 瞬时 量 的 两 种 分 解 ( B=+B"= 记 +B”)， 于 是 有 
B"=B+p'-pB (5-7-70b) 
考虑 到 万 = 户 +B”， 于 是 由 上 式 又 能 得 到 
B=B'+B (5-7-70c) 
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利用 式 (5-7-70)， 则 上 式 变 为 


“=p- 喧 (5-7-71) 
及 = 有 万 


将 上 式 两 边 同 乘 p 后 再 取 时 间 平 均 ， 可 得 ppB”=pB -pB"”， 注意 使 用 式 (5-7-69)， 可 得 
到 

pB =pB’ (5-7-72) 
将 上 式 代 到 式 (5-7-71)， 有 


有 =p-28 -p+ (5-7-73) 


注意 到 pB”-B'=- 记 ， 代 到 上 式 ， 便 有 
B=-B+eE (5-7-74) 
现在 将 质量 加 权 平均 用 到 连续 方程 、 动 量 方程 和 能 量 方程 式 中 。 首 先 考察 粘性 应 力 张 量 II 、 
热流 矢量 g、 总 焰 的 质量 加 权 平均 过 程 。 注 意 到 
=H+1, gqg=9+g, g=-kVT (5-7-75) 
并 =2UD+M(VY.Y)T=roeiis 《〈 在 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 ) (5-7-76) 
以 及 V =V+V”, = 和 + 4= 且 +h"， 于 是 总 粮 为 
HRD t+ (5-7-77) 


将 上 式 乘 以 p 后 取 时 间 平 均 ， 然 后 再 除 以 万 便 得 到 万 ， 即 


(5-7-78) 
由 于 妃 = 亡 + 五 "， 于 是 得 到 


(5-7-79) 


同 理 可 得 


5 4 六 Da, 2 98 | 
ph ts 
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因此 ， 将 Favre 平均 用 于 基本 方程 组 式 (5.3.25)、 式 (5.3.26) 与 式 (1.3.23) 并 注意 上 面 给 
出 的 有 关 结 果 ， 便 有 


下 +v.(PV)-0 (5-7-80) 
(PV)+v(PPV)=-vP+v.(n-pvy) (5-7-81) 
(58)-E+v. [Far+5- -ii.V-n.v HV +pHV"]= 0 (5-7-82) 
为 了 更 清晰 的 表达 上 述 各 项 的 具体 形式 ， 不 妨 给 出 笛 卡 尔 直角 坐标 系 的 表达 式 为 
连续 方程 生 + (= 0 (5-7-80) * 
动量 方程 3 下 (Pa) =- 总 + 二 (5 pu) (5-7-81) * 
2 lm 0 ) 2 法 Qu OW) ] 2 Our 
式 中 [EE 50 + 及 Ea 让 -36 Ea (5-7-81a) 
能 量 方程 56) 入: 妨 [5 i 4 西西 +pwH 小 (5-7-82) * 
如 果 能 量 方程 (5-5-17) 式 用 瞬时 量 表示 ， 即 
A CiTV)= ty- V.4 (5-5-17) ， 


则 采用 Favre 平均 ， 上 式 变 为 
a 
BF (PCT)+V(BCV)= +V VP+Y *VP+ 


(5-5-17) * 
V.[- 了 +9-CoP7T]+5=0 
即 
9 DE 
Cr CpTia, )= ? 
x(F 让 让 (pc 元 )-3 rat 
9|,.37 97 
2 0 (5-5-17a) 


式 中 1 vt (5-5~-17b) 
a i 
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采用 同样 的 办 法 处 理 式 〈1-4-41)， 便 可 得 到 关于 e, 或 E, 的 表达 式 ， 即 


(Ba)+v.[(Ps +P)V-HV+g+peV +PV -HV"]=0 (5-7-83) 
J 


注意 到 
ea =e+ly.y， 
2 
E=pe, 
E=p(é,+e’), (5-7-84) 
E=pé,+pe’= Pe, 
E=E+E” 
因此 式 (5-7-83) 又 可 变 为 
下 + [(E+P)V-H.V+y+EV+Py 7.V"]=0 (5-7-85) 


2. 湾流 脉动 动能 方程 与 雷诺 应 力 方程 
类 似 于 不 可 压缩 流 的 做 法 ， 定 义 


fae (5-7-86) 
万 
slF-2 ly 272 

KT 2") (5-7-87) 

在 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 中 有 
天 (5-7-88) 

于 是 测 流 脉动 能 方程 为 
mak 2 
BB+ (PDK,) 机 2 上 
(5-7-89) 
起 2 PrPa 起 9 (7 )- 5 这 
式 中 ， 了 为 粘性 应 力 张 量 。 对 于 雷诺 应 力 rp) ， 其 定义 为 

三 (5-7-90) 


因此 雷诺 应 力 方程 为 
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0) ) -7 
起 二 (Fr 疾 : 六 } 
下 ,到 (5-7-91) 


EA Cr 
值得 注意 的 是 : 在 式 (5-7-89) 与 式 (5-7-91) 中 ， 压 强 P 与 粘性 应 力 张 量 t 用 的 都 是 
瞬时 值 。 注 意 到 
P=P+P, = 而 + (5-7-92) 
将 它们 代入 式 (5-7-89) 与 式 (5-7-91) 中 并 注意 使 用 前 面 已 给 出 的 式 (5-7-73) 等 
关系 式 ， 还 可 进一步 整理 化 简 ， 为 节约 篇 幅 ， 这 些 表达 式 不 再 给 出 。 


$5.8 定常 二 维 湛 流 边界 层 方程 及 动量 积分 关系 式 解 法 
5.8.1 可 压缩 二 维 灌流 边界 层 方程 
二 维 油 流 边界 层 方程 的 建立 过 程 与 层 流 边界 层 方 程 相 类 似 。 为 便于 与 层 流 类 比 ， 所 以 


首先 对 基本 方程 组 采用 时 间 平 均 ， 最 后 再 引入 质量 加 权 平均 的 概念 。 对 于 连续 方程 进行 时 间 
平均 时 要 注意 到 3pz/ar=0 ， 于 是 便 有 


彼 + 训 (P7)+ 训 (1)=0 (5-8-1) 
沿 x 方向 的 动量 方程 为 
a(pu), AP) pwr)_ oP ,ry 
ET (5-8-2) 
令 P=P+P ,T= +T%，u=W+W，vV=V+V 代入 式 (5-8-2) 后 得 
907 一 红 —or _9B OT, 9 = 人 
万 亢 + 有 7 天 tp HP (Cp) (Pon) (5-8-3) 


根据 潜流 边界 层 的 特点 ， 引 进 下 面 三 点 假设 
(1) 边界 层 很 洲 ， 因而 全 (rj < 总 57 


(2) 对 平均 流 来 讲 ， 流 动 是 定常 的 ,因而 8 后 =0， 。 亚 =0。 


(3) 经 验证 明 : 时 均 粘性 应 力 和 p(v)w 相 比 是 很 小 的 量 ， 因 此 
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Bu WW) or 
t=pu| + lan -8-4) 
EE 本 (5-8-4 
基于 这 些 假 设 ， 动 量 方程 式 (5-8-3) 简化 为 
一 开 一 开 oP,9/ om) or 
EE 这 人 到 Ca (5-8-5) 


这 里 要 说 明 的 是 ，[ -BywJ] 项 称 雷诺 应 力 。 当 然 这 仅仅 是 一 种 类 比 ， 但 它 毕 竟 不 是 一 种 应 
力 ， 而 是 通过 垂直 于 方向 放置 的 表面 上 脉动 引起 的 动量 通 量 ( 沿 * 方 向 ) 的 时 间 平均 值 。 
对 于 y 方向 的 动量 方程 ， 则 可 简化 为 

ap 

EE 
对 于 能 量 方程 的 简化 ， 所 使 用 的 基于 假设 仍 是 上 面 给 出 的 三 点 ， 时 间 平均 的 〔 简 称 时 均 ) 能 


量 方程 为 
oar or ze ox 
Puc tp = v2 


[cpT] -tp 


=0 (5-8-6) 


(5-8-7) 


式 中 ，[C(pwy7] 从 性 质 上 讲 是 时 均 运动 的 表 观 热流 ， 而 [-(PwJw ] 仍 是 表 观 剪 切 应 力 。 现 


在 引入 Favre 平均 ， 注 意 到 式 (5-7-67) 以 及 使 用 平均 流动 为 定常 的 假定 ， 则 连续 方程 式 
(5-8-1) 变 为 


六 (Pa)+ 训 (P9)=0 (5-8-8) 
同样 地 ， 动 量 方程 式 (5-8-5) 也 可 变 为 
人 
Pa a 去 ‘2 二 Ev 2 (5-8-9) 


类 似 地 ， 能 量 方程 在 采用 Favre 平均 时 ， 也 要 作 相 应 变化 ， 这 里 就 不 再 给 出 了 。 
5.8.2 不 可 压缩 二 维 淇 流 边 界 层 方 程 及 边界 条 件 


设 为 不 可 压缩 流动 中 的 任意 物理 量 ， 对 于 不 可 压缩 流动 ， 因 p = const ， 于 是 了 = 下， 
连续 方程 式 (5-8-1)、 动 量 方程 式 (5-8-5) 以 及 能 量 方程 式 (5-8-7) 变 为 


Cia 
+0 (5-8-10) 
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H+ 一 = 一 一 + 二 一 一 (5-8-11) 


cr n+ | 7 -GBT7)-o (mE (5-8-12) 
边界 条 件 为 


中 


| =0,T = 各 脉动 量 为 零 Le 
y=%m; WH=Ws 了 T=, 各 脉动 量 为 零 
在 实际 计算 中 ， 经 常 引入 动量 的 湾流 交换 系数 或 称 涡 粘性 系数 &。， 其 定义 是 
pe) om 
ee (5-8-14) 
避 与 测 流 动力 粘性 系数 作 间 的 关系 为 
=pe, (5-8-15) 


虽然 从 形式 上 讲 eo 和 动力 粘性 系数 /类 似 ， 但 二 者 本 质 上 是 不 同 的 ， 后 者 是 流体 的 一 种 属性 ， 
而 前 者 取决 于 气流 的 动力 学 特性 。 在 灌流 中 ，s。, 要 比 A 大 得 多 ， 因 此 还 时 常 可 以 把 动量 方程 
式 (5-8-5) 与 能 量 方程 式 (5-8-7) 中 的 粘性 项 省 略 。 类 似 地， 仿照 传 里 叶 方程 可 以 定 
义 一 个 潜流 热 交 换 系数 或 涡 热 扩 散 系数 a 


wa 多 (5-8-16) 
显然 6 与 潜流 热传导 系数 K, 间 的 关系 为 
K, = pCpe, (5-8-17) 
并 且 有 甸 =Pr=4C (5-8-18) 
K, 


这 里 Pr, 称 为 灌流 普 朗 特 数 。 同 样 地 ， 涡 热 扩散 系数 a, 有 别 于 分 子 导热 系数 K， 前 者 主要 受 
流体 运动 特性 的 制约 而 后 者 则 依赖 于 流体 的 热力 学 状态 及 流体 的 属性 。 使 用 上 与 K 后 ， 上 
述 方程 组 式 (5-8-10)、 式 (5-8-11) 和 式 (5-8-12) 变 为 


Fe 
or 并 引 w: x 到 | (5-8~19) 


pc (+7 mE 引 w + EE 
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很 显然 ， 在 从 与 到 已 知 的 情况 下 ， 借 助 上 述 方程 组 连同 边界 条 件 式 5-8-13) 便 可 以 方便 
的 得 到 平均 运动 的 元 六 等 气动 参数 值 ， 然 而 从 与 天 到 底 如 何 给 出 ， 这 涉及 到 满 流 模型 的 


建立 或 者 测 流 脉动 场 的 求解 问题 中 “5 91。 


5.8.3 不 可 压缩 湛 流 边界 层 的 动量 积分 关系 式 解法 


首先 由 不 可 压缩 、 定 常 、 湛 流 二 维 边界 层 流动 的 x 方向 动量 方程 式 (5-8-11) 出 发 ， 
将 该 方程 右 端 第 一 项 〈 即 压强 变化 项 ) 用 外 部 势 流 的 伯 努 利 方程 取代 ， 该 方程 可 变 为 


式 中 5A 
将 式 (5-8-10) 乘 # 加 到 式 (5-8-20)， 得 
3) AWD _, dh, 195 
a yy ‘dr po 
边界 条 件 为 


将 式 (5-8-22) 对 y 从 0 到 hh 进行 积分 (h>5),， 得 
[Pe Tw 
lo Ax p 
式 中 ，Yw 为 壁面 切 应 力 〈 因 为 壁面 上 的 所 就 是 rw )， 这 里 丈 为 六 处 的 了 值 。 
由 连续 方程 式 (5-8-10) 得 


dy = 人 坚 由 - 


本 OW 
= Yy 
将 它 代 到 式 (5-8-23) 后 得 
[y 9D ,We 
dl p 


将 上 式 重新 整理 为 


ff 人 半生 -Dj =- 全 
由 高 等 数学 中 “上 下 限 含 参 变数 的 积分 求 导 ” 法则 5， 即 
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(5-8-20) 


(5-8-21) 


(5-8-22) 


(5-8-23) 


(5-8-24) 


(5-8-25) 
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(9 CD dy 
2 人 7CorDdn= [fmDan+t fC 为 各 -fw (3-8-26) 


借助 于 上 式 ， 可 以 这 样 的 去 选取 h， 使 得 与 x 无 关 。 ， i h 与 x 无 关 (这 里 
取 hh 为 大 于 6 且 与 x 无 关 的 数 ) 时 ， 则 可 以 直接 将 式 (5-8-25) 中 (对 x 的 ) 偏 导 号 与 积 
分 号 交换 。 在 这 种 情况 下 式 式 (5-8-25) 才 可 变 为 


sito 


仿照 式 (5-5-8)、 式 (5-5-9) 与 式 (5-5--11)， 定 义 出 清流 流动 时 平均 运动 的 位 移 厚 
度 56”、 动 量 厚度 9 与 形状 因子 万 为 


x (5-8-28) 
上 下 下 
6= | 二 |1- 一 
on. ( ue » 
的 
及 = 可 (5-8-29) 
于 是 ， 式 (5-8-27) 可 写 为 
A (0)+6u de = 8- 
(20)+eu Ee (5-8-30) 
或 者 
i CA 8- 
Es 二 (5-8-30) * 
引进 壁面 摩擦 阻力 系数 C,， 其 定义 为 
Tw 
(2A pp (5-8-31) 
有 
dg 8 du _G 
H+D 2 
et HO ge 2 (5-8-32) 


在 给 定 外 部 势 流 分 布 u.(x) 的 情况 下 ， 式 (5-8-32) 是 关于 8 、H 与 Cr 三 个 未 知 函 数 的 
方程 。 因 此 还 需要 再 补充 两 个 独立 的 关系 式 才能 使 方程 式 (5-8-32) 可 解 。 一 个 简单 
而 精确 的 处 理 办 法 是 Head ( 赫 德 ) 方法 。Head 方法 从 式 (5-8-32) 出 发 ， 提 出 了 两 
个 补充 关系 ; 

采用 Ludwieg (路 德 维 格 ) 和 Tillman〈 梯 尔 曼 ) 的 湛 流 表面 摩擦 系数 公式 决定 C 值 ， 
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即 
Cr =0.246x10°% (Res ) 2 (5-8-33) 


@ 他 提出 了 于 入 方程 ， 并 用 如 下 方法 得 到 
了 这 个 方程 。 如 图 5.7 所 示 ， 边 界 层 外 缘 处 的 束 
度 矢 U. 可 有 两 种 分 解 ， 一 种 是 沿 x 与 》 轴 方向 ， 
将 其 分 解 为 u 与 .两 个 分 速度 ， 另 一 种 是 按 与 
外 缘 平行 与 垂直 时 两 个 方向 的 分 解 ， 因 此 后 一 个 
分 量 vi 便 决定 着 边界 层 厚度 增长 的 快慢 ， 因 此 
称 ve 为 训 入 速度 。 因 Judy 表示 流 过 y=0 到 
y=6 之 间 的 容积 流 率 ， 因 此 沿 着 流动 方向 增加 


dx 距离 时 容积 流 率 的 增 量 dy 应 等 于 由 外 缘 


图 5.7 庄 入 速度 ve 的 定义 流入 的 流 率 w(dx/cosp) =vedx ， 故 有 

= ny (5-8-34) 

借助 式 (5-8-29)， 上 式 可 改写 为 
元 = jy =E[. (6-6")] (5-8-35) 

引进 量 纲 为 1 里 入 速度 元 /u。 ，Head 认为 它 仅 是 形状 因子 H, 的 函数 ， 即 

至 = 7 (5-8-36) 
其 中 H 的 定义 为 

二 二 2 (5-8-37) 


Head 还 假设 H, 仅仅 是 H 的 函数 ， 其 表达 式 为 G(H) 。 这 里 函数 /(H,) 与 G(H) 的 具体 表达 式 
是 

f(H,)=0.0306(H, -3.0) 

0.823 4(H -1.D)"'” +3.3 (HS1.6) (5-8-38) 
1.5501(H -0.6778)*™ +3.3 (H>1.6) 


m=oun-| 


借助 于 式 (5-8-35) 以 及 轧 的 定义 ， 式 (5-8-36) 变 为 
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d(u.0H,) 
一 人 CD) (5-8-39) 
因此 , 一 旦 给 定 了 外 部 势 流 的 速度 分 布 &(D， 则 式 (5-8-32)、 式 (5-8-33)、 式 (5-8-39)、 
式 (5-8-38) 连同 边界 条 件 ， 便 构成 了 包含 两 个 常 微分 方程 和 一 个 代数 方程 的 封闭 方程 组 。 
显然 ， 这 种 处 理 方法 使 用 简便 ， 且 有 一 定 精度 ， 所 以 在 工程 实践 中 获得 了 较 广 泛 的 应 用 。 
另外 ， 对 于 可 压缩 淇 流 流动 ，Green (格林 ) 发 展 的 延迟 囊 入 法 外 以 及 East ( 易 斯 特 ) 
的 解 边 界 层 问 题 的 逆 方 法 都 是 较为 成 功 的 方法 之 一 ， 并 且 在 工程 实践 中 已 得 到 较 好 的 结 


果 D483-85] 。 


8$ 5.9 满 流 模型 基础 


对 于 潮流 流动 ， 通 常 是 将 N-S 方程 取 时 间 平 均 (或 Favre 平均 )， 然 而 这 时 所 得 到 的 方 
程 组 并 不 封闭 。 为 了 求解 上 述 得 到 的 时 均 化 方程 组 ， 还 必须 去 找 出 足够 的 关系 式 ， 以 便 使 方 
程 组 在 数学 上 封闭 ， 于 是 就 提出 了 建立 所 谓 的 测 流 模型 问题 。 换 句 话说 ， 测 流 模型 就 是 建立 
脉动 关联 量 与 平均 量 之 间 的 相互 关联 关系 ， 也 就 是 建立 高 阶 关 联 量 与 低 阶 关联 量 之 间 的 关 
系 ， 使 潜流 平均 运动 的 方程 组 能 够 封闭 。 


5.9.1 一 阶 封闭 模型 〈 零 方程 模型 7 


汕 流 时 均 化 的 方程 组 与 层 流 方程 组 在 本 质 上 的 区 别 是 ， 测 流 时 均 化 方程 组 中 含有 脉动 量 
的 二 阶 相关 项 wiw 和 wT”: 洪流 模型 的 核心 就 是 寻找 这 些 二 阶 相关 量 的 表达 关系 式 。 所 谓 一 
阶 封闭 模型 从 实质 上 讲 ， 就 是 假设 这 些 二 阶 相关 量 只 是 时 均 量 的 函数 ， 也 就 是 说 ， 用 简单 的 
代数 式 去 描述 它们 之 间 的 函数 关系 式 ， 从 而 达到 使 方程 组 封闭 。 正 因为 一 阶 封闭 方法 中 不 需 
要 建立 脉动 量 的 微分 方程 ， 因 此 一 阶 封闭 问题 通常 称 为 等 〈 阶 微分 ) 方程 模型 。 下 面 给 出 零 
方程 模型 的 三 个 例子 。 

1. Boussinesq〔 布 辛 涅 斯 克 ) 的 涡 粘 性 系数 模型 

1877 年 ，Boussinesq 仿照 粘性 流动 中 前 切 粘性 力 与 速度 梯度 成 正比 的 关系 ， 提 出 了 瀚 
流 中 雷诺 应 力 与 时 均 速度 梯度 成 正比 的 假定 ， 在 二 维 流动 时 有 


一 7 ox 
Tt? =-puv = pv 一 (5-9-1) 
2 


式 中 ， 为 潮流 运动 粘性 系数 (又 称 涡 粘性 系数 并 常用 ,表示 )。 
2. 普 朗 特 的 混合 长 度 模型 
1925 年 ， 普 朗 特 在 Boussinesq 假定 的 基础 上 ， 又 进一步 提出 了 灌流 涡 粘性 系数 v 的 表 
达 式 。 他 仿照 分 子 运 动 论 中 平均 自由 长 度 的 概念 提出 了 消 流 中 的 涡 团 混合 长 度 的 概念 ， 认 为 
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w 可 表示 为 
=| (5-9-2) 
其 中 ! 为 混合 长 度 P4s520。 于 是 相应 的 雷诺 应 力 为 
-本 = 图 这 (5-9-3) 
3. 一 般 形式 的 涡 团 粘 性 系数 模型 
该 模型 仿照 层 流 剪 切 应 力 张 量 和 应 变 张 量 之 间 的 一 般 关 系 
Tt _ [ou 0 20ue Ne 
rd 到 起 -3 了 0 《分子 粘性 应 力 ) (5-9-4) 
并 加 以 修正 ， 提 出 了 潮流 应 力 张 量 和 时 均 流 应 变 率 张 量 之 间 的 一 般 关系 为 
班 -| 五; -285 | 2 -9- 
-|[ 攻 各 3 Sx, ( 湛 流 粘性 应 力 ) (5-9-5) 


式 中 ，K 为 单位 质量 的 测 流 动能 。 而 测 流 粘性 系数 w 则 可 由 测 流 动能 K 和 测 流 耗 散 率 e 来 确 
定 ， 其 关系 为 


w= (5-9-6a) 


式 中 cx 由 实验 测定 。 在 这 个 模型 下 ， 可 压缩 雷诺 平均 (Favre 平均 ) N-S 方程 在 直角 笛 卡 儿 
坐标 系 下 可 表示 为 


驱 +a( 本 ) -0 


a gx 

(pa) ABPai)_ 38 3 ro am 

Et ET a Ea + 如] (5-9-6b) 

aE, (pHi,) [eps 中 

天 Ey (eh) al t+ ] 

其 中 

人 
天 = 万 +20 sx] 《SS 一 9 一 7 
五 =a[isjaatx] (5-9-7b) 
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5.9.2 ”二 阶 封闭 模型 


根据 莫 尔 科 文 “Morkovin》 的 理论 ， 当 马赫 数 M <5 时 压缩 性 对 汕 流 的 结构 不 起 重要 影 
响 叫 。 另 外 ， 现 在 的 研究 也 表明 : 当 M <5 时 ， 将 密度 加 权 的 平均 方程 和 不 可 压缩 流动 下 的 
雷诺 应 力 模式 相 结 合 ， 可 以 较 好 地 预测 可 压缩 淇 流 的 平均 运动 09。 所 以 ， 这 里 只 讨论 不 可 
压缩 流动 时 洪流 模式 的 情况 。 


一 、 雷 诺 应 力 方程 的 模 化 
关于 wi 的 精确 方程 已 由 式 5-7-50) 给 出 ， 现 在 讨论 该 式 有 关 项 的 模 化 问题 。 
1. 项 的 模 化 
它 属于 雷诺 应 力 扩散 项 的 一 部 分 。 对 于 扩散 项 可 采用 梯度 形式 进行 封闭 ， 即 

rr_ Pps K? (wii 

(6 + -cea (5-9-8) 
2. 耗 艇 项 e 的 模 化 
考虑 到 测 流 耗 散 主要 发 生 在 小 尺度 测 流 涡 团 中 ， 因 此 纪 被 模 化 为 

Ou Ou _ 2 
3, (5-9-9) 


3. 脉动 压力 -应 变 率 项 0, 的 模 化 
按照 Rottatad 、Laundertel 等 人 的 做 法 ， 将 0y 项 分 成 两 部 分 ， 即 甸 , 与 向 2， 它 们 的 表 
达 式 分 别 为 


= + (5-9-10) 
(7_2 

和 =- 区 -xs ] (5-9-10a) 

%a=-e[8-3a5] (5-9-10b) 


为 方便 起 见 ， 引 入 符号 Dj， 即 


alf x aw 
"站 (5-9-11) 
于 是 ， 式 5-7-50) 经 过 上 述 模 化 之 后 ， 变 为 
d (ww ss 
,0 ,o£ (eS, eo (das,) (5-9-12) 
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式 中 ， 常 数 C;，C 与 C; 的 取 值 范围 一 般 是 C, = 0.09 ~ 0.11，CI =1.5~ 2.2，C, =0.4~0.5。 


二 、K 方 程 的 模 化 
对 于 式 (5-9-12),， 令 i=j 时 ， 方程 变 为 
dK_9| KR, Jk| -00 _ i 
eG 芷 |- 到 E (5-9-13) 
三 、 耗 散 率 方程 的 模 化 


现在 讨论 式 (5-7-60) 的 模 化 问题 : 
(1) 8 的 测 流 扩散 项 应 与 耗 散 率 E 的 梯度 成 正比 ， 即 


-一 2v3 PK ae 
i (5-9-14) 
Eu; = G 一 5-9 


(2) 耗 散 率 产 生 项 的 模 化 : 产生 项 有 两 部 分组 成 ， 竺 分 析 第 一 部分， 即 


En EDEN EL 
or | on ox dx Om 


当 j=k 时 ， 借 助 于 连续 方程 33,/3x)=0 ， 故 上 式 为 0。 当 j#k 时， 注意 到 


[EE 汉 } Et 党 js =m 又 由 于 耗 散 应 该 是 各 向 同性 的 ， 因 此 该 项 也 应 该 为 0。 


再 分 析 第 二 部 分 ， 大 多 数学 者 认为 9 该 项 是 个 小 量 ， 可 以 忽略 。 因 此 ， 耗 散 率 产生 项 在 作 
模 化 时 ， 可 以 近似 认为 等 于 零 。 
(3) 耗 散 项 的 模 化 : 对 耗 散 项 可 以 作 如 下 处 理 59) 


下 ow 下 ET 
A = ca 所 | ‘5-9-15) 
将 上 述 结果 代 到 式 (5-7-60)， 于 是 式 (5-7-~60) 被 模 化 为 


De 9 天 2 9e 日 9 
一 = 一 一 (5-9-16) 
-cn| (rc -as 


式 中 ,常数 C,、Cet、Ce 的 取 值 范围 是 : C=0.07~0.09;C,, =1.41~1.45; C,, =1.90~1.92 。 
四 、wT "方程 的 模 化 
热流 wT 的 精确 输 运 方程 ， 可 以 采用 与 推导 we 方程 相 类 似 的 办 法 去 完成 。 其 推导 过 程 
可 分 三 步 进 行 ，QD 用 i 分 量 的 瞬时 动量 方程 减 去 i 分 量 的 时 均 动量 方程 ， 将 所 得 的 i 分 量 的 
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脉动 动量 方程 再 乘 以 脉动 温度 7 ; @@ 将 瞬时 能 量 方程 与 时 均 能 量 方程 相 减 ， 得 到 脉动 的 能 
量 方程 ， 然 后 再 乘 以 脉动 分 速度 wu; @ 将 前 面 得 到 的 两 个 方程 相 加 后 再 取 时 间 平 均 。 于 是 
便 得 到 了 关于 wT" 的 精确 方程 ( p =const ) 


2 9 To, Te 际 c Pal ELH | 
人 中 ” (5-9-17) 
[要 可: 本) |- Fa EE 委 [到 (7 二 
这 里 
DVD 
Dt a “0 
,Ou ou, Ou) es 
9 =T | (5-9-18) 
a=- (k 为 热传导 系数 ，0 为 导 温 系数 ) 
PCr 


值得 注意 的 是 : 式 (5-9-17) 右边 共有 五 项 ， 按 其 物理 意义 分 别称 为 : 扩散 项 、 产 生 项 (又 
称 源 项 )、 耗 散 项 、 压 强 -温度 梯度 的 相关 项 和 摩擦 项 。 下 面 对 各 项 进行 模 化 。 

1. 扩散 项 的 模 化 

在 扩散 项 中 前 两 项 为 灌流 扩散 项 ， 因 此 应 该 用 wT? 的 梯度 进行 模 化 ， 即 


ms (PT) fx RT) 
-ua -6 一 | =Cr| 一 (5-9-19) 
mF} 加 


扩散 项 中 的 后 两 项 有 分 子 扩散 项 ， 考 虚 到 实际 应 用 中 的 流体 大 部 分 可 近似 认为 a=v， 于 是 
oT’) (ow) a77) 
中 到] ¥en ) (5-9-20) 

2. 耗 散 项 的 模 化 

漠 流 耗 散 受到 小 尺度 涡 团 的 控制 ， 具 有 各 向 同性 。 而 本 项 是 矢量 并 且 还 要 满足 济 流 耗 散 
的 各 向 同性 的 特性 ， 故 该 项 只 能 为 零 。 

3. 压强 -温度 项 的 模 化 

该 项 的 模 化 与 雷诺 应 力 方程 中 压强 -应 变 项 的 模 化 相似 ， 其 模 化 为 


Por) /em (ms 
(上 -oir ee 
4. 产生 项 和 摩擦 项 的 模 化 
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在 一 般 情况 下 ， 摩 擦 项 较 其 它 项 相 比 是 一 个 相对 小 量 ， 因 此 该 项 可 以 省 略 不 计 。 另 外 ， 
产生 项 的 表达 式 已 经 符合 测 流 自 变量 的 选取 原则 ， 因 此 也 就 不 需要 模 化 了 。 
综 上 所 述 ， 将 上 面 有 关 模 化 项 代入 到 式 (5-9-17) 中 ， 于 是 便 得 到 模 化 后 的 雷诺 热流 


输 运 方程 ， 即 
i, 


os Eo (可 ) 芝 


其 中 Cr，Cn 与 Cr 为 由 实验 确定 的 常数 ， 通 常 选 取 Cr = 0.07,Cr, =3.20,Cr = 0.50 。 
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习 是 
1. 给 定 流体 运动 的 速度 场 Y =(P+6Di+ (六 3 一 1)j 一 (y+5yz)k, 试 计算 在 点 (3，2， 

6) 处 t=3 时 如 下 各 值 :(1) 流体 运动 的 加 速度 ; (2) 涡 量 ; (3) 胀 量 。 
2. 说 明 下 面 这 种 流动 通常 总 是 有 旋 的 : be 在 什么 样 的 特殊 情况 下 此 流动 


v=0 
无 旋 ? 

3. (1) 从 式 (5.2.24) 所 表达 的 N-S 方程 组 出 发 ， 试 推导 出 二 维 极 坐 标 系 这 里 如 与 
如 分 别 取 为 与 9) 时 及 '(i=1,2) 与 昼 的 具体 形式 , 并 与 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 下 的 N-S 方程 ( 运 
动 方程 分 别 取 沿 x 方 向 与 ?方向 ) 作 比较 ， 说 明 两 种 形式 在 运动 方程 方面 的 本 质 区 别 。 

(2) 假设 流体 是 无 粘 的 二 维 流 动 并 遵循 w= x(x, yjhv=0 的 运动 规律 ， 试 问 : @ 在 这 种 
情况 下 ， 连 续 性 方程 能 够 惟一 确定 吗 ? 何 种 情况 下 连续 方程 才能 确定 ? @ 在 这 种 情况 下 ， 动 
量 方程 能 够 惟一 确定 吗 ? 再 补充 些 什么 规律 后 动量 方程 才能 确定 ? 并 分 别 写 出 这 时 动量 方程 
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在 极 坐标 系 以 及 直角 笛 卡 尔 坐标 系 下 的 形式 。@@ 在 连续 方程 与 动量 方程 都 能 确定 之 后 〈 即 
@ 与 @ 都 确定 了 相应 方程 的 形式 之 后 )， 以 热力 学 第 一 定律 表达 的 能 量 方程 其 具体 形式 能 够 
惟一 确定 吗 ? 如 果 这 里 流体 再 进一步 假定 是 完全 气体 并 且 服 从 Clapeyron (克拉 珀 龙 ) 方程 ， 
问 这 时 能 量 方程 的 具体 形式 能 惟一 确定 吗 ? 为 什么 ? 

4. 在 两 平行 平板 之 间 有 粘性 流体 。 下 平板 固定 ， 上 平面 以 速度 U.= 常 数 沿 平行 于 x 轴 
的 方向 移动 。 夹 在 两 平行 板 间 的 流体 完全 因 粘 性 而 拖 动 ， 设 这 时 所 导致 的 流动 为 二 维 、 定 常 、 
不 可 压缩 、 层 流 流动 ， 并 忽略 彻 体力 ， 速 度 场 为 


而 温度 场 为 
TB lee) a 
党 -地 和 a 
式 中 ，T。 和 7w 分 别 为 上 板 和 下 板 的 壁 温 。 这 里 两 板 间 距 为 24，Pr 为 Prandtl 数 。 试 求 出 当 
焙 方 程 采 用 下 式 时 ， 即 
TO -703 生 
Dt p p 
式 中 ， 右 端 各 项 的 具体 表达 形式 。 讨 论 在 这 种 粘性 流动 中 箭 沿 流 线 的 特点 〈 式 中 5S, q 和 4 
分 别 为 燃 ， 热 流 矢量 与 耗 散 函 数 )。 

5. 低 雷 诺 数 下 的 流动 是 流体 力学 与 气体 力学 中 一 个 活跃 的 分 支 领域 ， 而 Stokes 流 是 它 
研究 的 主要 对 象 。 对 于 不 可 压缩 牛顿 流体 的 低 雷 诺 数 定常 流动 ， 假 设 流 场 中 温度 变化 不 大 ， 
认为 流体 粘度 人 = const ， 特 征 雷诺 数 Re 很 小 ， 流 动 近似 为 Stokes 流动 ， 于 是 Stokes 方程 组 
为 

Sy Cr1) 
VP=pf +uVYV 
式 中 ，j 为 单位 质量 流体 所 受到 的 体积 力 ， P,V,p 分 别 为 压强 、 速 度 与 密度 。 

试 证 明 : 对 于 平面 、 定 常 、Stokes 流动 ， 当 f=0 时 ， 则 Stokes 流 的 流 函 数 y 满足 双 调 
和 方程 ， 即 Vy =0 ( 注 : V" =V.V,Vy=sV.v(V.Vy))。 

6. 本 题 是 习题 5 的 继续 ， 所 研究 的 对 象 仍 是 不 可 压缩 牛顿 流体 的 低 雷 诺 数 定常 流动 问 
题 ， 流 动 仍 应 服从 Stokes 方程 组 。 在 三 维 空间 中 ， 考 察 单个 圆 球 沿 z 轴 方 向 以 常 速度 UU 平 
移 ， 研 究 它 所 导致 的 无 界 空间 中 原来 静止 粘性 流体 的 运动 问题 。 选 取 绝对 坐标 系 ， 并 将 某 一 
瞬时 球 心 的 位 置 取 作 绝对 坐标 系 的 原点 ， 为 便于 讨论 ， 可 以 选用 (r,6,9) 球 坐 标 系 。 显 然 ， 
该 问题 的 数学 提 法 是 : 
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Viy=0 
球面 条 件 ( 粘 附 条 件 ); 。 v, =Ucos0,v, =-Using 
a 0 ow. 
: Find a0 Pring ar (#2) 
7 一 o: P=P. 
试 求 该 问题 的 w(r,9) 、 速 度 w(r,8),w(r,6) 以 及 压强 P(r,9) 的 分 布 ? (提示 : 由 边界 条 件 的 
启发 ， 可 设 w(r,8)= F(r)sinz9 ， 这 里 F(r) 是 待定 的 函数 )。 

7. 试 证 明 : 在 薄 剪 切 层 的 近似 条 件 下 ，zx 方向 的 薄 剪 切 层 方程 〔 对 二 维 流 动 ) 可 以 改写 
为 


r= 


远 场 条 件 〈 远 离 球 处 的 流体 静止 ， 且 压强 给 定 ): 


吝 [+ -各 (*3) 


式 中 ，5 为 平均 流 线 。 


5 
8. 很 定 平板 边界 层 的 加 度 分 布 为 皖 = 引 学 ] -3 这】， 这 里 5 为 边界 层 厚 度 ， 试 计算 
65",9 以 及 形状 因子 刀 的 值 。 
9 不 可 压缩 流体 绕 二 维 翼 型 作 定常 流动 ， 设 边界 层 外 缘 的 速度 分 布 可 近似 表示 为 
& =Co-Cxr (Cu>0C>0) 


式 中 ，x 是 沿 翼 型 表面 的 边界 层 坐标 。 试 写 出 决定 边界 层 内 速度 分 布 的 常 微分 方程 ， 并 说 明 
此 方程 如 何 求解 ? 

10. 对 于 不 可 压缩 流体 的 定常 层 流 热 边 界 层 ， 设 ww 与 7. 分 别 为 边界 层 外 缘 的 速度 和 温 
度 ，Tw 为 物 面 温度 ， 试 问 w 和 Tw-T. 分 别 为 x 的 何 种 函数 时 ， 边 界 层 的 动量 方程 和 能 量 方 
程 有 相似 性 解 ? 又 问 在 这 种 情况 下 的 相似 变量 是 什么 ? 

11. 用 现代 数值 方法 (最 好 用 高 精度 的 格式 ) 在 计算 机 上 完成 式 (5-5-40) 的 数值 解 
并 作出 沿 平板 垂直 方向 速度 剖面 的 分 布 曲线 。 

12. 不 可 压缩 流体 零 攻 角 绕 平板 作 定 常 流动 ， 在 板 面 上 形成 层 流 边界 层 。 设 边界 层 内 的 
速度 分 布 为 


u= (3752 一 六) 
式 中 ， 以 为 无 穷 远 均匀 来 流速 度 ; 6(x) 为 待定 的 边界 层 厚度 ; x 与 y 分别 为 平行 与 垂直 于 板 
面 的 边界 层 坐标 。 试 用 动量 积分 关系 式 方法 确定 边界 层 厚度 6(x) 的 分 布 。 
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13. 在 上 题 所 讨论 的 流动 中 ， 如 果 板 面 形成 的 是 不 可 压缩 油 流 边界 层 。 假 设 边界 层 外 缘 
速度 分 布 u.(x) = const ， 并 且 假定 形状 因子 H 始终 取 为 2 时 ， 试 计算 这 种 特殊 情况 下 边界 层 
的 动量 厚度 6 以 及 摩擦 阻力 系数 ct 的 值 。 

14. 为 了 计算 高 M. 时 的 热 交换 率 问 题 ， 经 常 不 采用 Pr=1 的 假设 而 采用 相对 较 精确 估计 
的 温度 恢复 因子 y 值 ， 例 如 : 对 于 层 流 ， 可 以 取 y= VPr ; 对 于 灌流 ， 可 以 选取 Y=3Pr ; 试 
完成 如 下 几 个 小 问题 的 有 关 证 明 。 

(1) 由 边界 层 外 缘 速度 u.， 绝 热 壁面 温度 Tsw 与 温度 恢复 因子 y 间 的 关系 式 


疏 
Tw + (Cr4) 
出 发 〈T. 为 边界 层 外 缘 温度 ，cr 为 定 压 比 热 容 )， 试 问 在 什么 样 的 近似 条 件 下 可 以 得 到 层 流 
边界 层 内 任 一 点 温度 T， 其 值 为 


u ur 
Tt (*5) 
(2) 对 于 潮流 边界 层 ， 由 平均 温度 本 ， 平 均 速度 以 及 温度 恢复 因子 y 间 的 如 下 关系 
式 
F=T, +(Tw mr (#6) 
出 发 ， 试 证 明 ， 
全， Ti 2 TD 
zx =1+ [Ge 妇 芭 - 下 -六 全 wx 丈 全 四 《7 
成 立 。 


15. 由 于 流体 的 重力 场 作用 产生 了 压力 差 , 继而 产生 密度 差 形成 浮力 . 具有 浮力 项 的 N-S 
方程 组 可 以 表示 为 


到 =- FBevr+w 本 (*8) 


Ou, 
和 ykVT)+ ty 
nh }rirn dx, 


取 雷 诺 时 均 后 有 
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Ca 

Esa 

m1 pg, vi (ee) 
i pe BgVvT +vVin RE *9) 
dT _ 1 | 9 [六 

Ye 如 + po | 尝 二 吉 | 这 (wr) 


式 中 ，g, =0(i=1,2)，g, = 一 g, 这 里 g 为 重力 加 速度 : v=J/p。 试 推出 与 方程 组 (*8) 相对 
应 的 雷诺 应 力 友 7 方程 以 及 潮流 脉动 动能 天 方程， 这 里 K=d 。 


第 6 章 二 维 及 三 维 


亚 声速 定常 流动 


§6.1 流 函 数 方程 及 势 函 数 方程 
6.1.1 二 维 、 定 常 、 有 旋 、 非 等 烂 流动 的 流 函 数 方程 
一 、 有 粘 、 有 旋 、 非 等 炳 、 二 维 定常 流动 的 流 函数 方程 


现在 推导 完全 气体 的 二 维 、 定 常 、 有 旋 、 非 等 粹 、 有 粘 时 的 流 函 数 方 程 。 取 直角 和 销 卡 
儿 坐 标 系 ，x 与 v 分 别 为 速度 矢量 V 沿 x 与 方向 的 分 速度 。 引 进 流 函数 yw ， 使 其 满足 


ow 以 4 
——=pu, T=- (6-1-1) 
oy 人 ox Ey 
由 运动 方程 式 (1-3-22)， 即 
-vx(vxy)= TVS-VH+LV.I (6-1-2) 
p 


式 中 ，8、 且 与 刀 分 别 表示 单位 质量 气体 所 具有 的 精 、 总 烩 与 粘性 应 力 张 量 。 对 于 二 维 、 定 
常 、 完 全 气体 的 二 维 流动 ， 则 上 式 变 为 


or) rs or) 
WW ox 了 oy Er dy 


| 0 ] (k=1,2) 


式 中 ，Ty 为 粘性 应 力 张 量 也 的 〈 协 变 ) 分 量 。 
于 是 , j 方 向 的 运动 方程 为 
ov ¥-| as aH 1 ot, 


dx Oy u 
将 式 6-1-4) * 的 右 端 项 记 作 b， 于 是 上 式 可 写 为 
he (6-1-4) 


] (注意 对 大 作 和 ，k=1，2) (6-1-4) * 
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将 式 (1-5-23) 用 于 完全 气体 ， 可 得 到 
生 
9mnp_1o \R et 
-十 站-- 襄 (6-1-5) 


注意 到 /= 及- 二 (AP， 并 注意 使 用 式 61- 1)， 可 得 到 


-6-_L|fazT(az 本 和 
和 二 | 们 让 全 ‘6-1-6) 


将 上 式 对 * 求 偏 导 ， 并 注意 使 用 式 〔6 一 1-5)， 于 是 得 到 
5 


9 
2 
Mh_ a 3 oy _, wv | R (O17 


—| vu |+| (VY) 


Ba |pl or “avoy | | a En 


由 式 6-1-1) 求 出 w， 然 后 将 w 对 y 求 偏 导 并 注意 使 用 式 〈6-1-5) 与 式 (6-1-7)， 得 
ou a dy uw wy _ 
By pvV93 pa Vv) doy 4 Wm 


由 式 (6-1-1) 求 出 vw， 然 后 将 v 对 x 求 偏 导 并 注意 使 用 式 (6-1-5) 与 式 (6-1-7)， 得 


Br pa VI my pov a 9 


这 里 式 (6-1-8) 与 式 (6-1-9) 中 的 b&b 与 定义 为 


Wm =u 《注意 这 里 不 对 i 作 和 ) (6-1-10) 


Wy = 


于 是 ， 将 式 (6-1-8) 与 式 (6-1-9) 代入 到 式 (6-1-4) 便 得 到 


(C+ (er) -p(t -v(th th) (6-1-11) 
式 中 ，a 为 当地 声速 。 
借助 于 式 5-3-24b)， 于 是 式 (6-1-11) 的 判别 式 为 


B* -44C=4a(V? -a’) (6-1-12) 


391 


VY 气体 动力 学 


当 亚 声速 流动 时 ， 判 别 式 下 -44C <0， 表 明 方程 式 (6-1-11) 属于 二 阶 拟 线性 椭圆 型 偏 
微分 方程 。 另 外， 由 式 〈6-1-1) 及 V? =w*+v*， 可 得 到 密 流 py 的 表达 式 为 


py=Vww:wW (6-1-13) 
式 中 ，Vy 代表 流 函数 y 的 梯度 。 
下 面 讨论 非 等 粹 流动 的 情况 下 ， 当 全 流 场 的 流 函数 y 得 到 后 如 何 决定 密度 场 与 速度 场 
的 问题 。 积 分 式 〈1-5-23)， 可 得 


2-(2] (6-1-14) 


式 中 ， 下 注脚 1 代表 任意 参考 点 上 的 参数 。 
注意 到 /= 且 -二 V?， 并 且 令 5 与 9 分 别 为 


es 


i (6-1-15) 
1 ( 生 Te 人 二 
"| e (VVy) 
于 是 ， 式 (6-1-14) 可 整理 为 

a 

1 区 z-(- 二 六 (6-1-16) 
0 或 者 

04 | 超声 过 ZE+9=0 (6-1-16) * 


显然 ， 任 给 定 一 个 pg 值 ， 由 上 式 可 以 得 到 两 个 三 值 ， 其 中 
9 一 个 对 应 于 亚 声 速 流动 ， 另 一 个 对 应 于 超声 速 流动 ， 这 就 

是 所 谓 流 函数 方法 中 出 现 密度 的 双 值 问题 -9。 图 6.1 给 

图 6.1 2-4 曲线 出 了 也 与 间 的 关系 曲线 ， 文 献 [6] 提 出 并 最 早 使 用 这 种 

方法 用 于 亚 声速 流 场 的 计算 。 

二 、 无 帖 、 有 旋 、 定 常 、 二 维 流 动 的 流 函 数 方程 

引进 流 函 数 后 ， 连 续 方程 可 自动 满足 。 对 平面 定常 运动 ， 旋 度 @=Vxy 只 有 一 个 分 量 ， 
即 o. = 3w/ar-aw/ay ; 同时 ， 即 使 流动 是 非 均 炉 的 ， 在 无 粘 条 件 下 沿 着 每 条 流 线 的 粹 值 不 变 
( 即 流动 沿 流 线 等 粹 )， 因 此 粹 8 只 是 y 的 函数 ，5$ =S(y)。 于 是 ， 可 以 把 Crocco 方程 两 边 
的 向 量 沿 流 线 的 垂直 方向 投影 ， 并 仅 考虑 均 总 烩 流动 〈 即 VH =0 ) 的 情形 ， 则 


002 004 0.06 
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ne[Vx(VxV)]=-n:(TVS) 


式 中 , 是 流 线 的 单位 法 向 量 。 
对 于 平面 流动 ， 上 式 可 写 为 


Vo, =T 业 
dn 
注意 到 流 函数 的 定义 ， dy = pVdn, dy/dn=pV 
(6-1-19) 
ds 
因此 =0, 3 


另 一 方面 


dv_ ou _ ad(pv) a(pu) -时 - ¥]- a -( 
Vy 


prepRPy | 
对 于 非 均 粹 的 有 旋 流 动 ，p = p(P,5)， 于 是 


ap _ ee doy 
El dy a 
¥- 网 及 区 -二 2 
tlas hav oy 
而 由 运动 方程 
CL PL 
Fd 
aP du, ov 
$A 


因此 式 (6-1-21) 可 变 为 
wu vw 2uv 11ap 
pO. = Ya -yw+| Yt te |+ 


或 者 


wy (vy 2 oy 11ap 
(- + 于 财 -二 =- 一 | Sor-s(B) w+) 


3 Dy ay dy 
对 于 完全 气体 ， 有 (dp/195), =-p/C, 


所 以 对 完全 气体 有 


(6-1-17) 


(6-1-18) 


(6-1-20) 


(6-1-21) 


(6-1-22) 


(6-1-23) 


(6-1-24) 
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wv vy 2wow dsl Mr 
( ja #5 辟 Os [Ew)re] (6-1-25) 
这 就 是 完全 气体 、 平 面 、 定 常 、 无 粘 、 有 旋 运 动 的 流 函数 主 方程 。 需 要 特别 指出 的 是 : 该 方程 
右边 含有 灶 的 梯度 项 ， 而 炳 的 梯度 值 对 于 亚 声速 流 来 讲 取决 于 边界 条 件 〔 例 如 进口 边界 上 炳 的 
分 布 等 )， 对 于 跨 声 速 和 超声 速 流动 ， 炉 的 梯度 除 与 边界 条 件 有 关外 ， 还 与 强 间断 的 形状 有 关 。 


6.1.2 ”51 与 5; 流 面 上 的 流 函 数 主 方程 


为 了 求解 三 维 流动 问题 ， 早 在 20 世纪 50 年 代 初期 吴 仲 华 "" 9 就 提出 了 将 三 维 问题 化 为 
两 个 沿 5, 和 5, 流 面 ( 如 图 6.2 所 示 ) 的 二 维 流动 问题 进行 求解 的 思想 。 他 的 这 一 方法 得 到 了 国 


图 6.2 5, 与 5, 流 面 


内 外 学 术 界 的 认可 与 采纳 。 本 节 仅 讨论 这 些 流 面 中 最 简单 的 一 种 ， 即 假定 流 面 是 任意 回转 的 
5 流 面 并 且 假 设 流 片 厚度 为 1 的 特殊 情况 。 假 设 流动 是 定常 、 绝 热 、 无 粘 的 ， 气 体 为 完全 
气体 ， 服 从 Clapeyron 方程 ， 于 是 基本 方程 组 为 

连续 方程 V.(pPY)=0 (6-1-26) 


运动 方程 Vx(VxV)=VH -TVS (6-1-27) 
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能 量 方程 V:VH=0 (6-1-28) 
设 回转 面 母线 的 参数 方程 为 
r=r(m),z= z(m) (6-1-29) 
式 中 ，m 为 母线 的 弧 长 。 
在 这 个 流 面 上 ， 选 取 半 测 地 坐标 系 (z, 妇 2,z) ， 其 中 闻 与 好 张 在 该 流 面 上 。 在 这 个 坐标 
系 下 ， 连 续 方程 式 6-1-26) 变 为 


六 (apro)+ 二 (Japrz)-0 (6-1-30) 


式 中 ，Y 为 流 片 厚度 ，a 为 由 度量 张 量 所 组 成 的 Jacobian 行列 式 ; v' 与 为 速度 矢量 VV 的 逆 
变 分 速度 。 
运动 方程 式 (6-1-27) 变 为 


必 攻 - 器 ]- 咯 [各 - 妆 ]-* (路 7 普 je( 器 -" 营 ] (6-1-31) 


ar EE Er Er 
将 上 式 两 边 点 乘 e, 便 得 到 
妆 - 轨 - 革 器 -7 六 ] (6-1-32) 
注意 到 
eta (6-1-33) 
v=V Gs +V a 


于 是 式 (6-1-32) 变 为 
(van tras) (vas toes) 


这 里 必 代 表 式 (6-1-32) 右 端 项 。 由 〈6-1-30) 式 引 进 流 函数 wy ， 使 其 满足 


=b" (6-1-34) 


WW Vaprv', YY ,Vaprw (6-1-35) 
将 式 (6-1-35) 代 到 式 (6-1-34) 后 ， 得 
9 a dy aq Vl | sy an ay|- 六 (6-1-36) 
ae| prve ae pryadx | dx |pryadx: prya ox 
这 就 是 定常 、 无 粘 、 坐 标 系 取 在 流 面 上 的 流 函 数 主 方程 ， 它 是 一 个 二 阶 的 偏 微分 方程 。 作 为 
特例 ， 我 们 讨论 坐标 系 世 =m， 姑 =9 时 ， 式 (6-1-36) 的 具体 表达 式 。 由 张 量 分 析 基 础 
知识 知道 ，m 可 由 下 式 确定 
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de 
-让 六 人 让 让 + 让 让 Se 
这 里 (r,g,z) 为 圆柱 坐标 系 ， 注 意 到 
0 史 - 耻 
dx dm ax ar dm (6-1-38) 
ar -0 I do 
Wr 
于 是 ， 由 式 (6-1-37) 得 到 
= = = 一 大 
眉 1 or0 on: 0, an =r Ce 
a=man- (m2) = 
将 式 (6-1-39) 代入 到 式 (6-1-36)， 便 有 
cov) (lo) 区 区 
吉 过 二 (寺村 b (6-1-40) 


这 正 是 文献 [1] 在 20 世纪 50 年 代 所 得 到 的 结果 。 
6.1.3 三 维 定常 与 非 定常 速度 势 函数 主 方程 
一 、 等 粹 、 定 常 、 无 粘 流 动 的 两 个 基本 方程 


下 面 首先 推导 等 粹 、 定 常 、 无 粘 流 动 的 两 个 基本 方程 。 在 定常 、 无 粘 情况 下 ， 运 动 方程 
为 


(MA (6-1-41) 
在 定常 、 绝 热情 况 下 〈 沿 流 线 ) 能 量 方程 为 
V2 V2 
ht 号 (6-1-42) 
另外 ， 在 等 精 流 动 中 ， 声 速 的 关系 式 为 
A ee 
从 -学 a ( 沿 流 线 ) (6-1-43) 


从 式 (6-1-41) 和 式 (6-1-43) 得 


11dP Ca 
W.vy=--| 生 |yp=-2v 
pA p nh. 


将 上 式 两 边 点 乘 Y， 得 
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2 
VW)p (6-1-44) 


注意 到 
voww rr 网 


于 是 式 (6-1-44) 变 为 


a 
(VV) 全 -we (6-1-45) 
注意 到 连续 方程 式 (6-1-26) 可 变 为 
YY=- ev)p (6-1-46) 


于 是 从 上 面 两 式 中 消去 (VV)p ， 即 得 到 定常 、 无 类 、 等 炉 流 动 下 的 基本 方程 之 一 (也 可 
认为 是 连续 方程 的 另 一 种 表达 形式 ) 

(VV) (Ee (6~1-47) 
式 中 ，a 为 当地 声速 。 


这 个 方程 适用 于 完全 气体 ， 它 具有 很 大 的 通用 性 。 基 本 方程 之 二 可 由 能 量 方程 式 
《6-1-42) 在 完全 气体 的 条 件 下 得 到 ， 即 


人 -+ (Vv) (6-1-48) 


这 个 方程 也 可 以 认为 是 能 量 方程 的 另 一 种 表达 形式 。 在 直角 坐标 系 下 ， 令 2 = 刀 + 只 +w， 


则 式 (6-1-47) 可 写 为 
uw |ou vw Jov w Jow 
[3 人 纹 
(6-1-49) 
wm mo m/w 0 
aor dy) aldy oz oaor dz 
二 、 定 常 流动 的 速度 势 主 方程 
如 果 气 体 作 无 旋 运 动 ， 则 引进 势 函 数 p ， 使 其 满足 


V=V9 (6-1-50) 
于 是 式 (6-1-40) 与 式 (6-1-39) 可 改写 为 
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($y 用 :eh -| 品 w+ + 0] 0 (6-1-51) 
a 


a =a: + Tv-(p +9 +9:)] (6-1-52) 


显然 ， 式 (6-1-51) 是 关于 全 速度 势 9 的 二 阶 非 线性 偏 微分 方程 。 在 亚 声 速 流动 时 ， 
利用 中 心 差分 格式 可 以 较 方便 地 得 到 该 方程 的 三 维 数值 解 C-:2， 这 里 不 再 介绍 。 
三 、 非 定常 流动 的 速度 势 主 方程 
对 于 无 粘 、 绝 热 的 等 炉 势 流 ， 由 流体 力学 基础 知识 知道 ， 存 在 着 Bernoulli 积分 〈 当 略 
去 重力 时 )， 即 
站 + V+ (6-1-53) 


在 等 米 、 定 比 热 情况 下 ， a (又 称 绝热 关系 》 


P=Cpr (6-1-54) 
于 是 
5_fdP YP a 
Pa|—=———=— (6-1- 
i 
将 连续 方程 中 的 Y。Y 项 用 速度 势 表 示 后 为 
+pv'p=0 (6-1-56) 


引进 五 消去 式 (6-1-56) 中 的 密度 项 ， 得 
号 +G-DEy'p=0 (6-1-57) 


式 中 ，V? = V。V 为 拉 氏 算 子 。 
在 f(t)=const 的 假定 下 ， 由 式 (6~1-53) 与 式 (6-1-57) 中 消去 户 并 将 得 到 的 方程 
整理 为 波动 方程 的 形式 ， 即 


vip- 二 加 = 访 信 [vo)-(vo)] rv) vce)(vo)])} 6-1-s8) 
又 借助 于 式 (6-1-55)， 则 式 (6-1-53) 可 改写 为 
39+1(v9).(v9)+ -= /0 (6-1-59) 
a 2 7-1 


于 是 由 上 面 两 式 消去 声速 a 便 可 以 得 到 仅 含 有 速度 势 9 的 偏 微 分 方程 。 另外， 考虑 到 远 前 方 
均匀 来 流 条 件 ， 则 式 〈6-1-53) 可 改写 为 
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ap 1 和 2 
灾 +=(Vpj.(vp)+- 和 一 = 一 一 + 一 V2 (6-1-60) 
+2(v9)°( pp re) 


借助 于 式 〈6-1-54)， 上 式 又 可 整理 为 


这 
| J 卫 
1 友 说 - 声 六 全 | (6-1-61) 
由 压强 系数 (又 称 压力 系数 ) Cr* 的 定义 
C =_P- 已 20P-P) 
” lovy 7YPRM2 
3p- 
将 式 (6-1-61) 代入 到 式 (6-1-62) 以便 消去 P 项 ， 得 


2 Y-1 VY 2ap 加 
二 =-1Maili-| 荆 |] -二 利 | -1 (6-1-63) 
c -7 与 wl 位] 页 | 63 


由 式 6-1-61) 还 可 以 得 到 压强 P 的 表达 式 ， 即 


? 7 
的 局 | (6-1-64) 
2 Vv) Va 
显然 ， 对 于 定常 流动 ， 则 式 〈6-1-58) 便 简 化 为 式 6-1-47); 相应 地 将 式 (6-1-58) 


在 定常 二 维 流动 下 展开 便 得 到 式 (6-1-49)。 与 此 同时 ， 在 定常 流动 下 式 (6-1-63) 与 式 
(6-1-64) 分 别 被 简化 为 


2 1 vy 加 
G7 ea ] -1 (6-1-65) 
志 史 
| Vv 2 |]r-1 
"el ] (6-1-66) 


以 上 推导 出 在 势 流 条 件 下 的 精确 关系 式 。 下 面 介 绍 小 扰动 的 线性 理论 ， 它 虽 是 简单 近似 ， 但 
十 分 有 意义 ， 尤 其 有 助 于 对 可 压缩 气体 绕 流 特点 的 认识 。 


(6-1-62) 
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§ 6.2 小 扰动 线 化 理论 
6.2.1 亚 、 跨 、 超 声速 流动 的 小 扰动 方程 


设 有 均匀 来 流 绕 过 一 个 细 长 物体 的 流动 。 我 们 可 以 选择 这 样 的 直角 坐标 系 ， 使 x 轴 与 
内 方向 一 致 于 是 均匀 流 场 的 速度 在 x,y,z 三 个 方向 的 分 速 为 


u=V+tu, v=V, w=wW (6-2-1) 
这 里 wv 与 w 称 为 扰动 速度 分 量 。 令 Vsw+ 本 + wk ，V'=ui+vj+wk， 于 是 
V=Vity” (6-2-2) 
将 式 (6-2-2) 代入 到 式 (6-1-40) 与 式 (6-1-39)， 得 
[Wirv).v] ( 芋 j (6-2-3) 
ar=a? -Sw + ey +(w +(w)?] (6-2-4) 


对 于 一 般 的 亚 声速 或 者 M. <3 的 超声 速 流动 ， 如 果 取 M. 是 1 的 数量 级 ， 而 且 | -Ma| 不 作 
小 量 对 待 时 ， 则 


Mc Eb (6-2-5a) 
并 且 芝 司 … 四 (6-2-5b) 
于 是 可 将 式 (6-2-3) 人 
Vy 下 =M2 [二 阶 或 二 阶 以 上 的 非 线性 小 量 项 ] (6-2-6) 
车 略 去 上 式 中 的 二 阶 以 上 小 量 的 话 ， 则 上 式 简化 为 
sa a a 有 
VeV’— 0 (6-2-7) 
对 于 无 邦 流动 ， 存 在 着 速度 势 p， 同 时 可 以 定义 扰动 势 p， 它 们 之 间 的 关系 为 
9=V.x+9 (6-2-8) 
| ,9 ，a a9 
这 里 y=v9, «=P 区, *- 儿 (6-2-9) 


将 它们 代 到 式 〈6-2-7)， 得 到 扰动 势 p 所 满足 的 方程 ， 即 
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> 


i 
Vip-M2 29.=0 或 QM +t 0 (6-2-10) 
对 于 亚 声 速 流 ，M_ <1， 令 有 : =1-M2 ， 则 上 式 可 写 为 
i 
ptr-0 (6-2-11) 


显然 ， 该 方程 是 一 个 线性 的 二 阶 椭圆 型 偏 微分 方程 。 对 于 一 般 超声 速 ( 例 如 1.3<M. 3) 
的 流动 ， 令 B? =M? -1， 则 式 (6-2-10) 变 为 


a 
Bo9_99_99_0 (6-2-12) 


这 是 双 曲 型 的 线性 二 阶 偏 微分 方程 。 现 在 讨论 跨 声 速 流动 的 小 扰动 简化 问题 。 所 谓 跨 声 速 流 
动 是 指 流 场 中 既 存 在 亚 声速 区 又 存在 超声 速 区 的 流动 ， 相 应 的 方程 类 型 是 混合 型 的 ， 即 在 亚 
声速 区 属 椭圆 型 ， 而 在 超声 速 区 属于 双 曲 型 。 对 于 跨 声 速 流动 问题 ， 在 薄 物体 小 攻 角 的 条 件 
下 ,中 -M23| 可 认为 是 小 量 ， 可 以 证 明 ，-M 引 与 (y+DM2w/V.| 的 量 级 相当 。 为 此 ， 考 察 
(1-M?) 这 个 量 ( 这 里 M 是 流 场 中 任 一 点 的 马赫 数 )， 借 助 于 (6-2-2) 与 (6-2-4) 式 ， 
有 

2 +2uV +(u)? + (0) + (WY)? 


El [2wy. +(u)? +(v) +(w)] 


<M DME 
当 省 略 二 阶 以 上 小 量 时 ， 则 有 
IM lM (+dM (6-2-13) 


由 于 跨 声 速 流动 时 ， 在 亚 声速 区 1-M? > 0 而 超声 速 区 1-M? <0 ， 于 是 相应 的 式 (6-2-13) 


右 端 项 可 以 是 正 的 ， 也 可 以 为 负 ， 这 说 明 | -Ma| 与 


rp 区 的 量 级 相当 ， 因此， 可 以 人 

助 于 小 扰动 条 件 ， 重 新 将 式 (6-2-3) 整理 ， 并 省 略 高 阶 小 量 ， 得 
a 

A | (6-2-14) 
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按照 文献 [13，14] 分 析 后 所 指出 的 ， 上 式 Gf-DMz 共 项 以 及 式 (6-2-14) 右 端 项 均 可 省 


略 ， 这 样式 (6-2-14) 经 省 略 简化 后 变 成 


LN 
(I-M)+ 太 + 坟 =(7+D We 


对 于 无 旋 流 动 ， 则 小 扰动 跨 声速 流动 的 扰动 势 方程 为 
[~- -jl - 于: 站 po ee- =0 (6-2-16) 


(6-2-15) 


tt 


~ ar Jar! Dy” 
可 以 看 出 ， 小 扰动 跨 声 速 流 的 扰动 势 方程 仍然 是 非 线 性 的 。 


6.2.2” 线 化 的 物 面 边 界 条 件 及 线 化 压力 系数 


1. 线 化 边界 条 件 
假设 物体 的 表面 方程 为 z= f(x,y)， 即 
F(x,y,2)=z-f(x,y)=0 (6-2-17) 
于 是 物 面 边 界 条 件 是 : 在 壁面 上 , 流动 方向 应 与 物体 表面 相 切 , 即 V.VF =0, 将 式 (6-2-2) 
代入 ， 便 有 
(_. 3 vv we 1) vw]-0 (6-2-18) 
注意 到 在 小 扰动 条 件 下 ，x/V_ 与 v/V. <<1， 对 于 平 薄型 机 翼 〈 设 x 为 弦 向 ，》 为 展 向 ) 则 
有 引 /x 与 六 /3y <<1， 于 是 略 去 二 阶 小 量 后 式 〈6-2-18) 变 为 


, A A 
ACTA 双 言 (6-2-19) 
对 于 平面 二 维 问题 ， 设 薄 翼 型 面 方程 为 ?= Kxz) ， 因 此 物 面 绕 流 条 件 为 
ALC) WE EC)  _ 册 加 各 
uh Vetutr, ho)] dx ‘2 0) 
考虑 小 扰动 条 件 后 ， 上 式 变 为 
Vr (6-2-21) 


了 + VV. 
式 (6-2-21) 常 称 为 线 化 边界 条 件 。 


2. 线 化 压力 系数 
由 流 场 内 任 一 点 处 的 压力 系数 Cr 定义 ， 


dr 
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P-P 2 (PF 
Cr= 这 -本 一 -1 (6-2-22) 
工 p Vz 站 (E ] 
2P- 
由 定常 流 的 能 量 方程 以 及 等 炉 关 系 可 得 
2 22 
saa (6-2-23) 
TR 2 [ Pp 
P 7-!1 王后 
于 是 二 Se 人 上] (6-2-24) 


将 上 式 代 到 式 (6-2-22) 便 有 


2 7-1%2 ,Vv 
C,= 14+ 二 一 ra mb 
四 冯 必 2 ie 人 有 


将 上 式 方 括号 〈 或 称 中 括号 ) 内 的 项 作 二 项 式 级 数 展开 ， 本 去 -后 三 交 广 及 三 次 
上 项 之 后 得 到 


略 去 上 式 中 的 二 阶 以 上 小 量 后 ， 得 


2 
G -过 (6-2- 
py 2-25) 


这 就 是 定常 、 无 粘 、 均 能 流 在 小 扰动 假设 下 的 压力 系数 近似 公式 ， 它 可 用 于 全 场 内 的 任意 一 
点 。 该 式 常 称 为 压力 系数 的 线 化 公式 。 另 外 ， 由 于 扰动 很 小 ， 所 以 流 场 中 任意 点 处 的 压强 
己 与 来 流 压 强 已 之 差 很 小 ， 因 此 作为 一 级 近似 ， 则 有 


wm 
-=-od 全 | (6-2-26) 
将 式 (6-2-2) 以 及 p=p.+p 代入 到 上 式 ,， 即 
P-P.=-(p.+ PY + 0) + (w)? ] 


省 略 上 式 等 号 右边 的 二 阶 以 上 小 量 ， 便 有 
P-P.=-pVu’ (6-2-27) 
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将 上 式 代 到 式 〈6-2-22) 中 也 可 得 到 式 (6-2-25)。 
$6.3 沿 波形 壁 流动 的 二 维 精确 解 
亚 声速 流动 


6.3.1 


设 波形 壁 的 形状 为 -eeo[ 至 ] (6-3-D  ， 


式 中 ，e 为 波形 壁 波幅 ; ! 为 波长 并 且 e <<1 (如 图 6. 3 条 
所 示 )。 ol 
由 于 e<<!， 故 壁面 对 气流 的 扰动 是 很 小 的 ， 可 
以 技 小 扰动 处 理 。 假 设 流动 是 无 旋 的 、 无 粘 的 亚 声速 
流动 ， 由 方程 式 (6-2- 11)、 物 面条 件 式 (6-2-19) 


和 远 场 条 件 ， 因 此 可 以 写 出 如 下 的 定 解 问题 图 6.3 波形 壁 的 几何 形状 
20 4 
r+-0 
CA AN 2 -3 
pa 1 sn( 1 ] (6-3-2) 
90 op 
1 =0, 一 1 =0 
Ox so D 
式 (6-3-2) 可 采用 分 离 变 量 法 进行 求解 。 设 解 p(x,y) 为 
9(x,y)= F(x)G(y) (6=3—3) 


代入 式 (6-3-2) 得 


(6-3-4) 
由 上 式 可 得 到 两 个 常 微分 方程 ， 即 
FD)_ 2 二 4 工 
FD ™ 大 =const (6-3—5a) 
GO) 1 
Poo) ™™ = const (6-3-5b) 


它们 的 通 解 分 别 为 
F(x)=Asinkr+ A,coskr 
GO)= Bepp+Bepo 
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于 是 由 式 (6-3-3) 得 到 通 解 为 
g(x,y)=(hsinkrt+ hcoske) (Be +B,e® ) 
由 远 场 边界 条 件 ， 定 出 B, =0， 将 上 式 对 y 求 导数 ， 得 到 
39 | =v0x,0)= (hsinke+ hcosie)(-B BR) 
Wm 


将 此 式 与 式 (6-3-2) 中 的 物 面 条 件 比 较 ， 定 出 4=0,k=2x/l, 4BB=eY ， 因 而 式 


(6-3-2) 的 解 为 
-也 -28 [于 ye 
9(x,y)= 站 | » jn ] (6-3-6) 
于 是 扰动 分 速度 、 压 力 系 数 均 可 得 到 。 下 面 讨论 流 线 形状 。 根 据 流 线 的 定义 ， 有 
由 -也 v 


dr Vr Vt-MI Ma 
在 小 扰动 的 假设 下 ， 如 果 不 讨论 高 亚 声 速 流动 ， 则 上 式 分 母 的 第 三 项 远 小 于 第 二 项 ， 故 分 母 
的 第 三 项 可 略 去 ， 因 此 可 将 上 式 进 行 级 数 展开 ， 并 略 去 二 阶 小 量 ， 可 得 


sc 学 下 全] 


将 上 式 积分 ， 并 用 y 一 0 时 的 流 线 与 壁面 方程 相 比 
较 ， 定 出 积分 常数 为 零 。 因 此 流 线 方程 为 


学 中 倍 ] -7 


上 式 表明 : 流 线 的 形状 与 壁面 波形 的 相位 相同 ， 流 线 
的 波幅 随 着 离 壁面 的 距离 增 大 而 呈 指 数 衰 减 。 当 
y 忆 ~ 时 ， 流 线 趋 于 与 x 轴 平 行 ， 如 图 6.4 所 示 。 

例 6.1 由 于 制造 上 的 不 准确 ， 在 飞机 机 可 上 
当地 马赫 数 为 0.7 的 区 域 中 存在 着 一 个 长 40 mm 与 周围 高 出 e =2 mm 的 小 鼓 包 。 如 果 上 略 去 
边界 层 的 影响 ， 试 估算 小 鼓 包 的 最 大 马赫 数 ? 如 果 在 小 鼓 包 的 最 高 点 上 开 静 压 孔 测量 避 面 静 
压 ， 试 问 由 于 小 鼓 包 的 存在 ， 造 成 的 静 压 测量 误差 是 多 少 ? 

解 小鼓 包 上 的 最 大 扰动 速度 ， 可 用 壁面 上 (w)o 来 计算 ， 于 是 

(N= V 2re _ 入 2xx2 =0: 
™ Vm ! Vi-0.7 (40x2) 

而 这 时 v=0， 于 是 Vw =V.+(wu mw =1.22 V.; 利用 能 量 方程 式 (6-2-4) 去 计算 二 维 流动 
时 当地 声速 ， 即 


图 6.4 沿 波形 壁 亚 声速 流动 的 流 线 


22V. 


405 


省 略 二 阶 以 上 小 量 便 有 


2 
全 =1-(y -DM =1-0.4x0.7*x0.22=0.956 9 


因此 小 鼓 包 上 的 最 大 M 为 


V. 1.22VY_ 
M =- 咽 = =0.873 
a PEE 
由 式 (6-2-27),， 即 P-P.=-p.Vu 
上 式 可 改写 为 
P-P py, wu WV 2 2 
PM 世 =7M_ 全 一 =y(M 世 =1.4x(0.7)2x022=0.15 
BE bYM YM 7Y(M-) =14x(0.7) x0. 


也 就 是 说 ， 当 把 测 压 孔 刚 好 开 在 小 鼓 包 的 最 高 点 处 时 造成 的 静 压 测量 误差 为 15%。 
6.3.2 超声 速 流动 


这 时 的 定 解 方程 组 由 式 6-2-12) 及 边界 条 件 组 成 ， 即 


2 _99 232 
Da (6-3-8) 
a9 | __2rey. ，(2rx ee 
ou 1 ( 1 】 (6-3-9a) 
99 | -= 399 |- A 
i 有 限 值 ， 1 = 有 限 值 (6-3-9b) 
对 于 波动 方程 ， 其 通 解 为 
p(wy)= f(x-By)+ g(x+ By) (6-3-10) 
式 中 /和 8 的 具体 形式 应 由 边界 条 件 确定 。 为 便于 叙述 ， 先 假定 8 =0， 于 是 
名 =-By) (6-3-11) 


这 里 广 表示 函数 对 变量 (zx- By) 求 导数 ;将 式 〈6-3-11) 与 边界 条 件 式 (6-3-9a) 对 
比 ， 可 得 /6) 为 9 的 正弦 函数 ， 于 是 积分 便 得 


eV oos/ 2r0 
f(0)= co 人 I jroo 
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将 9 换 成 (x-By) 便 得 到 扰动 速度 势 9 的 表达 式 


pes =f0-BD=- 人 Scos| 从 x-B9 | reons (6-3-12) 
有 了 扰动 速度 势 9 的 值 ， 则 wv 压力 系数 C; 值 均 可 得 到 。 这 里 仅 给 出 流 线 的 斜率 ， 即 
2re 2r 
2 i 


二 pr (6-3-13) 

1+ 再 cos| 至 e- 双 | 
显然 ， 沿 着 x- By = const 的 直线 ， 流 线 的 斜率 相同 ， 也 就 是 说 波形 壁 的 壁面 扰动 在 超声 速 流 
动 下 是 以 不 变 的 形式 沿 着 这 族 直线 传播 出 去 进入 流 场 的 ， 这 个 结果 也 满足 无 穷 远 处 的 条 件 。 
另外 ， 根 据 超声 速 流动 的 特点 ， 壁 面 引起 的 扰动 只 能 沿 着 马赫 线 向 下 游 传 播 。 因 此 ， 对 于 从 
左 向 右 沿 波形 壁 的 超声 速 流动 ， 则 扰动 速度 势 可 表达 为 gq = f(x-By); 而 对 于 从 右 向 左 的 超 
声速 流动 ， 则 为 p= g(x+ By)。 


$6.4 亚 声速 绕 薄 眉 型 定常 流动 的 相似 律 
6.4.1 仿 射 相 似 


仿 射 相似 又 称 仿 射 变换 ) 43 是 几何 相似 的 一 种 推广 。 以 二 维 翼 型 剖面 为 例 ， 同 一 个 
圈 剖 面 ， 若 x 方向 的 尺度 不 变 ，y 方向 的 尺度 乘 以 某 一 个 常数 因子 B， 则 由 此 得 到 的 屏 剖 面 
与 原 丑 剖面 仿 射 相似 。 例 如 具有 一 条 公共 对 角 线 的 所 有 萎 形 丑 剖 面 都 仿 射 相似 (注意 这 里 取 
公共 对 角 线 为 x 轴 )。 假 设 两 个 仿 射 相似 的 翼 剖 面相 对 厚度 之 比 为 t/t, = B 《所 谓 相对 厚度 
比 + 定义 为 丑 剖 面 的 最 大 厚度 ! 与 弦 长 c 之 比 ， 常 称 作 贾 剖面 的 最 大 相对 厚度 ， 简 称 相对 厚 
度 )， 并 假设 零 攻 角 注 买 剖面 方程 为 
y=H(x)=TF(x) (6-4-1) ， 
这 里 F(x) = 及 (w/t 。 显 然 ， 对 一 族 相对 厚度 不 同 的 薄 权 剖面 ， 只 要 F(x) 相等 ， 则 它们 之 向 
必定 仿 射 相似 。 另 外 ， 如 果 把 攻 角 也 当 作 几 何 参数 考虑 的 话 ， 则 圈 剖 面 方程 为 


y=h0 =H0) -0r=r|F0)-Ex|=710 (6-4-2) 


其 中 f=F0) -Ex, 对 于 考虑 攻 角 的 两 翼 剖 面 ， 若 仿 射 相似 则 必须 要 有 相同 的 f(x) 值 ; 
而 要 使 f(x) 相等 ， 则 要 求 两 翼 剖 面 的 F(zx) 与 a/t 都 分 别 相等 。 


407 


| 气体 动力 学 


6.4.2 亚 声 速 气流 绕 薄 贾 流 动 的 相似 律 


一 、 戈 泰 特 相似 律 

考虑 亚 声速 线 化 流动 的 控制 方程 为 式 (6-2-11)， 其 边界 条 件 如 下 ; 

(1) 在 物 面 上 ， 设 物 面 方程 为 F(x,yx,z)=0 ， 由 固 壁 不 可 穿 透 条 件 〈 即 流速 方向 与 物体 
表面 相 切 )， 有 


了 +Y.VF=0 (6-4-3) 
这 里 Y= 直 + 可 +wk 。 在 定常 和 小 扰动 的 假设 下 并 注意 到 式 (6-2-2)， 则 上 式 变 为 
OF OF oF _ i 
tt (6-4-4) 
(2) 无 穷 远 处 
u=0,v'=0,w =0 (6-4-5) 
令 B=Vi-M: ， 引 进 仿 射 变换 
x=6, By=n, Bzr=6 (6-4-6) 
并 令 
p=kp* (6-4-7) 


其 中 是 待定 常数 。 于 是 ， 控 制 方程 式 (6-2-11) 变 为 拉 普 拉 斯 方程 式 (6-4-8)， 换 句 
话说 ， 借 助 于 上 面 的 变换 ， 亚 声速 可 压缩 的 流动 问题 转化 为 相应 的 不 可 压缩 流动 ， 即 
SO 区 
ET (6-4-8) 
通常 将 亚 声速 流动 所 在 的 空间 (x, yz) 称 为 原 物理 空间 ， 将 仿 射 变换 后 所 定义 的 不 可 压缩 流 
动 空间 (&,m,6) 简称 为 不 可 压缩 流动 空间 或 称 为 变换 后 空间 。 
下 面 讨论 边界 条 件 的 转换 以 及 如 何 选择 适当 的 大 值 才能 使 两 个 流动 中 的 物 面条 件 得 到 满 
足 的 问题 。 在 原 物理 空间 中 ， 可 压缩 流 的 物 面 方程 F(x,y,z)=0 经 过 仿 射 变换 有 
A (6-4-9) 
即 变 为 相应 的 不 可 压缩 流动 空间 中 的 仿 射 物体 有 (6,n,6)=0， 设 9 为 不 可 压缩 流动 的 扰动 
势 ， 它 满足 无 穷 远 处 的 边界 条 件 以 及 不 可 压缩 流动 空间 物 面 〈 这 里 物 面 方程 为 (6,n,6)=0) 
的 边界 条 件 ， 亦 即 
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(1) 在 f(6,m.6)=0 的 物 面 上 


TY -4- 

VV Et mn +W E73 =0 (6 10a) 

《2) 在 无 穷 远 处 w=0, v=0, w=0 (6-4-10b) 
由 式 (6-4-7)， 得 

0 

u = k E93 ke 

v -名 -kp 引 kp (6-4-11) 

5 

Es =kp a 3 =kBw 


因而 不 管 k 取 何 值 ， 扰 动 速度 势 g 总 能 满足 无 穷 远 处 边界 条 件 。 现 在 考虑 物 面条 件 ， 把 式 
(6-4-6) 代入 到 物 面条 件 式 (6-4-10a)， 并 令 风 =V.， 于 是 有 
VR RW 六 半 - 
ar kB oy kpY de 
比较 边界 条 件 式 〈6-4-12) 与 式 (6-4-4) 可 知 ， 为 了 满足 物 面 边界 条 件 的 仿 射 变换 ， 则 
必须 有 


(6-4-12) 


kB?=1 或 k= 1 


pr (6-4-13) 
将 上 式 代入 到 式 (6-4-7) 和 式 (6-4-11) 中 ， 便 得 到 
is 
9 六 9 (6-4-14) 
w=u" /PB’, v=v/B, w=w/B (6-4-15) 


于 是 将 上 式 代 到 式 〈6-2-25) 并 且 仍 然 令 V. =W ， 于 是 便 得 到 两 个 互 为 仿 射流 场 时 压力 系 
数 之 间 的 关系 


GG (6-4-16) 


这 里 C" 与 C* 分 别 表示 可 压缩 和 不 可 压缩 流 场 对 应 点 的 压力 系数 。 因 此 ， 戈 泰 特 相似 律 可 和 叙 
述 如 下 : 亚 声速 线 化 流 场 的 参数 可 以 通过 仿 射 变换 得 到 一 个 对 应 的 不 可 压缩 流 场 。 两 个 流 场 
的 空间 关系 服从 式 (6-4-6) 给 出 的 仿 射 变 换 , 相应 点 的 流动 参数 间 的 关系 由 式 (6-4-14)、 
式 (6-4-15) 与 式 (6-4-16) 所 规定 。 

例 6.2 设 弦 长 与 最 大 厚度 分 别 为 b 与 1 的 二 维 亚 声速 贾 型 ， 如 果 来 流速 度 为 久 ， 进 
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气 攻 角 为 a， 试 用 蕊 泰 特 相 似 律 求 出 相应 不 可 压缩 流动 时 的 叶 型 弦 长 上 ， 最 大 厚度 比 二 ， 
来 流速 度 凤 ， 进 气 攻 角 cx 以 及 不 可 压 流 的 压力 系数 C? 值 ? 
解 ” 设 两 个 机 型 符合 仿 射 变换 ， 其 几何 参数 间 的 关系 为 


bb fp (6-4-17) 


式 中 ， 刀 puu, 记 和 分 别 表示 翼 型 的 弦 长 ， 最 大 厚度 、 弯 度 和 攻 角 : 另外， 上 标 * 号 表示 相 
对 应 的 不 可 压 流 的 参数 值 。 对 于 本 问题 ， 有 V. = 人 风 ， 令 两 个 流 场 的 流 线 与 x 轴 的 夹 角 分 别 
为 9 和 6 ， 则 


8=tang= 7m 

本 48 

. g vw v 

而 0 =tang Da "Py 
因此 6"=po (6-4-18) 


这 表明 两 个 流 场 的 流 线 是 彼此 线性 相关 联 的 ， 相 应 的 流 线 与 x 轴 的 夹 角 服从 式 〈6-4- 18); 
压力 系数 仍 为 


Co= 有 Cn 


图 6.5 戈 泰 特 相似 律 
显然 ， 如 图 6.5 所 示 不 可 压缩 流动 下 的 翼 型 要 比 可 压缩 流 的 薄 ， 并 且 攻 角 的 绝对 值 也 变 小 。 
另外 ， 戈 素 特 相似 律 也 可 简单 的 表示 为 
[Cr]u ee7 = (6-4-19) 


式 中 ，a,t 与 了 分 别 表示 翼 型 的 攻 角 、 相 对 厚度 比 与 弯 度 比 ， 这 里 = f1b。 

二 、Prandtl-Glauert( 普 朗 特 - 慕 劳 温 ) 相似 律 

Prandtl-Glauert 相似 律 是 建立 可 压缩 与 不 可 压缩 流 场 中 以 相同 攻 角 绕 同 一 个 翼 型 的 气动 
力 特性 之 间 的 关系 ， 从 而 得 到 可 压缩 性 对 同一 个 翼 型 气动 力 的 影响 。 现 在 就 讨论 它们 之 间 的 
具体 关系 式 ， 首 先 将 戈 素 特 相似 律 ， 式 〈6-4-19) 改写 成 如 下 形式 
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[Coly_ a -ee | (6-4-20) 
[I 

上 式 等 号 右 端 大 括号 内 的 式 子 表示 了 在 不 可 压缩 流动 中 ， 两 种 不 同 攻 角 、 不 同 厚度 比 、 不 同 

弯 度 比 之 下 两 种 翼 型 在 相应 点 处 的 压力 系数 的 比 。 从 线 化 压力 系数 公式 式 (6-2-25) 可 知 ， 

压力 系数 是 与 扰动 分 速度 ww 成 正比 。 在 小 扰动 情况 下 ， 翼 型 对 气流 所 产生 的 扰动 ， 可 以 认 

为 是 攻 角 、 厚 度 比 和 麻 度 比 这 三 者 所 产生 的 扰动 的 迭 加 。 也 就 是 说 ， 如 果 贾 型 的 攻 角 、 厚 度 

比 和 弯 度 比 都 缩小 有 倍 时 ， 所 引起 的 扰动 速度 过 以 及 压力 系数 也 都 要 相应 地 减 小 有 倍 ， 即 


[Cuuwoy -8 (6-4-21) 
[Coloary 
于 是 ， 这 时 式 (6-4-20) 就 变 为 
{eresa7 = Bro (6-4-22) 


因此 ，Prandtl-Glauert 相似 律 〈 简 称 P-G 相似 律 ) 可 叙述 如 下 : 亚 声速 均匀 来 流 绕 注 翼 型 流 
动 时 ， 翼 型 表面 各 点 的 压力 系数 等 于 不 可 压缩 均匀 来 流 以 相同 来 流速 度 绕 相同 翼 型 流动 时 翼 
型 表面 压力 系数 的 1B 倍 。 很 显然 ， 由 P-G 相似 律 还 可 推出 不 同 来 流 马赫 数 下 绕 同 一 个 翼 型 
流动 时 ， 翼 型 表面 压力 系数 之 间 的 关系 为 51 


[Coly,, _ jl-M?, ye 
[oe Ea (6-4-23) 
作为 课 后 练习 ， 请 读者 完成 式 (6-4-24) 的 证 明 ， 即 在 亚 声速 流动 与 不 可 压缩 流动 中 ， 
如 果 两 个 翼 型 具有 相同 的 压力 系数 时 ， 则 这 两 个 翼 型 的 形状 应 有 如 下 关系 


[Ce]wnr7 = [Colom perp.718 (6-4-24) 
$6.5 ” 亚 声 速 定常 、 无 旋 、 均 业 流 动 的 速度 图 方法 
1901 年 C.A. annurug( 恰 普 雷 金 ) 用 严格 的 数学 变换 将 物理 平面 上 的 定常 、 无 旋 、 
等 米 、 无 粘 气 体 的 非 线 性 偏 微分 方程 变换 为 速度 平面 上 的 线性 偏 微分 方程 4， 并 用 这 种 方 
法 研究 了 气体 的 射流 问题 。 现 在 就 讨论 这 种 方法 。 
6.5.1 自然 坐标 系 


由 平面 、 无 旋 、 定 常 、 均 炉 无 粘 运 动 的 基本 方程 组 
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， (pu) (pr) _ (6-5-1) 
连续 方程 0 
dv du 
do ou_ (6-5-2) 
无 旋 方 各 em 
等 炳 关系 了 上 -=c (6-5-3) 
Pp 
和 to 站 (6-5-4) 


取 自 然 坐标 系 〈 5,n )， 这 里 5 为 流 线 的 弧 长 ，n 为 与 流 线 垂直 的 法 线 ，5 与 构成 右手 
系 如 图 6.6 所 示 ， 并 用 q 与 9 分 别 代表 速度 矢量 V 的 模 与 方向 角 ， 于 是 在 这 个 坐标 中 式 
(6-5-1) 与 式 (6-5-2) 分 别 变 为 


alin(pg)] ae _ 
ED + (6-5-5) 
Xng_30, 三 
Er (6-5-6) 
注意 到 M = g/a ， 则 式 〈6-5-5) 可 变 为 
Ek 3 -5- 
下 = 元 乒 雯 (6-5-7) 


另外 ， 由 流体 力学 基础 知识 可 知 ， 对 于 定常 、 无 粘 、 无 
旋 流 来 说 流 场 中 的 所 有 流 线 都 具有 相同 的 Bernoulli ( 伯 
努 利 ) 常数 值 ， 即 


; 
/车 + 全 = 常数 (适用 于 整个 流 场 ) (6-5-8) 
注意 到 式 《6-5-3)， 则 上 式 变 为 


图 6.6 流 线 坐 标 系 (S，n) 


+ (6-5-9) 
或 者 利用 马赫 数 的 定义 ， 将 上 式 改写 为 
1M 和 一 人 (6-5-10) 
”人 
引进 速度 势 p ， 其 定义 为 
g=V9 (6-5-11) 


于 是 借助 于 式 (6-5-7)，V.q 可 表示 为 
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2 9 ,90 _ M9_ M909 (6-5-12) 
Vp= Veg=3a+g M's=M sr 6-5-12 


将 Vp 在 (5,n) 坐标 系 中 展开 ， 上 式 又 可 改写 为 


(1 -DE (6-5-13) 
引进 流 函 数 w ， 即 pr=pq = 于， pv=pg, = 中 (6-5-14) 
注意 到 速度 势 9 的 存在 ， 上 式 可 改写 为 


99 (6-5-15) 


在 自然 坐标 系 中 ， 与 上 式 相对 应 地 有 
39_19y 39__1y (6-5-16) 


33 p mn pas 
利用 速度 势 g 与 流 函数 y 的 定义 与 特点 ， 在 〈 5,n ) 坐标 系 中 还 有 


Et 入 =0 (6-5-17) 
Wo WY -号 
=0 =p9 (6-5-18) 
借助 于 式 〈6-5-16)， 计 算 9?y/3S: ， 可 得 
强 -- 训 (pg)=-p 吗 (6-5-19) 


这 里 已 注意 到 如 下 关系 式 


=g 一 (6-5-20) 


由 nn 方向 上 的 运动 方程 并 注意 到 等 燃 条 件 便 有 
oy 1aP_aop i 
i (6-5-21) 
由 无 旋 条 件 式 (6-5-6)， 即 


(6-5-22) 


SS 
局 


应 用 式 〈6-5-19) 到 上 面 的 表达 式 中 ， 便 有 
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注意 到 式 (6-5-21)， 于 是 上 式 又 可 改写 为 


:oay_ ap oa_3apg0_ay 
化 Drm pm a 
因此 ， 定 常 、 无 旋 、 均 炳 流 在 〈 5,n ) 坐标 系 的 流 函 数 主 方程 为 


ay 3 
0o2-0 吾 -到 (6-5-23) 


6.5.2 ”人 恰 普 雷 金 方程 


在 速度 平面 上 ， 取 (4,9) 坐标 系 ， 于 是 式 (6-5-17) 与 式 (6-5-18) 可 改写 为 如 下 关 
系 式 


4 站 各 + 站 半 ， 0- 如 问 + 加 站 (6-5-24) 
-总站 + 让 训 ， pq= 吕 站 + 王强 (6-5-25) 
于 是 由 上 述 两 式 可 直接 求 得 
加 =4 弛 ， 问 --4 总 (6-5-26) 
冯 -- 名 2， 问 - 名 名 (6-5-27) 
式 中 Dei (6-5-28) 


这 里 9(p,y)/3(9,6) 为 Jacobian 函数 行列 式 。 注意 到 式 (6-5-26) 与 式 (6-5-27)， 则 式 
(6-5-7) 又 可 改写 为 


a9 _M’-idy 
oy (6-5-29) 
9g pq 96 
仿照 上 式 的 推导 过 程 ， 式 〈6-5-6) 又 可 改写 为 
9_g%w 本 
6 人 和 (6-5-30) 


由 式 (6-5-29) 与 式 (6-5-30) 中 消去 9 项 后 可 得 
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23/9) Mlow (6-5-31) 
站 2 过] pg 36 
同样 地 ， 由 式 〈6-5-29) 与 式 (6-5-30) 中 消去 y 项 后 可 得 
af -oa ap|-2am 
2 (6-5-32) 
另外 ， 由 Bernoulli 方程 式 (6-5-8) 并 注意 应 用 式 (6-5-3) 后 ， 可 以 得 到 


2 
ta (6-5-33) 


将 上 式 用 于 式 6-5-31) 消去 密度 项 后 便 得 到 恰 普 雷 金 方程 ， 即 
ay oY, 1) -5- 
及 + B07+ g(t es (6-5-34) 
正如 文献 [23] 所 指出 的 ， 这 个 线性 的 流 函 数 方程 是 恰 普 雷 金 首先 推出 的 ， 并 用 它 求解 了 射流 
问题 5。 如 果 用 式 〈6-5-10) 代入 上 式 便 得 到 


2 人 -7Y-12 wy, r+rig wy， 人 7Y-3 和 ay 
a 3 4 蓉 :[ > 所 所 5+9 7/ (6-5-35) 


显然 ， 在 (q,9) 坐标 系 中 ， 上 式 是 关于 y 的 二 阶 线性 偏 微 分 方程 。 为 了 便于 将 可 压缩 流动 与 
不 可 压缩 流 进行 比拟 ， 下 面 引进 一 组 新 变量 (0,8) ， 这 里 变量 o 定义 为 


o=|2, -2 (6-5-36) 
A dq 4 
sd : 刁 
式 中 ，9 定义 为 te (6-5-37) 


于 是 , 式 (6-5-29) 与 式 (6-5-30) 变 为 


9x op-_3y -5- 
Ww" 0” 和 5 


这 里 天 定义 为 


- (6-5-39) 


滋 * 吉 5 营 )。 (6-5-40) 
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为 了 便于 阅读 其 它 教科 书 〈 例 如 文献 [25] 等 )， 也 可 以 重新 定义 流 函 数 克 ， 即 


“ 鱼 于 ， "如 (6-5-41) 
对 于 均 炉 流 场 ，p。 = const ， 因 此 关于 到 的 恰 普 雷 金 方程 为 
可 :和 各 tl0rw) 红 -。 (6-5-42) 
相应 地 丈 与 9 间 的 关系 为 
-RK =p (6-5-43) 
式 中 ， 天 定义 为 RK=B(1-M’) (6-5-44) 
另外 ， 对 于 定常 、 无 粘 、 均 箭 流 ， 由 运动 方程 得 


-(pq)dg=dP (6-5-45) 
注意 到 p 与 9 无 关 ， 于 是 借助 于 上 式 便 有 


= (6-5-46) 


所 以 对 于 均 炳 流 ， 注 意 到 po 为 常数 便 可 推出 


到 久 ]-- 久 (-*) (6-5-47) 
或 者 
站 坝 }- 志 0 (6-5-48) 


在 推导 式 〈6-5-47) 时 ， 这 里 使 用 了 式 (6-5-46)。 类 似 于 上 面 的 推导 ， 还 可 推出 下 式 成 
立 ， 即 


Aap | _ PodpdP_pog (6-5-49) 
(8) prdPdg pa 
此 外 ， 如 果 将 式 (6-5-43) 中 的 p 消去 ， 便 得 到 
FA 图 
路 霹 (x 半 jo {030 


式 中 , 天 的 定义 同 (6-5-39) 式 。 
从 数学 的 角度 来 看 ， 方 程式 6-5-40) 与 式 (6-5-50) 具有 相同 的 数学 性 质 ， 换 名 
话说 ， 无 论 是 按 式 (6-5-14) 定义 流 函数 ， 还 是 按 式 (6-5-41) 定义 ， 明 然 两 种 定义 所 
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得 到 的 流 函 数值 不 同 ， 但 它们 所 遵循 的 流 函 数 主 方程 却 具有 相同 的 数学 结构 ， 因 此 不 会 影响 
所 讨论 问题 的 数学 本 质 。 


$ 6.6 Karman- 钱 学 森 的 近似 方法 


对 于 均 炳 流动 的 完全 气体 ， 则 


eT 
Bel-M’) -+ 和 Qu 
p 


Ne Ce (6-6-1) 
= M+om®) 

例如 y=1.4 时 ， 上 式 变 为 
BM 103M + (6-6-2) 


例如 M =0.61 时 ， 上 式 变 为 
-My =1-0.3x0.1374+.……=1-0.041+.… 


因此 ， 在 亚 声速 的 很 大 范围 内 名 (1-M 人 并 的 值 接近 于 1， 换 句 话 说 ， 在 亚 声速 的 很 大 范围 
内 有 如 下 近似 关系 
BM (6-6-3) 


对 于 均 箭 流 ,， Po 全 场 为 常数 并 注意 到 式 (6-5-39)， 
则 上 式 变 为 
poVK =1 或 者 天 = const (6-6-4) 
显然 ， 如 果 天 = const ， 则 式 〈6-5-40)》 便 可 写 
为 
tx 并-0 (6-6-5) 
于 是 就 可 以 很 方便 地 在 可 压缩 流动 与 不 可 压缩 
流动 之 间 建 立 起 比拟 关系 。 另外， 分 析 图 6.7 所 ”图 6.7 绝热 等 粮 过 程 曲 线 与 切线 气体 假定 
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示 的 气体 绝热 等 燃 过 程 曲线 。 

设 曲线 上 A 点 代表 流 场 上 游 无 穷 远 处 的 气体 状态 ， 通 过 这 点 作 绝热 等 糯 曲线 的 切线 ， 
以 此 切线 来 近似 地 代替 绝热 曲线 ， 这 就 是 卡门 一 一 钱学森 的 切线 气体 假定 "* ”"”。 切 线 的 斜 
率 C 为 


dp 
pg = pia? =const (6-6-6) 
dp 


可 以 证 明 ， 如 果 用 与 三 的 线性 关系 式 去 代替 完全 气体 的 绝热 等 方程 Ppr = const 的 话 ， 
这 相当 于 引进 y=-1 的 假定 。 显 然 ， 在 7 =-1 的 假定 下 ， 则 恒 有 
Bl- = (6-6-7) 


这 时 ，K 的 值 全 场 恒 等 于 常数 ， 并 且 式 〈6-6-5) 严格 成 立 。 最 后 还 需要 指出 的 是 ， 对 于 
许多 实际 的 流动 ， 流 场 中 任 一 点 的 状态 (P,p) 和 远 前 方 来 流 状态 (已 ,p-) 相差 不 算 太 大 ， 因 
此 取 (R.,1/p.) 点 处 的 切线 去 代替 绝热 曲线 ， 是 有 足够 精度 的 。 工 程 应 用 的 大 量 实 三 表明 
恰 普 雷 金 以 小 止 点 (RB,1/ po) 处 的 切线 去 代替 绝热 曲线 的 处 理 办 法 ， 适 于 射流 流 场 的 研究 。 
而 卡门 一 一 钱学森 以 (已 ,LpP_) 点 处 的 切线 代替 绝热 曲线 的 做 法 ， 适 用 于 研究 机 事 的 绕 流 问 
题 。 


§6.7 机 慰 与 叶 栅 绕 流 的 必 缘 条 件 


这 里 首先 对 边界 条 件数 学 处 理 的 一 般 情况 作 一 个 概述 ， 然 后 再 讨论 叶 栅 与 机 翼 绕 流 问 
题 的 尾 缘 条 件 。 正 如 在 第 5 章 中 所 指出 的 ， 边 界 条 件 的 提 法 及 其 数学 处 理 在 气体 动力 学 和 计 
算 流体 力学 中 的 确 是 一 个 十 分 重要 而 且 需 要 进一步 完善 的 课题 ， 它 对 工程 应 用 和 理论 研究 都 
具有 极为 重要 的 意义 。 同 样 ， 机 辟 与 叶 栅 绕 流 时 的 尾 缘 条 件 也 是 一 个 既 现 实 但 又 十 分 难处 理 
的 问题 ， 在 航空 、 航 天 和 工程 热 物理 领域 中 ， 进 行 叶 栅 与 机 辟 的 数值 计算 与 理论 分 析 时 必然 
会 遇 到 它 。 


6.7.1 无 粘 流 与 粘性 流动 边界 条 件 的 数学 处 理 概 述 
首先 ， 适 当 的 边界 条 件 提 法 及 其 数学 处 理 是 保证 流 场 数值 计算 过 程 稳定 的 必要 条 件 。 


边界 处 理 的 具体 方法 可 能 会 影响 到 流 场 参数 的 计算 精度 特别 是 热流 ， 摩 擦 阻力 等 参数 值 )， 
甚至 还 会 影响 流 场 的 内 部 结构 。 因 此 ， 边 界 条 件 的 提 法 及 其 数学 处 理 是 气体 动力 学 及 计算 流 
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体力 学 中 不 可 忽视 的 十 分 重要 的 问题 。 这 里 所 谓 边界 处 理 包 括 边界 条 件 的 提 法 和 边界 条 件 的 
履行 办 法 。 而 边界 条 件 的 提 法 又 可 分 为 : @ 各 类 边界 上 所 需 规定 的 边界 条 件 的 数目 ，@ 各 类 
边界 上 具体 的 边界 条 件 的 提 法 。 它 们 是 不 能 随意 规定 的 ， 在 数学 上 应 满足 适 定性 的 要 求 ， 在 
物理 上 应 具有 较 明 显 的 意义 。 在 气体 动力 学 问题 的 数值 计算 中 ， 可 能 遇 到 两 类 不 同 的 边界 ; 
一 类 称 为 实际 边界 , 例如 外 流 问题 中 的 固 壁 表面 ， 内 流 问 题 中 的 进 、 出 口 边 界 及 物 面 边界 等 。 
显然 ， 它 们 是 由 物理 问题 的 性 质 所 决定 的 ， 因 而 也 是 确定 的 ， 另 一 类 是 人 工 边界 (又 称 开 边 
界 )， 例 如 在 外 流 计算 中 ， 尽 管理 论 讲 边界 在 无 限 远 处 ， 但 实际 计算 时 只 能 取 有 限 远 的 地 方 ， 
因此 人 工 边界 的 选取 带 有 任意 性 和 经 验 性 。 另 一 方面 ， 为 了 保证 无 粘 流 的 Euler 基本 方程 组 
和 有 粘 流 Navier-Stokes 基本 方程 组 的 初 边 值 问 题 适 定 ， 因 此 ， 需 要 规定 边界 条 件 ， 这 些 条 
件 常 称 作物 理 边界 条 件 ， 这 些 条 件 的 数目 往往 是 确定 的 ， 例 如 对 于 三 维 流 动 问题 ， 对 于 Euler 
方程 组 : 超声 速 入 流 、 亚 声速 入 流 、 超 声速 出 流 和 亚 声速 出 流 分 别 要求 5，4，0 与 1 个 物理 
边界 条 件 ; 对 于 Navier-Stokes 方程 组 也 对 应 于 上 述 同样 的 流动 时 ， 则 分 别 要 求 5、5、4 与 
4 个 物理 边界 条 件 29。 显 然 ， 当 物理 边界 条 件 的 数目 少 于 支配 方程 中 独立 变量 的 数目 时 ， 在 
数值 计算 过 程 中 就 有 必要 补充 “数值 边界 条 件 ”。 

一 、Euler 基本 方程 组 的 边界 条 件 

文献 [27] 对 双 曲 型 偏 微分 方程 提出 了 “时 间 相 关 边 界 条 件 ”的 处 理 办 法 ， 其 基本 思想 
是 : 它 以 双 曲 型 偏 微 分 方程 所 描述 的 波 传播 现象 为 出 发 点 ， 在 边界 处 有 一 些 波 是 从 边界 外 
传 向 求解 域内 的 ， 而 另 一 些 波 则 是 从 求解 域内 传 向 边界 的 。 前 者 称 进入 波 ， 由 于 它们 的 行为 
完全 由 边界 外 的 状况 所 决定 ， 因 此 就 需要 适当 规定 边界 条 件 来 确定 它们 的 行为 ， 而 后 者 称 流 
出 波 ， 由 于 它们 完全 由 求解 域内 的 解 所 决定 ， 所 以 对 这 些 波 就 不 应 提 任 何 边 界 条 件 。 按 照 上 
述 思想 ， 对 应 于 这 些 特征 波 的 相应 特征 变量 ?4' ”" 可 决定 如 下 当 特 征 波 指向 求解 域外 部 时 ， 
相应 特征 变量 中 的 导数 用 单 侧 差分 逼近 ;， 当 特征 波 指向 求解 域内 部 时 ， 则 应 由 边界 条 件 来 确 
定 出 相应 的 特征 变量 。 下 面 以 三 维 Euler 流动 为 背景 ， 分 别 对 各 类 边界 结合 特征 分 析 方法 简 
述 一 下 数学 处 理 的 要 点 : 

1. 入 流 边界 条 件 

(1) 对 超声 速 入 流 边界 ， 由 特征 分 析 这 时 5 个 特征 波 都 是 进入 波 ， 于 是 进口 边界 处 要 给 
5 个 物理 边界 条 件 ， 例 如 可 给 P、p、u、v 和 w。 

(2) 对 亚 声 速 入 流 边界 ， 这 时 有 4 个 特征 波 是 进入 计算 域 的 ， 有 1 个 是 离开 计算 域 ， 因 
此 进口 边界 处 要 给 4 个 物理 边界 条 件 ， 例 如 可 给 p、u、v 和 w， 或 者 给 uw、v、w 和 了 。 

2. 出 流 边界 条 件 

(1) 对 超声 速 出 流 边 界 ， 此 时 5 个 特征 波 是 流出 波 ， 因 此 在 出 口 边 界 处 不 需要 规定 任何 
边界 条 件 。 

(2) 对 亚 声速 出 流 边界 ， 此 时 4 个 特征 波 离开 计算 域 ，1 个 特征 波 是 进入 计算 域 的 ， 因 
此 在 出 口 边界 处 应 规定 1 个 物理 边界 条 件 ， 例 如 可 给 定 静 压 P 的 分 布 。 
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3. 物 面 边界 条 件 

由 流体 力学 可 知 ， 对 于 无 粘 流 ， 流 体 沿 着 物 面 可 以 滑动 。 在 进行 特征 分 析 时 ， 只 有 1 个 
特征 波 是 离开 计算 域 的 ， 因 此 与 这 个 特征 波 相对 应 的 特征 变量 的 导数 要 用 单 侧 差分 逼近 。 而 
其 它 的 四 个 特征 变量 可 这 样 确定 : 令 其 中 的 三 个 为 零 ， 另 一 个 由 局 部 一 维 无 粘 关系 式 及 壁面 
滑 移 边 界 条 件 来 确定 。 在 物 面 上 应 给 的 那个 物理 边界 条 件 是 规定 沿 物 面 法 向 速度 为 零 。 

4. 远 场 边界 条 件 

这 时 所 规定 物理 边界 条 件 的 数目 应 该 由 当地 局 部 特征 值 正 与 负 的 个 数 自动 决定 。 也 就 是 
说 ， 对 应 于 每 一 个 进入 特征 波 ， 都 应 该 规定 一 个 物理 边界 条 件 。 

二 、Navier-Stokes 基本 方程 组 的 边界 条 件 

Navier-Stokes 方程 组 并 不 是 双 曲 型 的 ， 所 以 这 里 所 谓 对 N-S 方程 作 特征 边界 条 件 分 析 
是 指 忽略 了 扩散 过 程 之 后 进行 的 ， 因 此 在 N-S 方程 的 分 析 中 ， 其 特征 波 仅 与 N-S 方程 中 的 
双 典 型 部 分 有 关联 。 当 然 ， 对 于 N-S 方程 所 规定 的 边界 条 件 的 数目 应 该 等 于 N-S 方程 初 边 
值 的 适 定性 分 析 所 得 到 的 边界 条 件 的 数目 ， 这 是 讨论 本 问题 最 基本 的 出 发 点 。 因 此 ， 对 N-S 
方程 所 提 的 具体 边界 条 件 应 包括 无 粘 边界 条 件 ， 再 加 上 与 粘性 有 关 的 边界 条 件 。 从 N-S 方 
程 边界 条 件 所 采用 的 数学 处 理 方法 上 也 与 Euler 方程 相 类 似 。 首 先 ， 将 N-S 方程 中 的 双 曲 型 
部 分 〈 即 无 粘 部 分 ) 进行 特征 分 析 ， 确 定 特征 波 所 对 应 的 特征 变量 。 这 里 所 遵循 的 总 原则 仍 
然 是 ， 对 应 于 流出 波 的 特征 变量 的 导数 用 单 侧 差 分 逼近 ; 而 对 应 于 进入 波 的 特征 变量 则 由 无 
粘 边界 条 件 及 局 部 一 维 无 粘 关系 式 来 确定 。 下 面 以 三 维 粘性 流 为 例 ， 分 别 对 各 类 边界 略 作 概 
述 : 

1. 入 流 边界 条 件 

(1) 对 超声 速 入 流 边界 ， 由 特征 分 析 这 时 5 个 特征 波 都 是 进入 波 ， 于 是 进口 边界 处 要 给 
5 个 物理 边界 条 件 。 

《2) 对 亚 声速 入 流 边界 ， 这 时 有 4 个 特征 波 是 进入 波 ，1 个 是 流出 波 ， 于 是 在 该 入 流 边 
界 处 应 规定 4 个 无 粘 物 理 边 界 条件 ( 例 如 规定 w、v、w 和 了 这 四 个 量 )。 而 根据 N-S 方程 初 
边 值 问题 的 适 定 性 ， 该 处 要 求 规定 5 个 边界 条 件 ， 于 是 要 补充 1 个 与 粘性 有 关 的 条 件 。 

2. 出 流 边界 条 件 

《1) 对 超声 速 出 流 边 界 ， 这 时 5 个 特征 波 均 是 流出 波 ， 因 此 在 出 口 边界 处 不 需要 规定 任 
何 无 粘 边界 条 件 ， 而 根据 N-S 方程 初 边 值 问题 的 适 定性 ， 该 处 要 求 规定 4 个 边界 条 件 ， 因 
此 ， 需 要 规定 4 个 与 粘性 有 关 的 边界 条 件 。 

(2) 对 亚 声 速 出 流 边 界 ， 这 时 4 个 特征 波 是 流出 波 ， 只 有 1 个 特征 波 是 进入 波 ， 因 此 
在 出 口 边界 处 应 规定 1 个 无 粘 边界 条 件 。 而 按照 N-S 方程 初 边 值 问题 的 适 定性 ， 要 求 规定 4 
个 边界 条 件 ， 因 此 需要 补充 3 个 与 粘性 有 关 的 边界 条 件 。 

3. 物 面 边 界 条 件 

(1) 等 温 无 滑 移 壁面 : 在 进行 特征 分 析 时 ， 只 有 1 个 特征 波 是 流出 波 ， 因 此 与 这 个 波 相 
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对 应 的 特征 变量 的 导数 用 单 侧 差分 逼近 。 而 其 他 的 四 个 特征 变量 应 由 边界 条 件 及 局 部 一 维 无 
粘 关 系 式 来 确定 。 通 常规 定 4 个 条 件 例如 规定 w=0,v=0,w=0 并且 给 定 壁 温 T, 值 。 这 恰好 
与 N-S 方程 初 边 值 问 题 适 定性 所 要 求 的 数目 一 致 。 

(2) 无 滑 移 绝热 壁 : 在 进行 特征 分 析 时 ， 只 有 1 个 特征 波 是 流出 波 。 此 时 要 规定 4 个 条 
件 例如 规定 w=0,v=0,w=0 并 规定 温度 沿 壁 面 法 向 变化 率 97/an=0; 它 正好 与 N-S 方程 初 
边 值 问题 适 定 性 所 要 求 的 数目 相符 。 

4. 远 场 边界 条 件 

这 时 规定 的 物理 边界 条 件 的 数目 也 应 该 取决 于 该 处 局 部 特征 值 正 与 负 的 个 数 。 


6.7.2 不 可 压缩 理想 流体 的 保 角 映 射 方法 


一 、 无 分 离 流动 时 保 角 映 射 方法 的 基本 思想 
对 于 无 粘 、 不 可 压缩 、 平 面 、 无 旋 流 动 ， 首 先 定义 复位 势 W(Z) 与 复 速度 V ， 其 定义 分 
别 为 
W(Z)=9(x,y) +iy(x,y) (6-7-1) 
VautivAVle”® (6-7-2) 
在 式 (6-7-1) 中 W(Z) 的 实数 部 分 是 速度 势 函 数 p， 虚 数 部 分 是 流 函数 y 。 由 于 gp 和 wy 满 
足 〈《Cauchy-Riemann) 柯 西 - 黎 曼 条 件 ， 因 此 W(Z) 是 解析 函数 ， 并 称 W(Z) 为 复位 势 。 另 外 ， 


Z=x+iy。 在 式 (6-7-2) 中 ，Y 为 复 速度 ，a 为 复 速度 的 幅 角 ， =arctany 1V ! 为 复 速 


度 的 模 ，|V|= Vu +v?* 。 复 位 势 W 对 Z 求 导 ， 得 到 

至 - 中 + 时 =- ivAVle* =V (6-7-3) 
显然 ，dW/dZ 是 复 速度 V 的 共 辆 ， 称 为 共 辆 复 速度 并 以 立 表 示 。 将 共 罗 复 速度 沿 封闭 曲线 C 
积分 ， 得 到 


4 dZ = $aw= 和 ae+idy= T+iQ (6-7-4) 


其 中 实数 部 分 研 为 沿 封闭 曲线 C 的 速度 环 量 ， 并 且 约 定 : 流动 沿 逆 时 针 方向 ， 厂 >0; 流动 
沿 顺 时 针 方 向 ， 厂 <0; 而 虚数 部 分 为 通过 该 封闭 曲线 的 流量 。 由 流体 力学 基础 知识 知道 ， 
求解 无 类 、 不 可 压缩 、 平 面 、 无 旋 流 动 问题 ， 可 归结 为 寻求 满足 来 流 条 件 、 物 面条 件 和 环 量 
条 件 的 复位 势 W(Z) 。 一 旦 流 场 的 复位 势 W(Z) 被 确定 ， 则 相应 的 速度 场 、 压 力 场 等 也 就 容 
易 确 定 了 。 应 该 明白 ， 要 确定 满足 较 复杂 物 面条 件 的 复位 势 并 不 是 一 件 容易 的 事 ， 尤 其 是 三 
维 流动 问题 。 然 而 在 复 变 函数 中 ， 保 角 映 射 方法 可 以 对 复杂 边界 问题 进行 处 理 ， 因 此 该 方法 
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值得 借鉴 。 用 保 角 映 射 方 法 求解 上 述 平面 无 旋 流动 问题 的 基本 思想 可 简 述 如 下 。 

(1) 寻求 一 个 解析 变换 Z = f(6)， 通 过 它 把 物理 平面 ( 即 复 平面 四 上 形状 比较 复杂 
的 求解 域 边界 映射 为 映射 平面 (OD 上 简单 形状 的 边界 。 这 里 对 变换 Z = f(6) 的 要 求 是 ， 开 域 
内 保 角 ; 边界 点 一 一 对 应 (边界 走向 按 边界 对 应 原理 ， 例 如 求解 域 都 在 边界 左 侧 )。 

(2》 通过 解析 变换 Z = f(6)， 建 立 物理 平面 @ 和 映射 平面 (上 对 应 流动 之 间 的 关系 ， 
从 而 得 到 与 物理 平面 @ 上 流动 相对 应 的 映射 平面 @ 上 的 流动 。 

(3) 求 出 映射 平面 (上 相应 流动 问题 的 复位 势 。 通 常 ， 这 是 很 容易 找到 的 。 

(4) 再 通过 解析 变换 Z = f(6) 的 反 函数 即 6 = F(Z) ， 求 出 物理 平面 @ 上 原来 流动 问题 
的 复位 势 。 

可 以 看 出 ， 该 方法 的 关键 是 第 四 步 ， 它 是 整个 方法 中 最 困难 的 一 步 。 

二 、 物 理 平面 @ 和 映射 平面 (Q 上 对 应 的 流动 关系 

关于 两 个 平面 上 流动 的 对 应 关系 ， 下 面 想 作 五 点 说 明 : 

(1) 若 已 知 @@ 平 面 上 某 个 流动 的 复位 势 为 W(Z) ， 则 妈 (J(C))=W"(5) 或 者 按照 通常 
习惯 仍 可 写 为 凤 (5) 表 示 ) 必然 是 人 @) 平面 上 某 个 流动 的 复位 势 〈 这 里 证 明 从 略 )。 

(2) 车 在 加 平面 上 W(Z) 在 Z= Zuo 点 处 有 奇 点 ， 则 在 @ 平 面 的 对 应 点 5 = 如 处 ，wW(5) 
也 具有 同样 性 质 的 奇 点 ， 并 且 有 : 

@ ”如 果 是 点 源 或 点 涡 时 则 强度 不 变 


Ei (6-7-5) 
鲍 wG)=- 2 [ce- 6) 名 |- 旦 2=irnke- Go)+const (6-7-6) 
@ Pe 
起 WD=- 叶 > 二 (6-7-7) 
dé | 
__me? dz _ mkem 1 i 
昭 "@)- 一 2 人 -的 -于 和 全 | 


这 里 此 = Ke* ; mm 为 偶 极 子 强度 《又 称 偶 极 子 的 矩 );， 有 为 偶 极 子 的 轴线 与 x 轴 的 夹 角 。 


Z=Zo 
(3) 将 加 平面 上 的 等 势 线 和 流 线 映射 到 @ 平 面 上 后 ， 对 应 的 线 也 仍然 分 别 是 等 势 线 和 
流 线 ， 即 
W(Z)=9%, +iy(x, y) =WE) = BE D+iy (€,n) (6-7-9) 
也 就 是 说 在 对 应 点 上 有 : g(x,y)=@(E,1), (x,y) = 更 人,D) (6-7-10) 
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(4) 四 平面 与 铬 平面 对 应 点 处 的 共 辆 复 速度 之 间 存 在 如 下 关系 
WW_Wz (6-7-11) 
性 上 z 牙 

(5) 在 @ 平 面 上 沿 任 一 封闭 曲线 L 的 速度 环 量 及 通过 它 的 流量 分 别 等 于 @@ 平 面 上 沿 


相应 封闭 曲线 L 上 的 速度 环 量 及 通过 它 的 流量 ， 即 
; dw dw dz 
ti -$e = fz 


ae! 
三 、 映 射 平面 与 物理 平面 上 的 复位 势 
用 保 角 映射 的 方法 求解 无 分 离 绕 流 流动 问题 ， 其 主要 步骤 可 用 如 下 定理 具体 而 又 确切 地 
表达 出 来 : 设 Z=f(6)〈 它 的 反 函 数 为 6 = F(Z) 是 一 个 单 值 的 解析 函数 ， 它 将 @ 平 面 上 以 
原点 为 中 心 ， 半 径 为 a 的 圆 C* 外 的 区 域 互 为 单 值 且 保 角 地 映射 到 @@ 平 面 上 任意 剖面 C 外 的 
区 域 上 ， 如 图 6.8 所 示 ， 并 且 满 足 如 下 两 点 。 
(1)《=o 的 点 对 应 于 Z = 的 点 ; 


6 Tz +iQ, (6-7-12) 


02) 国 | -= 大， 这 里 天 是 一 个 正 的 实数 。 在 复 变 函数 理论 中 已 经 证 明 上 面 所 述 的 这 


种 变换 是 存在 的 并 且 是 惟一 的 。 由 流体 力学 基础 知识 知道 ， 对 于 无 穷 远 处 速度 为 KV. 的 圆柱 
绕 流 其 复位 势 应 该 是 所 ” 


WCG)= EG+ ES 


+ (6-7-13) 
0 Tn F(Z) (6-7-14) 
FC ) 2mi 


是 加 平面 上 当 无 穷 远 处 来 流 的 复 速度 为 时 绕 过 任意 剖面 C 的 复位 势 。 


于 是 W(2Z)= KV. F(Z)+ EY 


图 6.8 具有 尖 后 缘 点 的 机 翼 映 射 为 国 
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四 、 任 意 翼 型 绕 流 变换 为 圆柱 绕 流 的 一 般 形 式 

令 忆 为 @@ 面 上 以 坐标 原点 为 圆心 ， 以 a 为 半径 的 圆柱 周 线 C" 的 外 部 区 域 ， 而 卫 为 @@ 
平面 上 所 要 研究 的 任意 翼 型 周 线 C 外 部 的 区 域 ， 并 且 包 括 无 穷 远 处 在 内 。 由 于 Z=f(6) 在 
D' 域 内 是 解析 函数 ， 因 此 用 Laurent ( 罗 朗 ) 级 数 在 5 =0 点 展开 ， 即 


ZO tt tt tO tt + (6-7-15) 

根据 解析 变换 的 惟一 性 定理 ， 只 有 当 域 中 某 一 对 应 点 例如 ,与 6。》 的 值 以 及 (dZ1d6)c.e 

的 值 规定 之 后 ， 这 个 变换 才 可 惟一 地 确定 下 来 。 如 果 规 定 : ko = 对 应 于 Zu = 以 及 
(dZ/d6). = 天 (6-7-16) 


式 中 ，K 为 给 定 的 非 零 实 数 。 
于 是 将 上 述 条 件 用 于 式 〈6-7-15) 后 便 可 得 到 
C=K, C =C=…C， 


因此 变换 的 一 般 形 式 可 写 为 
Z=/(6)=KC+ 交 名 (6-7-17) 
6 


式 中 , 玉 与 久 值 可 以 由 任意 翼 型 周 线 C 的 形状 和 圆柱 半径 a 的 值 来 确定 0" 31。 
6.7.3 Kutta- 冰 ykoBckKHz#( 库 塔 - 儒 柯 夫 斯 基 ) 假设 及 环 量 的 确定 


通过 上 面 的 讨论 ， 似 乎 任意 翼 型 的 绕 流 问 题 原 则 上 说 已 经 解决 了 。 其 实 不 然 ， 因 为 在 式 
(6-7-14) 中 包含 有 环 量 厂 ， 它 是 平面 上 圆柱 绕 流 问 题 中 的 速度 环 量 ， 也 是 加 平面 上 
惨 型 绕 流 问 题 中 的 速度 环 量 ， 这 是 一 个 还 没有 确定 的 量 。 我 们 无 法 在 理想 流体 ( 即 无 粘 流 ) 
理论 的 范畴 内 将 它 确定 出 来 。 解 决 这 个 困难 有 两 种 不 同 的 途径 一 种 是 抛弃 理想 流体 这 个 近 
似 ， 采 用 粘性 流体 模型 ， 这 就 要 求解 N-S 方程 。 另 一 种 是 在 理想 流体 近似 的 范围 和 内， 补充 
一 个 合理 的 经 验 假设 。 根 据 这 个 假设 一 一 即 附加 的 补充 条 件 ， 将 速度 环 量 惟一 地 确定 出 来 。 
下 面 仅 以 后 一 种 处 理 途 径 为 例 ， 说 明 如 下 : 

一 、 具 有 尖 后 缘 的 观 型 无 粘 绕 流 问 题 

对 于 给 定 的 圆柱 与 来 流 条 件 ， 理 论 上 可 以 存在 各 种 不 同 的 速度 环 量 值 ， 而 且 不 同 的 速度 
环 量 所 对 应 的 贾 型 后 驻 点 的 位 置 是 不 同 的 。 图 6.9 给 出 了 在 名 平面 上 三 种 不 同 速度 环 量 下 
的 绕 流 图 。 图 中 的 〈《a)、(b)、(c) 分 别 表 示 后 驻 点 在 上 翼 面 、 在 尖 后 缘 与 在 下 翼 面 时 的 流 
动 。 对 于 (a) 和 (〈c) 两 种 情况 ， 这 时 后 缘 附 近 的 流体 将 从 机 型 表面 的 一 边 绕 过 尖 后 缘 流 到 
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另 一 边 ， 出 现 了 大 于 r 角 的 绕 流 。 于 是 在 尖 后 缘 B 点 处 将 形成 无 穷 大 的 速度 与 无 穷 大 的 负 压 ， 
显然 这 在 物理 上 不 可 能 。 只 有 在 〈b) 情形 中 ,流体 将 从 上 下 两 边 的 翼 型 表面 平滑 地 流 过 ， 
此 时 尖 后 缘 B 点 处 的 速度 是 有 限 的 。 我 们 在 进行 翼 型 的 升力 计算 时 ， 就 是 根据 这 一 后 缘 条 
件 去 决定 环 量 的 。 因 此 德国 的 Kutta〈 库 塔 ) 和 俄国 的 H.E. 冰 yxkoBcxnn( 儒 柯 夫 斯 基 ) 分 别 
独立 地 提出 了 确定 速度 环 量 的 补充 条 件 ， 即 后 缘 B 尖 点 处 速度 应 为 有 限 的 假设 ， 这 就 是 库 
塔 一 儒 柯 夫 斯 基 假 设 。 此 假设 在 数学 上 可 表示 为 


dw 
= 有 限 什 (6-7-18) 
守 


图 6.9 不 同 速度 环 量 下 的 悍 型 绕 流 以 及 (@) 与 (@) 平面 上 的 后 缘 尖 点 


设 回 平面 上 后 缘 点 B 对 应 于 平面 上 的 B" 点 (此 时 辐 角 为 6, ， 见 图 (6.9e) 所 示 )。 
如 果 Z=f(6) 己 知 ， 则 8, 便 为 一 个 已 知 的 量 。 显然， 解析 函数 Z =f(6) 在 B' 点 的 保 角 性 被 
破坏 了 ,因为 8" 点 处 的 夹 角 为 x， 而 B 点 处 的 夹 角 为 2t-6( 这 里 6 为 翼 型 在 尖 后 缘 的 夹 角 ， 
见 图 6.8 所 示 )， 于 是 在 B" 点 上 必须 满足 


加 | =0 (6-7-19) 
Ele, 


而 忆 点 共 生 复 速度 与 B 点 处 的 共 思 复 速度 之 间 存 在 如 下 关系 


aw) few) [gz) WR 
攻 | -他 ] (区 2 人 


这 就 是 说 ， 在 名 平面 上 ， 刀 点 应 该 是 一 个 驻 点 。 而 此 时 人 @ 平面 上 相应 圆柱 绕 流 的 复位 势 为 


> va Ir en) rr 
WwW = 一 一 二 -一 = es -7— 
(6)=KVE+K ze nt a + 5 上 到 (6-7-21) 
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二 xh. ( 下 (6-7-22) 
式 中 ，V. 与 殉 分 别 为 无 穷 远 来 流 的 复 速度 与 共 思 e 复 速度 。 
将 6 =6. =aee 代入 上 式 ， 并 使 其 等 于 零 便 得 到 
T=—4naklv.|sin(a -0,) (6-7-23) 
式 中 ， 为 来 流 与 x 轴 的 夹 角 ; 8, 为 尖 后 缘 点 B 所 对 应 的 极 角 ， 如 图 6.9 (e) 所 示 。 因 此 
工 的 数值 可 由 式 (6-7-23) 确定 。 另 外 ，Blasius- danmarw( 布 拉 修 斯 - 恰 普 雷 金 ) 公式 (在 
定常 绕 流 时 力 的 复数 表示 式 ) 为 


, 
F=F- -we 虹 ] 之 (6-7-24) 


注意 这 里 复合 力 为 下 = 屎 +iFy, 而 共 辆 复合 力 为 天 = 书 -iF,。 式 (6-7-24) 的 优点 在 于 ， 布 
拉 修 斯 与 恰 普 雷 金 将 求 合力 的 问题 转化 为 复 变 函数 中 求 留 数 的 问题 ?2: 六， 从 而 使 计算 大 大 
简化 。 此 外 ， 将 dW/dz 作 罗 朗 级 数 展开 并 注意 留 数 计算 便 得 到 了 著名 的 库 塔 - 侍 柯 夫 斯 基 
(Kutta- 冰 ykoBckna) 升力 公式 
F=FitF,j=pV.xT (6-7-25) 

式 中 ，F,V. 与 厂 均 为 矢量 。 
显然 这 时 合力 FR 的 方向 与 来 流 方向 垂直 ， 且 由 来 流 方向 逆 着 丁 的 方向 旋转 90° 即 得 到 合力 
的 方向 。 这 里 还 约定 ， 当 环 量 为 顺 时 针 方向 时 ， 则 丁 <0; 环 量 逆 时 针 方向 时 ， 则 厂 >0; 
正如 文献 [34] 所 指出 的 ， 升 力 定理 是 库 塔 在 1902 年 ， 人 血 柯 夫 斯 基 在 1906 年 独立 发 现 的 。 当 
然 ， 原 来 这 个 定理 是 针对 无 粘 、 不 可 压缩 流体 的 平面 、 定 常 、 无 旋 流 动 给 出 的 ， 但 Batchelor 
( 巴 切 勒 ，1945 年 ) 已 证 明 : 在 可 压缩 流 中 ， 只 要 流 场 无 旋 ， 并 且 能 够 用 式 〈6-2-I11) 表 
达 时 ， 则 库 塔 - 儒 柯 夫 斯 基 所 给 出 的 升力 关系 式 仍 是 对 的 629。 

二 、 对 于 具有 小 贺 弧 的 颈 型 尾 缘 条 件 

“真实 的 机 事后 缘 并 非 尖 角 ， 而 往往 是 由 小 圆 弧 构 成 ， 如 图 6.10 所 示 。 这 时 上 述 具 有 尖 
锐 后 缘 的 库 塔 - 侍 柯 夫 斯 基 条 件 不 再 适用 。 虽 然 如 此 ， 由 于 圆 弧 很 小 ， 机 票 下 股 气流 还 是 不 
能 绕 过 后 缘 流 到 上 侧 ， 同 样 地 ， 机 票 上 股 气流 也 不 能 绕 过 后 缘 流 到 下 侧 。 真 实 的 流动 往往 是 
在 尾部 某 两 个 点 B, 与 B 上 气流 与 机 辟 分 离 。 由 于 B, 与 B, 两 点 相当 接近 ， 上 下 两 股 气流 脱 
体 后 在 尾部 形成 的 尾 流 层 很 薄 。 实 验 测 量 表明 ， 在 接近 尾 缘 的 尾 流 中 压力 为 常数 ， 也 就 是 说 


中 = 中 (6-7-26) 
由 沿 流 线 的 伯 努 利 积分 〈 对 于 完全 气体 的 绝热 可 逆 定 常 无 粘 流动 ) 为 
i sh WEN (6-7-27) 
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如 果 略 去 点 B, 与 点 Bs 处 密度 差异 并 注意 式 《6-7-26)， 于 是 由 式 〈6-7-27) 便 可 推出 两 
侧 速度 相等 ， 即 
Vs, =yl。 (6-7-28) 


上 式 常 被 称 为 广义 的 库 塔 - 儒 柯 夫 斯 基 条 件 % ;"， 并 可 作为 可 压缩 无 粘 流 场 绕 流 计算 时 的 尾 
缘 条 件 。 大 量 数值 计算 的 实践 证 实 P 3 4 到 
在 无 粘 模型 下 ， 采 用 这 一 条 件 后 计算 出 的 可 
压缩 流 场 其 速度 分 布 能 较 好 地 符合 试验 值 。 
另外 ，1935 年 ，Howarth 将 库 塔 - 儒 柯 夫 斯 
基 的 思想 推广 到 钝 后 缘 物 体 的 绕 流 ， 给 出 了 
相应 的 准则 ， 并 指出 在 定常 边界 层 的 分 离 
中 ， 翼 型 的 上 表面 和 下 表面 分 别 各 有 一 个 分 
离 点 ， 它 们 是 翼 型 尾 迹 的 发 源 点 。 


图 6.10 具有 辆 弧 形 后 尾 缘 的 机 要 


6.7.4 非 定常 K- 冰 条件 的 简介 


正如 Sears 所 指出 的 那样 ，20 世纪 初期 ， 流 体力 学 最 重大 、 最 有 趣 的 发 现 之 一 是 认识 到 
边界 层 和 环 量 之 间 的 联系 B9。 现 在 对 于 每 一 个 学 习 空气 动力 学 与 气体 动力 学 的 学 生来 讲 应 
该 熟悉 与 掌握 著名 的 Kutta- 冰 ykoBckna 尾 缘 条 件 〈 简 称 为 K- 冰 条 件 或 者 K-J 条 件 )， 应 该 
知道 如 何 根据 边界 层 的 分 离 、 旋 涡 脱落 以 及 总 环 量 守恒 等 概念 与 理论 去 解释 尾 缘 所 发 生 的 物 
理 现象 。 另外 , Sears 还 重新 研究 了 Howarth 推广 的 广义 K- 冰 条 件 (用 于 钝 后 缘 物体 的 绕 流 )， 
并 将 它 推广 于 非 定常 流动 。 在 非 定常 流动 中 ， 蚤 切 层 分 离 起 着 重要 的 作用 。 然 而 ， 这 一 粘性 
现象 所 导致 的 后 果 是 使 涡 量 离开 物 面 区域 流 向 下 游 ， 也 就 是 说 要 产生 一 定 的 涡 通 量 ， 同 时 也 
使 环绕 物体 的 环 量 发 生 了 变化 。 借 助 于 非 定 常 的 K- 冰 条 件 ， 可 以 决定 这 个 涡 通 量 的 值 ， 并 
且 利用 这 个 尾 缘 条 件 使 绕 流 问 题 的 解 唯一 ， 使 求解 过 程 大 大 简化 。 另 外 ， 非 定常 K 一 六条 件 
采用 后 , 能 够 在 无 粘 流 动 的 模型 下 求解 线性 非 定常 流动 方程 , 得 到 附着 涡 及 尾 涡 的 变化 规律 ， 
进而 求 得 相应 的 气体 动力 参数 随时 间 的 变化 。 还 可 以 用 简化 模型 来 预测 非 线 性 动力 学 的 失速 
现象 。 这 也 就 是 说 ， 可 以 认为 粘性 效应 被 局 限于 注 的 物 面 边界 层 和 尾 迹 区 域内 ， 而 且 分 离 尾 
迹 也 被 局 限于 很 薄 的 剪 切 层 内 ， 因 此 可 以 用 涡 片 来 描述 有 关 的 流动 。 这 些 涡 片 可 以 变形 、 卷 
起 ， 形 成 一 些 离散 的 涡 核 。 在 涡 片 之 间 的 流动 假定 为 低能 量 的 位 势 流 场 。 应 该 指出 ， 用 简化 
模型 分 析 非 线性 非 定常 问题 ， 必 须 在 每 个 时 刻 计算 出 分 离 点 的 位 置 ， 也 就 是 说 在 每 一 个 时 间 
步 都 要 求解 边界 层 方 程 。 但 总 的 来 讲 ， 采 用 无 粘 流动 模型 加 非 定常 尾 缘 条 件 的 方法 ， 其 计算 
量 还 是 相对 较 小 的 ， 因 而 使 它 具 有 较 大 的 应 用 潜力 。 另 外 还 需 指出 的 是 ， 非 定常 K- 冰 条 件 
是 一 个 有 待 进 一 步 去 完善 的 研究 课题 之 一 ， 因 篇 幅 所 限 本 书 不 准备 展开 讨论 ， 这 里 只 介绍 儿 
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篇 重要 文献 以 便 感 兴趣 者 参阅 。 例 如 ，Crighton (1985 年 ) [中 曾 详细 评述 了 非 定常 流动 时 的 
尾 缘 条 件 ，Goldstein〈1989 年 ) 等 1 详细 分 析 了 涡 的 感受 性 以 及 波 涡 共振 问题 中 K- 冰 条 件 
的 作用 。 再 如 ，Giesing 〈1969 年 ) 详细 分 析 了 非 定常 K- 冰 条 件 的 使 用 以 及 更 进一步 的 改 


进 。 


另外 ，Poling (1986 年 ) 等 (3 详细 的 测量 了 NACA0012 翼 型 作 非 定常 振 功 运动 时 所 产 


生 的 流 场 , 非常 细致 的 给 出 了 尾 缘 附近 的 流 场 细 节 , 这 就 为 更 好 的 认识 与 改进 非 定常 K- 冰 条 
件 提供 了 实验 依据 。 
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习 题 


1. 对 于 完全 气体 的 二 维 、 定 常 、 无 旋 、 绝 热 等 粹 流动 ， 试 写 出 《6-1-16) * 式 
ZZ+9=0 的 具体 形式 。 并 用 FORTRAN 语言 或 C 语言 编制 任 给 定 一 个 % 值 后 求 工 的 程 
序 ， 这 里 要 求 该 程序 应 该 具有 能 够 分 辨 出 亚 声速 流动 解 与 超声 速 流动 解 的 功能 。 

2. 吴 仲 华 教授 提出 了 用 5, 与 8, 流 面 迭 代 的 办 法 求解 三 维 定常 流动 的 数值 方法 ， 试 用 自 
己 的 语言 描述 一 下 5, 流 面 与 8; 流 面 的 构成 与 迭代 过 程 以 及 如 何 准确 的 用 沿 流 面 导数 的 概念 
去 描述 在 这 样 的 两 类 流 面 上 气流 的 流动 过 程 。 

3. 对 于 平面 无 旋 二 维 流 动 ， 通 常 说 “ 流 函数 等 值 线 与 等 势 线 垂直 ”， 这 句 话 的 含义 是 什 
么 ? 欲 使 这 个 结论 成 立 的 条 件 (除了 二 维 、 无 旋 流动 之 外 ) 还 有 哪些 ? 〈 一 定 是 不 可 压 流 吗 ? 
一 定 是 可 压缩 流 吗 ? ) 使 用 这 些 条件 后 如 何 去 证 明 这 个 结论 ? 

4. 对 于 完全 气体 的 定常 、 无 类 、 等 烂 、 无 旋 流 动 ， 试 从 基本 方程 式 6-1-26)、 式 
(6-1-41)、 式 (6-1-48) 出 发 ， 证 明 圆柱 坐标 系 下 的 小 扰动 速度 势 线 化 方程 为 

2 3 2 
(M2) ttl + 0 (#1) 
5. 试 证 明 : 对 于 不 可 压缩 完全 气体 的 无 类 、 平 面 流 动 ， 其 线 化 压强 系数 为 


2 
C=-2— 
人 


6. 有 一 翼 型 其 几何 尺寸 如 图 6. 11 所 示 (这 里 b 为 弦 长 ， 
1 为 最 大 厚度 ,7 为 翼 型 的 弯 度 ), !/b = 0.05, /= 0.02,a= 4 产 
在 低速 风 洞 吹风 ， 当 cx = 4" 时 测 得 升力 系数 为 0.8， 试 求 : b=0.05, Ab"=0.02, md" 

(1) 当 M. =0.6 时 ， 仿 射 相关 翼 型 的 厚度 比 、 弯 度 比 图 6.11 沽 型 剖面 及 有 关 尺 十 
和 攻 角 ? 

(2) 当 M. =0.6 时， 同一 个 低速 翼 型 及 其 相关 仿 射 翼 型 的 升力 系数 分 别 为 多 少 ? 

7. 设 有 来 流 马赫 数 M.=0.4 和 a=1° 的 无 粘 气 流 绕 弦 长 为 b 的 翼 型 流动 ， 翼 型 上 各 点 的 
压力 系数 如 下 : 


试用 P-G 相似 律 计算 M_ =0.8，a =1° 时 村 型 上 相应 点 的 压力 系数 值 ? 

8. 对 于 完全 气体 的 定常 、 无 粘 、 二 维 平面 流动 ， 试 用 流 线 坐标 系 中 的 微 元 体 ， 如 图 6. 12 
所 示 ， 证 明 : 

(1) 如 果 以 dr/d4 表示 单位 面积 上 的 环 量 ( 这 里 古 与 4 分别 表示 环 量 与 面积 ) 时 ， 则 
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有 
dE D0 Cr2) 
dA Rdedn dn R 
(2) 沿 流 线 垂直 方向 《〈 即 n 方向 ) 上 的 定常 Euler 
方程 为 (p+ pdnyR+dn)do 
op _ pv’ Ws 
Es (#3) 
on RR 
(3) 如 果 令 2w=dr/d4 时 ， 则 有 
ay _ 1 3P 
=- 一 -一 一 (#4) 
各 on pV on 


(4) 二 维 定常 流动 下 克 罗 柯 (Crocco) 定理 的 特殊 
形式 为 


1f33 on 
-i[ 芝 -这 (*5) 图 6.12 流 线 坐标 系 中 的 微 元 体 分 析 
这 里 8 和 瓦 分 别 为 毁 与 总 烩 。 


9. Karman- 钱 学 森 提出 切线 气体 的 近似 ， 试 在 这 个 近似 下 证 明 灌 止 压强 与 自由 来 流 有 如 
下 关系 式 。 


(D 至 -Hz(-V 人 3) (46) 


(2) 若 完 全 气体 的 状态 沿 着 切线 气体 所 规定 的 状态 曲线 变化 时 ， 则 炳 的 变化 将 由 下 式 给 
出 : 
SS _Y+ME-PdP (#7) 
C (7+DP-P P 
这 里 Cv 为 定 容 比 热 。 
10. 在 无 粘 、 二 维 、 可 压缩 叶 栅 流 场 计算 时 ， 为 了 得 到 与 实际 流动 相 接近 的 流 场 ， 所 以 
Kutta- 冰 yk 0 B ckrg 尾 缘 条 件 要 经 常 使 用 。 这 里 给 出 一 个 含 分 流 叶 杨 5, 流 场 采用 流 函 数 
算法 的 典型 算 例 ， 其 流 函 数 主 方程 与 边界 条 件 如 下 


(1) 主 方程 
2} 3 (党 -7 六] (#8) 
apa par) olpoar por) ‘la or 
式 中 ，wm,a,a 和 mw 为 主 方程 的 系数 。 
(2) 边界 条 件 


@ 进口 区 边界 44 : 给 定 总 温 (),， 总 压 (R),， 气 流 角 记 以 及 来 流 的 马赫 数 M, 并 假 
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定 来 流 是 均匀 的 。 A 
@ 进口 区 周期 边界 AC 与 入 C 上 的 气动 参数 满足 周期 性 条 件 
friAr)= f(x) (*9a) 
式 中 , 了 为 任意 一 个 气动 参数 ，Ax 为 丸 久 间 的 距离 ， 流 函数 应 满足 
yx ,tAr)=Y(x ,rt)+G (*9b) 
这 里 G 为 叶 杨 通 道中 的 流量 。 
@ 出 口 区 周期 边界 DB 与 DD,B, 上 的 气动 参数 满足 周期 性 条 件 
fx, tAr)= (4, 7) (*9c) 


其 f 与 Ax* 的 含义 同 式 (*9a); 流 函 数 也 应 满足 式 〔*9b)。 
@ 叶 栅 区 : 叶 栅 的 内 弧 与 背 弧 均 为 流 线 ， 即 


¥ 1 =const，W | =const (*9d) 
i 一 、 
GED, GB 
¥ 1 =const, ¥ | =¥,=const (*9e) 
一 、 


Fo Ft 
@ 出 口 的 边界 BB,: 对 于 全 场 亚 声 速 流 动 ， 出 口 区 BB 处 的 气动 参数 不 宜 直接 给 定 。 
在 叶 栅 尾 缘 采 用 广义 Kutta- 冰 yx o Bc ku 间 条 件 : 
lw, =lyl， (*9f) 
式 中 ,注脚 5 与 P 分 别 表示 尾 缘 条 件 所 要 求 的 那 两 个 点 ， 另 外 ， 流 函数 y 与 密度 p 之 间 满 
足 式 [6-1-16) 。 令 分 流 时 机 或 者 一 般 叶 栅 它们 尾 缘 处 那 两 点 的 速度 差 为 
W=V, —V, (*10) 
并 且 令 主 叶 片 CEBDI 尾部 的 W 值 为 W ， 分 流 叶片 FK,G 的 为 网 ， 于 是 峻 与 网 都 是 出 气 角 
,与 分 流 叶片 上 的 流 函数 ys 的 函数 ， 即 
W=W(B Ya), W=W(B Ys) C*11) 
如 果 选 用 流 函 数 法 解 含 分 流 叶 杨 的 5, 流 场 ， 则 其 计算 过 程 可 由 下 面 的 五 步 完 成 ， 即 
第 @ 步 : 给 定 B, 与 W 的 值 ; 
第 回 步 : 解 流 函数 方程 (*8) 式 得 到 相应 的 流 函 数 场 {w} 与 密度 场 {p} ， 并 得 到 这 时 主 
叶片 与 分 流 叶 片尾 缘 处 W 与 W 的 值 。 
第 @ 步 : 在 重复 进行 前 面 两 步 之 后 得 到 一 组 WW 与 W 的 值 ， 然后 选用 一 种 插值 方法 〔 例 
如 二 元 Lagrange (〈 拉 格 朗 日 ) 插值 法 或 其 他 方法 ) 构造 两 个 辅助 函数 确 与 大 ， 它 们 都 是 
与 W, 的 函数 。 
第 @ 步 : 根据 Kutta 一 水 ykoBcxkun& 条 件 ， 于 是 求解 如 下 代数 方程 组 
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er 
也 (Ba)=0 
得 到 该 问题 所 要 求 的 出 气 角 pB, 以 及 分 流 叶 片上 流 函数 y, 的 值 。 
第 @ 步 ， 用 第 @ 步 得 到 的 B, 与 y, 值 去 执行 第 @ 步 ， 便 得 到 本 问题 的 解 。 
用 上 述 方法 ， 文 献 [44] 成 功 的 在 任意 8, 流 面 上 获得 了 含 分 流 叶 栅 与 串 列 叶 栅 的 可 压缩 
流动 矩阵 解 。 今 给 出 关于 局 与 ,以 及 Wi 与 WW 的 数据 如 下 (这 里 i=1~2,j=1~2): 


| | :| :| 
wy | sse | 


(1, 1) (2, 1) 


(*12) 


0.51143 0.62202 0.20979 
0.18307 0.06933 0.19221 


(1) 试用 FORTRAN 语言 或 C 语言 编制 构造 辅助 函数 雇 与 成 的 源 程序 以 及 求解 (*12) 
式 的 源 程序 ， 并 用 所 编程 序 及 上 述 有 关 数 据 计 算出 所 要 求 的 出 气 角 B, 与 分 流 叶 片上 的 y。 
值 。 

(2) 用 流 函 数 方法 编制 二 维 平 面 亚 声 速 流动 时 ， 含 分 流 叶 顶 5, 流 场 计算 的 源 程序 ， 并 
用 第 〈1) 小 题 的 结果 完成 该 流 场 的 计算 。 算 出 全 场 流 函 数 的 分 布 、 密 度 的 分 布 与 全 场 速度 
的 分 布 ， 并 做 出 相应 全 场 等 值 线 分 布 图 。 

11, 沙丘 驻 涡 现 象 是 文献 [45] 提 出 并 加 以 分 析 与 研究 的 一 个 物理 现象 。 文 献 [45] 的 作者 
利用 沙丘 阻力 小 而 且 驻 涡 稳定 性 好 的 特点 ， 发 明了 沙丘 驻 涡 火焰 稳定 器 。 试 用 流 函 数 方 法 计 
算 二 维 沙丘 驻 涡流 场 ， 并 绘制 出 驻 涡流 场 图 (计算 时 取 来 流 的 马赫 数 M. =0.38， 其 他 气动 
参数 取 15'C 时 标准 大 气 条 件 。 计 算 中 ， 沙 丘 的 剖面 形状 可 参阅 文献 [45] 的 图 17. 12)。 
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跨 声速 定常 流动 


跨 声 速 流动 是 这 样 的 一 类 流 场 ， 在 这 类 流 场 中 既 含 有 亚 声速 区 ， 又 含有 超声 速 区 ， 例 如 
来 流 马赫 数 M. 接 近 于 1 的 气体 绕 细 长 或 扁 薄 物体 的 流动 ， 或 者 钝 头 物体 超声 速 绕 流 时 在 头 部 
激 波 后 面 的 流动 ;或 者 在 拉 伐 尔 喷 管 喉 部 附近 的 流动 等 这 些 都 是 跨 声速 流 场 的 典型 实际 例子 。 

从 数学 上 讲 ， 对 于 定常 跨 声 速 流动 ， 其 控制 微分 方程 是 非 线性 混合 型 的 。 也 就 是 说 : 在 
亚 声 速 区 是 椭圆 型 方程 ， 而 在 超声 速 区 是 双 曲 型 方程 。 所 有 这 些 都 给 流 场 的 求解 带 来 困难 。 
从 物理 上 讲 ， 当 流动 由 超声 速 流动 过 渡 到 亚 声 速 流动 时 往往 是 通过 激 波 实现 的 ， 因 此 ， 在 跨 
声速 流 场 中 经 常 含有 局 部 激 波 。 也 就 是 说 ， 这 类 流 场 含有 激 波 间断 ， 这 就 给 数值 求解 带 来 更 
大 的 困难 。 

本 章 首先 讲述 跨 声速 流动 的 一 般 规律 ， 接 着 讨论 了 三 类 描述 跨 声速 流动 的 控制 方程 ， 
它们 是 : 第 一 类 欧 拉 方 程 ， 该 方程 最 能 确切 地 描述 无 粘 流动 ， 包 括 有 旋 流 动 。 第 二 类 全 速度 
势 方 程 ， 该 方程 适用 于 无 旋 流 动 。 比 如 ， 在 M_ <1.3， 攻 角 a<2° 情 形 下 ， 尖 注 物 体 绕 流 的 
流 场 中 炳 的 变化 可 以 忽略 ， 除 了 尾 流 区 以 外 ， 可 以 认为 流 场 是 无 旋 的。 第 三 类 跨 声 速 小 扰动 
势 方程 。 本 章 不 可 能 全 面 介绍 跨 声速 流动 理论 ， 因 此 只 能 着 重 论述 定常 跨 声 速 流动 的 主要 特 
征 ， 并 且 简单 介绍 上 述 三 类 方程 的 某 些 数值 解法 ， 其 中 包括 二 维 小 扰动 方程 ， 二 维 流 函数 方 
程 和 三 维 跨 声 速 速度 势 方 程 的 数值 求解 等 。 


8$7.1 跨 声 速 流动 的 一 般 论述 
7.1.1 临界 马赫 数 和 临界 压力 


当 定 常 亚 声 速 气流 流 经 物体 表面 弯曲 部 位 时 ， 与 来 流 相 比 ， 有 的 地 方 流 管 变 细 ， 有 的 地 
方 流 管 变 粗 。 流 管 变 细 处 物 面 上 的 气流 马赫 数 M 高 于 远 前 方 来 流 马赫 数 M_- ， 而 压力 P 低 
于 远 前 方 来 流 的 静 压 PR.; 流 管 变 粗 处 物 面 上 M 低 于 M.， 而 压力 P 高 于 P.。 而 物 面 压强 最 
低 点 处 ， 当 地 气流 马赫 数 最 大 。 随 着 来 流 马赫 数 增 大 ， 物 面 附 近 的 流速 也 随 之 增 大 。 当 来 流 
马赫 数 M. 在 亚 声速 范围 内 增高 到 某 个 值 ， 使 物 面 上 最 低压 强 点 的 流速 达到 当地 声速 时 ， 则 
这 时 的 来 流 马赫 数 称 为 临界 马赫 数 Me 。 而 这 时 物 面 上 最 低压 强 点 的 压强 称 为 临界 压力 已 。 
当 M. 稍 大 于 Me- 时 ， 物 面 上 将 出 现 超声 速 区 。 对 不 同 的 物体 绕 流 ， 临 界 马赫 数 的 数值 当然 
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是 不 同 的 。 下 面 推导 临界 压力 已 与 临界 马赫 数 M。 之 间 的 关系 。 设 最 低压 强 点 之 前 流动 是 等 
粹 的 ， 于 是 流 场 中 某 点 压力 P 与 来 流 静 压 之 比 为 


了 


7Y-1Mz 入 
1+ 一 一 AM- 
去- 一 7 一 (7-1-1) 
- 一 2 

tM 
当 该 点 压力 达到 临界 压力 即 P=P, 时 ， 则 M =1，M.=M。。 把 它们 代入 上 式 便 得 到 


已 1 ,五 
Ee EY A (7-1-2) 
已 (7Y+l 7Y+l1 


由 此 可 得 流 场 中 M =1 点 的 临界 压力 系数 Cp。 为 


(7-1-3) 


2 2 
YMiIY+l Y+1 “ 
这 就 是 等 炉 流 动 时 ， 临 界 压力 系数 Cp 与 临界 马赫 数 M。 间 的 关系 式 04。 


7.1.2” 绕 过 翼 型 和 尖 头 旋 成 体 的 跨 声速 流动 


一 、 姻 型 和 尖 头 旋 成 体 跨 声 速 绕 流 的 物理 图 像 

关于 忱 型 的 跨 声 速 定常 绕 流 图 像 ， 可 由 图 7.1 作 定 性 描述 。 该 图 对 应 于 攻 角 a =2° 的 一 
种 层 流 翼 型 ， 描 述 了 通过 实验 观察 到 的 翼 面 流动 图 像 随 M. 的 变化 情况 以 及 翼 面 附近 激 波 的 
产生 和 发 展 。 由 此 便 可 以 看 出 气动 力 特性 的 某 些 变 化 。 当 来 流 马 赫 数 M_- <M。 时 ， 上 下 表面 
的 气流 全 部 是 亚 声速 的 。 当 M- = Me 时 ， 上 翼 面 某 点 气流 达到 声速 。 当 M_ 稍 大 于 Me 时 ， 
上 翼 面 有 小 范围 的 超声 速 区 ， 如 图 7.1 (a) 所 示 。 图 中 用 点 画 线 表 示 的 是 声速 线 ， 线 上 气 
流 马赫 数 M =1， 线 内 是 超声 速 区 ， 线 外 是 亚 声速 区 。 由 于 这 时 超声 速 区 比较 小 ， 区 内 M 只 
是 稍 大 于 1， 气 流 从 低 超声 速 到 高 亚 声速 基 本 上 是 光滑 过 渡 的 ， 没 有 产生 激 波 或 者 说 即使 产 
生 了 激 波 也 很 弱 。 因 而 翼 面 上 的 压力 分 布 也 基本 上 是 光滑 的 ， 若 来 流 M. 继续 增 大 ， 上 表面 
的 超声 速 区 随 之 扩大 ， 并 出 现 了 激 波 ， 如 图 7.1 (b) 所 示 。 这 时 压力 在 激 波 前 后 出 现 跃 变 ， 
因而 气流 跨越 激 波 有 粹 增 ; 若 M. 再 增 大 ， 上 表面 的 超声 速 区 继续 扩大 ， 激 波 位 置 后 移 ， 强 
度 增 大 ， 波 阻 系 数 也 随 之 增 大 ， 这 种 引起 波 阻 迅速 增加 的 现象 称 为 阻力 又 增 ， 它 所 对 应 的 
M. 称 为 阻力 又 增 马 赫 数 ， 并 用 M。 表示 ; 此 外 ， 由 于 边界 层 内 逆 压 力 梯度 剧 增 ， 可 能 导致 
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边界 层 分 离 ， 使 升力 系数 骤然 下 降 ， 这 个 现象 称 为 激 波 失速 。 另 外 ， 在 上 表面 激 波 后 移 的 过 
程 中 ， 下 表面 也 可 能 出 现 激 波 ， 并 且 迅 速 移 到 后 缘 ， 如 图 7.1 (c) 所 示 ， 这 时 上 下 届 面 大 
部 分 区 域 都 是 超声 速 流动 。 


图 7.1 忱 型 的 跨 声 速 绕 流 图 像 
(a) M. =0.75; (b) M. =0.81; (c) M.=0.89; 
(d) M.=1.00; (e) M.=1.4; (f) M.=1.6 
当 M. 二 1.00 时 ， 如 图 7.1 (d) 所 示 ， 有 尾 激 波 EF 自 物 面 一 直 延 伸 到 无 穷 远 。 在 翼 型 
前 部 ， 声 速 线 4B 也 是 如 此 。AB 的 左边 是 亚 声速 区 域 ，AB 的 右边 是 超声 速 区域 。 从 物 面 AE 
部 分 发 出 的 特征 线 可 分 为 两 类 : 第 一 类 是 从 AC 那 部 分 物 面 发 出 的 特征 线 ， 它 们 以 声速 线 AB 
为 终点 。 第 二 类 是 从 CE 那 部 分 物 面 发 出 的 特征 线 ， 它 们 以 激 波 EF 为 终点 。 这 两 类 特征 线 
以 一 条 曲线 CD 为 分 界线 ， 该 曲线 称 为 极限 特征 线 ， 当 M. 稍 大 于 1 时 ， 辟 面前 方 出 现 脱 体 
激 波 ， 并 且 随 着 M. 增 大 ， 脱 体 激 波 逐渐 向 经 型 前 缘 接 近 ， 如 图 7.1 (e) 所 示 。 由 于 脱 体 激 
波 中 间 一 段 是 与 正 激 波 相 仿 的 强 激 波 ， 因 此 在 脱 体 激 波 与 咽 型 前 缘 之 间 的 小 范围 内 ， 气 流 是 
亚 声速 的 。 这 些 亚 声速 气流 沿 辟 面 向 后 不 断 加 速 而 达到 超声 速 ， 若 M. 再 增 大 ， 前 缘 激 波 开 
始 附 体 〈 对 于 尖 前 缘 的 绕 流 而 言 )， 整 个 流 场 变 成 了 纯 超声 速 流动 ， 如 图 7.1 (f) 所 示 。 
下 面 讨论 锥 一 柱 旋 成 体 跨 声速 绕 流 的 物理 图 像 。 图 7.2 是 对 半 项 角 5 = 25。 的 锥 - 柱 旋 成 
体 绕 流 的 试验 结果 。 当 M. 略 大 于 1 时 ， 圆 锥 前 方形 成 脱 体 激 波 。 随 着 M. 增 大 ， 激 波 附 体 。 
起 初 是 曲面 激 波 ， 激 波 曲 面 与 锥 面 之 间 有 较 大 的 亚 声速 区 ， 如 图 7.2 (a) 中 阴影 区 所 示 。 
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图 中 点 画 线 是 声速 线 ， 线 之 下 游 是 超声 速 区 ， 线 之 上 游 是 亚 声速 区 ; 如 果 M. 继续 增 大 ， 则 
亚 声 速 区 逐渐 缩小 ， 直 至 完全 消失 。 激 波 面 也 形成 一 个 圆锥 面 ， 它 的 后 部 有 些 弯曲 。 对 于 加 
锥 绕 流 ， 激 波 后 缘 的 压力 低 于 锥 面 上 的 压力 ， 因 而 这 里 的 速度 高 于 锥 面 上 的 速度 。 当 然 ， 激 
波 后 的 气流 还 要 经 过 一 个 等 烂 压缩 的 过 程 ， 图 中 的 等 M 数 线 便 反 映 了 这 个 过 程 。 因 此 可 以 
推 知 :如果 从 一 个 适当 大 的 M. 开始 ， 让 M- 减 小 ， 则 一 定 存在 着 某 个 大 于 1 的 来 流 M.， 
使 激 波 后 缘 仍 为 超声 速 气流 ， 但 圆锥 物 面 上 已 经 是 亚 声 速 气流 了 ， 如 图 7.2 (b) 所 示 。 


图 7.2 锥 - 柱 旋 成 体 的 跨 声 速 绕 流 


二 、 超 声速 气体 绕 钝 头 体 的 流动 图 像 
超声 速 气体 绕 钝 头 体 的 流动 如 图 7.3 所 示 。 在 物体 前 面 有 一 道 脱 体 激 波 ， 激 波 后 面 的 流 
场 是 路 声速 流 场 。 激 波 与 物 面 之 间 有 一 个 亚 声速 区 。 声 速 曲面 (二 维 情形 是 声速 线 ) 把 亚 声 
速 区 和 超声 速 区 隔 开 ， 声 速 线 下 游 是 超声 速 区 。 这 里 应 当 指出 的 是 ， 声 速 线 下 游 的 超声 速 区 
又 可 分 为 两 个 小 区 域 。 考 虑 低 超声 速 ( 如 M.<2) 气体 绕 过 一 个 圆 球 或 圆柱 ， 如 图 7.3 (a) 
所 示 。 这 里 只 讨论 上 半 部 〈 下 半 部 与 上 半 部 对 称 )。 如 果 由 物体 上 某 一 点 B 发 出 的 第 I 族 特征 
线 正 好 通过 声速 线 AC 与 激 波 的 交点 为 C， 则 左 伸 特 征 线 BC 就 称 之 为 极限 特征 线 。 超 声速 
区 的 两 个 区 域 就 是 被 极限 特征 线 所 隔 开 。 由 声速 线 、 极 限 特征 线 和 物体 周边 围 成 一 个 三 角形 
区 域 ， 在 图 中 用 阴影 区 表示 。 在 这 阴影 区 中 ， 由 物 面 发 出 的 第 I 族 特征 线 总 是 与 声速 线 AC 
相交 。 由 于 物 面 的 扰动 是 沿 着 从 物 面 出 发 的 第 I 族 特征 线 传播 ， 并 将 到 达 亚 声速 区 的 边界 ， 
因此 ， 阴 影 区 中 发 生 的 任何 扰动 ， 都 会 影响 到 整个 亚 声 速 区 。 特 别 地 , 点 4 与 B 之 间 的 物 
面 形 状 将 影响 到 声速 线 的 形状 和 亚 声速 区 的 流动 。 而 极限 特征 线 下 游 的 超声 速 区 内 的 任何 扰 
动 决 不 会 对 上 游 区 域 ， 包 括 亚 声速 区 域 和 超声 速 阴影 区 的 流动 产生 任何 影响 。 所 以 ， 若 用 特 
征 线 法 计算 绕 钝 头 体 的 流动 ， 则 所 选用 的 起 始 数据 线 只 能 是 极限 特征 线 或 其 下 游 的 曲线 ， 而 
不 能 用 它 的 上 游 阴影 区 内 的 任何 曲线 来 代替 。 关 于 这 点 需要 格外 注意 。 随 着 来 流 马赫 数 增高 ， 
脱 体 激 波 位 置 离 物 体 更 近 ， 亚 声速 区 变 小 ， 激 波 后 缘 的 声速 点 显著 的 往 中 间 移 动 ， 而 物 面 上 
声速 点 移动 得 很 少 。 因 而 ， 在 高 马赫 数 (如 M-_ =<5) 下 ， 声 速 线 和 阴影 区 的 形状 与 低 M_ 下 
相 比 有 明显 差别 ， 见 图 7.3 (b)。 同 样 地 ， 通 过 激 波 后 缘 某 点 B 的 第 II 族 〈 右 伸 ) 特征 线 正 
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好 与 声速 线 AC 相交 于 C 并 且 点 C 又 在 物 面 上 ， 则 特征 线 BC 就 是 极限 特征 线 。 阴 影 区 是 声 
速 线 、 极 限 特征 线 和 脱 体 激 波 所 围 成 的 三 角形 区 域 。 超 声速 阴影 区 中 的 任何 扰动 沿 着 右 伸 特 
征 线 传播 ， 并 与 声速 线 相交 ， 因 而 影响 亚 声速 区 域 的 流动 。 


中 
图 7.3 超声 速 气体 绕 钝 头 体 的 流动 


$7.2 三 维 跨 声 速 流 动 的 相似 律 


相似 律 具有 如 下 含义 : 当 两 个 流 场所 满足 的 量 纲 为 1 的 方程 和 无 量 纲 边 界 条 件 一 样 时 ， 
则 彼此 的 气动 力 参数 可 以 通过 一 些 无 量 纲 为 1 的 组 合 参数 进行 计算 ， 因 此 这 些 组 合 参数 所 建 
立 的 一 族 流动 参数 之 间 的 关联 ， 就 称 为 这 类 流动 的 相似 律 。 当 然 ， 这 里 所 讨论 的 两 个 绕 流 物 
体 的 外 形 应 当 具 有 某 种 仿 射 相关 的 性 质 。 下 面 就 讨论 三 维 机 姻 和 旋 成 体 绕 流 的 相似 律 问题 。 


7.2.1 三 维 薄 辟 跨 声速 绕 流 的 相似 律 


在 直角 坐标 系 中 ， 跨 声速 小 扰动 速度 势 方程 式 (6-2- 16) 为 


jg pip 
[~ 1 全 + +0 (7-2-1) 


设 有 两 个 跨 声速 薄 姻 绕 流 的 流 场 ， 其 气流 参数 与 机 翼 参 数 分 别 用 下 标 1 和 2 表示 ， 它 们 
都 满足 方程 式 (7-2-1)。 于 是 有 


6 便便 图 -全 = 图 图 wo 
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2 (fag 1] fap) /ap) _fy+l ,fap /op 2 
ER |-( 二 AlEalEa (7-2-3) 


假设 这 两 个 流 场 对 应 点 的 坐标 和 流动 参数 之 间 有 如 下 关系 


B=5SNh = z=5d } Cy 
Vs=5 Va B=5sB, T,=srT, 
其 中 B=-mal, T=[(+)M], G=1, 2) (7-2-5) 
并 且 小 扰动 势 , 与 9 之 间 有 如 下 关系 
9 =5,9, (7-2-6) 


这 里 s、sy、s,、sy、sp、sp、 cab 显然 ， 有 而 由 尖 基 和 
2 EEA EA EK 
Solar hh” arr En 
-2 {39 AA a 
人 本 eh 
AA 站) Ex = 六 99 
0z sp lo ”a ho (92? 
将 式 (7-2-4) 一 式 (7-2-7) 代入 到 式 (7-2-2) 
s2 B21 920 op 9 ] sfap1fazp 区 
+t EE: 9] 汪 [ 宫 | 二 六 9]- F pri or 上 C25 
值得 注意 的 是 ， 上 式 左边 的 第 一 项 ， 取 正 号 对 应 于 亚 声速 来 流 ， 取 负 号 对 应 于 超声 速 来 流 。 
而 式 (7~2-3) 又 可 改写 为 


:fag ] fa ] fa 32 1 fa 汪汪 
EE EE 
比较 式 (7-2-8) 与 式 (7-2-9) 后 可 知 ， 全 撤 丁 全 凡 六 条 


4 (7-2-10) 


时 ， 才 能 通过 (7-2-4) 与 (7-2-6) 式 的 变换 ， 将 第 一 个 机 村 流 场 的 扰动 速度 势 所 满足 
的 方程 变 成 为 第 二 个 机 事 流 场 的 扰动 速度 势 所 满足 的 方程 ， 从 而 使 两 个 流 场 之 间 建立 起 相似 
关系 。 于 是 将 式 7-2-10) 改写 成 

5 s 


= (7-2-11) 


[a A 
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卫 =1, 或 ， = (7-2-12) 
s 
3 2 
于 ,或 -2 = 亚 (7-2-13) 
Sasp Srse 六 


由 式 (7-2-11) 与 式 (7-2-12) 可 知 ， 第 一 个 机 可 与 第 二 个 机 辟 的 展 弦 比 人 之 间 必 须 满足 
如 下 关系 


即 
B=B1 (7-2-14) 
而 两 个 机 愤 后 掠 角 X 之 间 必 须 满足 的 关系 式 为 
各 为 -三 -，- 钱 
tan% 5 ”入 
即 
,tan Xx, = A tan x (7-2-15) 


由 此 可 得 出 结论 : 只 有 当 两 个 机 可 的 展 弦 比 1 和 后 掠 角 X 满 足 关系 式 7-2-14) 和 式 
(7-2-15)， 并 且 两 个 扰动 速度 势 的 比值 s。 满足 式 (7-2- 13) 时 ， 两 个 机 辟 的 流 场 才能 用 
同一 个 路 声速 非 线性 小 扰动 速度 势 方程 来 描述 。 
下 面 讨论 两 个 流 场 边界 条 件 之 间 的 关系 。 设 两 个 注 翼 慷 面 的 纵 坐 标 z 都 可 表示 成 
| (i=1, 2) (7-2-16) 
式 中 ， 如 表示 机 辟 的 平均 几何 弦 长 ， 忆 表示 机 标的 平均 相对 厚度 ;1 表示 机 标的 半 展 长 ， 


/全 了] 天 4 枚 


对 小 攻 角 注 翼 ， 绕 流 边界 条 件 可 认为 在 z=0 平面 上 满足 边界 条 件 。 因 此 ， 两 个 机 翼 的 绕 
流 边界 条 件 为 


99 Ce 及 六 
= = (7-2-17) 
(| 
如 
3 am ys _ 9 全 :| 
Va = Va (7-2-18) 
(¥ 人 | "bab 
ba, 
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根据 式 (7-2-4)、 式 (7-2-6) 及 式 (7-2-7) 的 变换 关系 ， 于 是 第 一 个 机 瑞 的 边界 条 
件 可 改写 成 


| | 起 尝 ] (7-2-19) 
soloho a bn hb 
加 
若 两 个 机 标的 形状 函数 相同 ， 即 
/A =-2- 
4( 关 半 4 人 (和 这 ] (7-2-20) 


则 将 式 (7-2-18) 与 式 (7-2-19) 进行 比较 ， 便 可 以 得 出 结论 : 当 两 个 机 翼 的 平均 相对 
厚度 元 ,满足 关系 式 


5 = a, (7-2-21) 
Svs: 
时 ， 则 两 个 机 翼 绕 流 边 界 条 件 便 有 可 能 用 同一 个 量 纲 为 1 的 方程 来 描述 。 另 外 ,由 式 (7-2-11) 
和 式 (7-2-13)， 有 


即 


= 二 (7-2-22) 
bn 


将 式 (7-2-22) 代入 式 〈7-2-21) 便 得 到 式 (7-2-23)， 这 表明 : 要 使 两 个 机 可 的 绕 流 
边界 条 件 能 够 用 同一 个 方程 来 描述 ， 则 两 个 机 票 平均 相对 厚度 便 应 满足 如 下 关系 
3 


2 | (7-2-23) 


注意 到 式 〈7-2-4) 便 可 得 到 
有 

(PE (Te) 
现在 引入 仿 射 相 关机 标的 概念 : 定义 贾 面 形状 函数 相同 ， 并 且 展 弦 比 \、 后 掠 角 X 和 平 
均 相 对 厚度 元 ,分 别 满足 式 (7-2-14)、 式 (7-2-15) 和 式 (7-2-24) 的 两 个 机 可 称 为 仿 
射 相关 机 可 。 利 用 两 个 仿 射 相 关机 可 流 场 中 各 比例 常数 之 间 的 关系 式 ， 即 式 (7-2-11)、 
式 (7-2-12)、 式 (7-2-13) 和 式 〈7-2-24) 便 可 建立 起 两 个 仿 射 相关 浒 翼 跨 声速 气动 
力 特性 之 间 的 相互 关系 ， 这 就 是 要 讨论 的 薄 贾 跨 声速 绕 流 的 相似 律 。 下 面 推导 压力 系数 的 相 


(7-2-24) 
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似 律 。 根 据 上 面 的 分 析 可 知 ， 两面 对应 志 站 -站 es 


Cu 与 Cu 有 如 下 关系 


-2(op1]-s | 213p1|- 5 可 
“0 
由 于 两 个 落 翼 仿 射 相关 ， 利 用 式 (7-2- 13) 与 式 (7-2-24) 可 将 上 式 改 号 为 
a | 
co-= 王 C, = 到 En (EE) (7-2-26) 
Sr CmSp Cm 2 
或 : 
W3 3 
国 ca-(&] Cn (7-2-27) 
上 式 表 明 ， 当 两 个 薄 翼 的 组 合 参数 BA 、4tanx 、 志和 mm 相同 即 两 个 薄 翼 仿 射 相 关 时 ， 


则 两 爵 面 对 应 点 处 压力 系数 C, 与 (r/a)y 的 乘积 相等 。 换 句 话说 ， 跨 声速 小 扰动 流 场 的 


(T/C, 值 是 组 合 参数 


B xXy 
=F| Btanx 一 一 六 ,一 -2- 
全 < | nx 六 (7-2-28) 
用 C= P| Btanx 一 是 三江 (7-2-29) 
A (dr) bl 


这 里 玉 (*，*，*，*，*) 是 关于 五 个 组 合 参数 的 函数 。 考虑 到 参数 B4 除 以 FE 等 于 


FE 
4(T5。)”， 故 上 式 可 改写 为 
6 
oo- (a Atann,A(t, TZ 引 (7-2-30) 
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这 就 是 三 维 薄 翼 跨 声 速 绕 流 压力 系数 的 相似 律 。 如 果 将 上 述 压 力 系数 积分 ， 还 可 以 方便 
地 推出 升力 系数 、 力 矩 系 数 以 及 波 阻 系数 的 相似 律 ， 因 篇 幅 所 限 ， 这 里 从 略 

作为 特例 ， 这 里 讨论 二 维 翼 型 。 这 意味 着 和 一 ， 且 变量 不 出 现 。 于 是 式 (7-2-29) 
可 简化 为 

a B x 
Cr = 了 中 (7-2-31) 

其 中 b 和 5 分 别 为 名 型 的 弦 长 和 相对 厚度 。 上 式 就 是 二 维 薄 翼 型 跨 声 速 绕 流 压力 系数 的 相似 
律 。 


7.2.2 旋 成 体 轴 对 称 跨 声速 绕 流 的 相似 律 


对 于 旋 成 体 的 轴 对 称 绕 流 唔 ， 常 选用 柱 坐 标 系 ， 则 跨 声 速 小 扰动 速度 势 方程 可 写 为 


2 pp 
[2- 人 如 2 =0 (7-2-32) 


设 有 两 个 旋 成 体 的 跨 声 速 绕 流 ， 流 场 的 小 扰动 速度 势 都 满足 方程 式 (7-2-32)。 用 下 标 1 
和 2 分 别 表示 第 一 个 和 第 二 个 流 场 的 相应 参数 ， 有 


vp), /130),/ ro) /ri 1fap1fazg 
(4 引 [ 器 ], 剖 ] [中 ]-( 二 “|(¥) 吃 | 0-2-33) 
mM’) (32) /lp) ,Ye) /r+ 3 1{z9 
( 汉 )[ 器 ]*( 誉 ):( 容 ]- 区 (¥) 和 
与 7.2.1 节 对 济 翼 型 的 推导 类 似 ， 只 要 将 那里 的 = 5 ， z=s. 刀 用 这 里 的 =55 代替 ， 即 
六 =56 五 一 5 
Was Ta, | 2 


并 且 注 意 引入 小 扰动 势 p, 和 9 间 的 关系 ， 即 
9,= ;5,9, (7-2-36) 


于 是 有 


(7-2-37) 
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将 式 (7-2-35)、 式 (7-2-36) 与 式 (7-2-37) 代入 式 (7-2-33)， 便 可 得 到 


3B (99) ,199) ,2 do) ssD 0) oe) (7-2- 
二 (器 ]: 人 ar 
由 上 式 可 以 看 出 ， 只 有 当 组 合 量 满足 如 下 关系 


< 于 是 (7-2-39) 
5 

时 ， 才 可 能 通过 式 (7-2-39) 的 变换 ， 将 第 一 个 旋 成 体 流 场 的 扰动 势 满足 的 方程 变 成 第 二 
个 旋 成 体 流 场 的 扰动 势 满足 的 方程 ， 从 而 建立 起 两 个 流 场 之 间 的 关系 。 式 〈7-2-39) 还 可 
改写 为 


Sa -1， 或 样 于 = 上 (7-2-40) 
3 Sr Ss 
福气 呈 或 2- 旺 (7-2-41) 
下 Pe 


注意 到 细 长 比 7 的 定义 〈 它 是 旋 成 体 的 最 大 直径 与 长 度 的 比值 )， 借 助 式 (7-2-40) 及 式 
〈7-2-35)， 于 是 两 个 旋 成 体 的 细 长 比 r 必 须 满足 如 下 关系 


el 

ns ss 8B, 
即 

BT = Bt, (7-2-42) 

也 就 是 说 ， 当 两 个 旋 成 体 的 细 长 比 上 与 来 流 有 关 的 B 值 乘积 满足 式 (7-2-42)， 并 且 两 个 扰 
动 势 的 比值 s, 满足 式 7-2-41) 时 ， 则 两 个 旋 成 体 流 场 才能 用 同一 个 跨 声 速 非 线性 小 扰动 
势 方程 来 描述 。 下 面 来 讨论 两 个 流 场 边界 条 件 之 间 的 关系 。 设 与 R, 为 两 个 施 成 体 母线 的 
坐标， 它们 都 是 x 的 函数 ， 其 函数 关系 分 别 为 


R(X)= | 王 
CD rf] 


R= Lr 他 ] 


式 中 ,Li 与 L 分 别 为 两 个 旋 成 体 沿 x 方向 的 长 度 。 作 为 特例 ， 下 面 仅 讨论 极 细 长 旋 成 体 边 
界 条 件 的 处 理 问题 。 对 于 极 细 长 旋 成 体 ， 近 似 有 以 下 关系 


a9 2 dR 
| rT =Rooy 一 = 
( ), G 2] (XV (7-2-44) 


(7-2-43) 


ar 


因此 借助 于 式 〈7-2-43)， 对 于 第 一 个 旋 成 体 的 绕 流 边界 条 件 可 写 为 
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3 六 (7-2-45) 
史 
五 
对 于 第 二 个 旋 成 体 的 绕 流 边界 条 件 可 写 为 
( 嘲 ]| -Wo DT (7-2-46) 
: 加 


注意 到 式 (7-2-35)、 式 (7-2-36) 与 式 (7-2-37)， 于 是 第 一 个 旋 成 体 的 边界 条 
件 式 (7-2-45) 这 时 可 改写 为 


2( 字 )|, = bj. (7-2-47) 
or FE 给 | 
z 
假设 两 个 旋 成 体 母 线 的 形状 函数 相同 ， 即 
a (7-2-48) 


比较 式 (7-2-46) 与 式 (7-2-47) 便 可 得 出 结论 : 当 两 个 旋 成 体 的 细 长 比 满足 关系 式 


T= (7-2-49) 

时 , 则 这 两 个 旋 成 体 绕 流 的 边界 条 件 便 可 以 用 同一 个 方程 来 描述 。 此 外 , 如 果 将 式 (7-2-41) 

变 为 

0 EP Bi/T, 
sss sr BT 

将 式 (7-2-50) 代入 到 式 (7-2-49) 后 可 得 到 


(7-2-50) 


(7-2-51) 


(7-2-52) 


所 以 和 欲 使 两 个 旋 成 体 绕 流 的 边界 条 件 能 用 同一 方程 描述 ， 则 这 两 个 旋 成 体 的 细 长 比 必须 满足 
上 面 两 个 关系 式 。 现 在 引入 两 个 旋 成 体 仿 射 相关 的 概念 : 定义 母线 形状 函数 相同 、 细 长 比 、 
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马赫 数 M_ 、 比 热 比 之 间 分 别 满足 式 (7-2-42) 和 式 (7-2-52) 的 两 个 旋 成 体 为 仿 射 相 
关 。 利 用 两 个 仿 射 相关 旋 成 体 流 场 中 各 比例 常数 之 间 的 关系 式 ， 即 满足 式 (7-2-40) 与 式 
(7-2-41)， 便 可 建立 两 个 仿 射 相关 旋 成 体 气动 力 特性 之 间 的 关系 ， 这 就 是 所 要 求 的 细 长 旋 
成 体 跨 声 速 绕 流 的 相似 律 。 


8$7.3 收 - 扩 喷 管 的 二 维 定常 跨 声 速 流动 
在 喷 管 设 计 计算 中 ， 确 定 喷 管 喉 道 部 分 的 流动 是 最 重要 的 计算 之 一 。 本 节 给 出 一 个 近似 
计算 喷 管 喉 部 流动 参数 及 确定 喉 部 型 线 的 方法 ， 它 体现 了 小 扰动 法 在 一 个 实际 问题 中 的 重要 
应 用 。 


7.3.1 确定 喉 道 区 域 流 场 的 近似 方法 


在 分 析 二 维 喷 管 喉 道 区 域 流 场 的 众多 方法 中 ，Sauer 的 方法 外 是 较为 简单 而 且 方 便 的 方 
法 之 一 。 该 方法 从 跨 声 速 小 扰动 势 方程 出 发 ， 其 基本 
思想 是 将 扰动 势 函 数 展 成 y 的 等 级 数 ， 而 各 项 系数 都 
是 x 的 函数 ， 然 后 利用 边界 条 件 来 确定 这 些 系数 函 
数 。 图 7.4 是 喷 管 喉 道 区 域 几何 形状 的 示意 图 。 喉 部 
半径 O07T =x ， 喉 部 型 线 曲率 半径 TO"“= p, 。 设 声速 
线 〈 图 中 虚线 ) 与 喷 管 中 心 线 Ox 交 于 点 O 。 取 点 O 
为 分 析 流 场所 用 的 坐标 系 的 原点 。 

首先 确定 喉 道 区 域 的 速度 分 布 。 借 助 于 方程 式 
〈6-1-51)， 则 在 二 维 平 面 或 轴 对 称 流 动 的 情况 下 ， 
其 全 速度 势 方程 简化 为 


@ oD Ca 外 
[用 RE: [- 六 忆 -2 nD +6 y =0 
图 7.4 喷 管 喉 道 区 域 的 流动 特性 及 


喉 道 几何 形状 (7-3-1) 
其 中 6 =0 对 应 于 平面 流动 ， 而 6 =1 对 应 于 轴 对 称 流 
动 。 考 虑 到 喷 管 内 气体 的 流动 方向 大 体 上 沿 着 轴 向 〈 即 沿 x 方向 ) 并 且 喉 道 区 域 的 马赫 数 
M ~1， 因 而 可 将 两 个 速度 分 量 表示 为 


4 a (7-3-2) 


E35 
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这 里 w*，v 与 临 介 声 速 a’ 相 比 是 个 小 量 ， 即 
cl, Dl (7-3-2) * 
a a 


此 外 ，w* 和 wv 对 x 和 y 的 偏 导 数 也 可 以 认为 是 小 量 ， 即 有 
du du dv ov 


训 EF op Or 
引进 扰动 速度 势 » ， 它 与 扰动 速度 分 量 的 关系 为 
w= 名 w=- 名 (7-3-4) 


把 全 速度 势 的 偏 导数 用 a* 和 扰动 势 9 的 偏 导数 表示 ， 代 入 全 速 势 方程 ， 并 注意 忽略 二 阶 
以 上 小 量 ， 即 可 得 到 喷 管 喉 部 近 声速 区 域 的 小 扰动 速度 势 方程 
7+ldp9p Fp_699. 2 
a re Dy yo (7-3-5) 
引入 量 纲 为 1 的 量 ， 其 长 度 参考 量 用 00”= 工 = p, + ， 这 样 便 可 以 使 的 量 纲 为 1 的 
值 远 小 于 1， 即 可 写成 


(7-3-6) 


将 以 上 各 式 代入 方程 式 (7-3-5)， 则 得 量 纲 为 1 的 小 扰动 势 方程 

BI 5 _ 590, -3- 
0 (7-3-7) 
为 了 求解 非 线性 方程 式 〈7-3-7)， 因 此 把 5(x, 了 ) 展 成 的 军 级 数 。 考 虑 到 小 扰动 速度 势 是 
了 的 偶 函 数 ， 因 而 赛 级 数 中 只 含 了 的 偶 次 方 ， 即 


(Y+D) 


T(x, 7)= Eh =f DF +fDF +f (FF + (7-3-8) 
将 上 式 分 别 对 和 了 求 一 阶 和 二 阶 导数 ， 再 代入 方程 式 〔7-3-7)， 经 整理 得 到 
[f+ -2f.-28f ]7°+ 
[G+D fr + £2)-2f, -48f.]F +0(7’)=0 
其 中 上 标 一 撤 与 二 扳 表 示 对 不 求 一 次 与 二 次 导数 。 考 虑 到 上 式 对 和 5 的 任意 值 都 要 成 立 ， 


因此 了 的 各 次 方 系数 都 必须 等 于 零 。 如 果 将 式 (7-3-8) 中 的 及 及 其 更 高 次 项 略 去 ， 则 由 
式 (7-3-9) 可 知 ， 只 要 求 出 矶 ， 太 和 上 态 这 三 个 系数 就 够 了 。 于 是 可 令 式 (7-3-9) 中 


(7-3-9) 
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于 和 耿 的 系数 为 零 ， 便 得 到 


rs: 0 有 
A)= 00 fh (7-3-10) 
EO 2 ss 
A(T)= ro (f+ ff) (7-3-11) 


以 上 两 式 表 明 : 万 (z) 和 为 (z) 可 以 用 万 (Z) 的 导数 确定 。 因 此 ， 求 解 小 扰动 势 克 (元 7) 的 问 
题 便 归结 为 确定 系数 矿 (z) 的 分 布 。 根 据 喷 管 对 称 轴线 上 的 条 件 ， 有 


i a0| 和 
元 Gal- 语 -hia (7-3-12) 
可 以 假定 ， 在 声速 点 O 附近 ， 轴 线 上 扰动 速度 近似 地 取 成 线性 函数 ， 即 
W(x, ;0= fo (=BE (7-3-13) 


这 里 有 是 待定 常数 。 将 万 =6z， 扩 = 有 代入 式 (7-3-10) 和 式 (7-3-11)， 便 可 得 到 


7Y+1 


WIT (7-3-14) 
__O+D 有 2 LA 
-了 +5)G+5 人 


将 式 (7-3-14) 与 式 (7-3-15) 代入 式 (7-3-8)， 并 对 工 和 了 求 偏 导数 ， 于 是 便 得 到 
喉 道 区 的 小 拢 动 速度 分 量 友和 也 的 分 布 ， 其 表达 式 为 


rz- -pr CO+D6 > 
RED = 有 + 2045J (7-3-16) 
TED +P CO+D 有 > 2 
yD= = 176 x +20+5G+5 (7-3-17) 
下 面 确定 声速 线 的 位 置 。 在 声速 线 上 ，M =1， 所 以 
(0) =Vetv (a +) + 了 =(o [+7 +(o)] (7-3-18) 


将 上 式 两 边 除 以 (a")， 并 略 去 小 扰动 速度 分 量 的 平方 项 ， 便 可 得 到 在 声速 线 上 =0 。 于 是 
将 下 的 值 代入 式 《7-3-16) 便 立即 求 得 以 抛物 线 表示 的 声速 线 方程 


__ (+Dp ， 
2(1+0)L 


注意 : 这 里 式 (7-3-19) 是 相对 于 坐标 系 xOy 而 言 的 。 为 要 确定 声速 线 在 x0'y 系 中 的 位 
置 ， 我 们 需要 求 出 坐标 系 原点 O 与 喷 管 坐标 系 原点 0' 之 间 的 距离 e。 根 据 喉 部 边界 条 件 ， 即 
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x=E 和 y= 处 w=0， 由 式 (7-3-19) 便 得 到 了 e 值 
= +DB ,2 (7-3-20) 

2G+0)L 
最 后 ， 给 出 用 特征 线 法 计算 喉 部 下 游 超声 速 流 场所 需 的 M >1 的 起 始 线 位 置 。 因 为 用 声 
速 线 作为 这 种 起 始 线 是 不 适当 的 。 需 要 在 声速 线 下 游 另 外 找 出 一 条 M >1 的 曲线 作为 起 始 线 。 
这 里 可 以 取 赤 =0 所 对 应 的 曲线 作为 起 始 线 ， 于 是 借助 于 式 〈7-3- 17)， 该 起 始 线 方程 应 为 


(+DBp ， 
=-— -3-21 
x 2G+5)7 (7-3 ) 


可 以 看 出 ， 这 条 抛物 线 通过 点 7 和 点 O， 位 于 声速 线 下 游 ， 如 图 7.4 所 示 ， 其 上 的 速度 值 可 
以 由 式 (7-3-16) 与 式 (7-3-17) 完全 确定 。 


7.3.2 喷 管 喉 部 型 线 的 确定 


在 式 (7-3-16) ~ 式 (7-3-21) 中 ， 均 含有 有 请 值 ， 它 是 个 待定 常数 ， 现 在 讨论 它 的 
确定 方法 。 设 喉 部 的 一 小 段 型 线 用 圆 弧 表示 。 
确定 只 部 型 线 就 是 在 已 知 的 有 值 下 去 求 型 线 
的 曲率 半径 p,; 或 者 反 过 来 便 是 给 定型 线 的 
曲率 半径 p, ， 去 求 待定 常数 B 或 者 B/L 。 根 
据 曲率 的 定义 ， 参照 图 7.5， 喉 部 型 线 的 曲率 
为 


d(tant) dy 9 了 9 了 

2 -全 ]- 引 二) 如 人 
(7-3-22) 

考虑 到 在 一 般 情况 下 ， 喉 部 型 线 的 曲率 半径 

p 比 大 大 得 多 ， 即 p,>>n， 则 有 dx/ds =1， 

gy/ds =0 。 于 是 式 7-3-22) 简化 为 

1 1 图 7.5 曲率 半径 p: 与 待定 常数 有 间 的 关系 


E33 = E23 (7-3-23) 
os oF re 
J 


这 里 式 (7-3-23) 右边 的 值 可 由 式 〈7-3-17) 对 求 导数 给 出 ， 即 
0] -CO+DB 
了 (7-3-24) 
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将 上 式 代入 到 式 〈7-3-23) 便 得 到 的 表达 式 
四 
-| 58 | gy (7-3-25) 
(Y+Drp, 
有 了 式 (7-3-25)， 则 速度 分 布 式 (7-3-16) 与 式 (7-3-17)、 声 速 线 方程 式 (7-3-19)、 
距离 公式 〈7-3-20) 和 起 始 线 方程 式 (7-3-21)， 均 可 改写 成 用 喉 部 几何 参数 和 p, 表 达 
的 式 子 。 实 践 表明 : 在 p,>> 的 情况 下 ， 用 上 述 公式 计算 出 的 结果 与 实验 数据 符合 较 好 。 


7.3.3” 保 角 曲 线 坐 标 下 简化 方程 的 分 析 方 法 


对 于 壁面 曲率 比较 大 的 情况 ，7.3.2 节 给 出 的 方法 不 再 适用 ， 需 要 寻找 其 他 方法 。 值 得 
注意 的 是 ， 对 于 喷 管内 的 流动 ， 在 喉 部 区 域 速 度 都 在 声速 附近 ， 因 而 密度 都 接近 最 大 值 ， 所 
以 这 一 区 域 的 密 流 几乎 处 处 相同 ， 因 此 可 以 想象 ， 流 线 的 分 布 和 不 可 压缩 流动 的 流 场 相近 。 
于 是 ， 若 以 不 可 压缩 流动 的 流 线 与 它 的 等 势 线 为 正 交 曲线 坐标 系 时 ， 则 气体 的 速度 沿 着 这 个 
不 可 压缩 流 线 方向 的 分 量 一 定 会 比 沿 着 等 势 线 方向 的 分 量 大 得 多 。 因 此 ， 可 将 气动 力学 基本 
方程 对 这 两 个 方向 上 的 分 量 进 行 量 级 估计 ， 略 去 高 价 小 量 而 使 方程 得 以 简化 ， 这 就 是 保 角 曲 
线 坐 标 法 "0。 我 国学 者 林 同 骗 等 成 功 地 应 用 这 个 方法 进行 了 大 收缩 扩张 喷 管 的 设计 ， 有 效 
的 获得 了 在 保 角 曲线 坐标 系 下 喷 管 跨 声 速 流动 简化 方程 的 数值 解 或 解析 解 ， 这 里 因 篇 幅 所 
限 ， 不 作 展 开讲 述 。 


7.3.4 基于 von Mises 变换 的 喷 管 流 函数 法 


无 粘 气体 平面 〈 或 轴 对 称 ) 定常 运动 的 基本 方程 组 为 


dpuy?) az _ a 
a i =0 (7-3-26) 
Ou Ou 19P 

Mum 1oP 开拓 
vy pax (7-3-27) 
oo 9v 19P 

SW (7-3-28) 
"BD po 


afP) a (Pp 
虽 人 (全 } 呈 -和 (7-3-29) 


在 式 7-3-26) 中 ， 对 平面 问题 时 则 p=0; 对 轴 对 称 问题 时 则 B =1， 并 且 此 时 y 取 为 到 
对 称 轴 的 距离 。 选 取 如 下 von Mises 变换 
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中 (7-3-30) 
¥=¥(5)) 
这 里 流 函数 yw 满足 dy =—puy rdx+ puysdy (7-3-31) 
a 
伟 =pw? 
即 (7-3-32) 
到 -pop 
ox 


坐标 系 (x,y) 与 坐标 系 (5,y) 间 的 变换 关系 为 
80] [中 ov | [Rp 
mx| |ax 了 | 下 | la ?” ay 


pla wl (7-3-33) 
9 Loy Yoav py 3y 
式 中 9 代表 任意 物理 量 ， 因 此 ， 对 定常 流动 则 随 体 导数 为 
a 39 (7-3-34) 


引进 流 函 数 y 后 , 式 (7-3-26) 自 动 满足 .将 式 (7-3-33) 代 入 到 式 (7-3-27)\ 式 (7-3-28) 
与 式 (7-3-29) 后 可 得 到 
du pop 19P 


ur = (7-3-35) 
下 ay pa 

ov soP 

=- & 
Ea 了 ay 3-36) 
PY ek 
站。 (7-3-37) 


值得 注意 的 是 ， 在 (x,y) 坐标 系 中 原 方程 组 有 四 个 待 求 函 数 即 u,v,P 与 p; 引进 von Mises 变 
换 后 ， 这 时 y 也 变 为 待 求 的 函数 ， 因 此 有 五 个 未 知 数 即 u,v,P，p 与 y; 由 式 (7-3-31) 


dy=2dx+ 一 L dy 
a 


Po 
ax 。 Br 
但 = Sd+ dy=d (7-3-38) 
Ea 6 ww 6 
因此 dy=LdE+—Lsd 
ye é Bor 


所 以 可 以 补充 两 个 方程 ， 即 


9 (7-3-39) 


这 两 个 方程 具有 明确 的 物理 意义 ， 前 者 是 流 线 方程 ， 后 者 是 质量 守恒 方程 即 连续 方程 。 积 分 
式 (7-3-37) 得 
P/p’ =C(W) (7-3-40) 
上 式 表明 : 沿 W = 常数 的 流 线 上 灶 守 恒 。 显 然 ， 对 于 均 炉 流动 ( 即 无 旋 流动 ) 时 ，C(w) 值 在 
全 场 都 等 于 同一 个 常数 ， 即 全 流 场 炉 值 处 处 相等 。 把 式 (7-3-36) 代入 式 〈7-3-35) 得 
人 } 绕 -= (7-3-41) 
将 式 (7-3-40) 代入 式 (7-3-41) 消去 P 后 再 积分 便 得 到 


1 P 
a+) (7-3-42) 


式 中 ，Ci(Ww) 是 积分 常数 ， 它 是 关于 yw 的 某 一 个 函数 。 
显然 ， 上 式 即 为 沿 流 线 成 立 的 Bernoulli 方程 ， 其 中 
GW)=HW)= 元 5 (wy = wv] (7-3-43) 
这 里 妃 为 总 烩 ，w" 与 m 分 别 为 临界 声速 与 洁 止 声速 ， 它 们 均 是 y 的 函数 ， 对 于 均 总 流 动 ， 
则 总 烩 值 在 全 流 场 处 处 相等 。 因 此 ,在 von Mises 坐标 系 (5,y) 中 , 原 方程 组 式 (7-3-26) 一 
式 (7-3-29) 变换 为 如 下 基本 方程 组 


= 一 (7-3-44) 


上 述 五 个 方程 所 组 成 的 基本 方程 组 中 仅 含 有 三 个 非 线性 偏 微分 方程 。 显然， 这 套 基 本 方程 组 
较 原 基本 方程 组 易于 求解 。 文 献 [12] 使 用 上 述 方程 组 成 功 的 求解 了 轴 对 称 喷 管 的 跨 声速 流 
场 ， 实 现 了 在 喷 管 中 亚 声速 、 跨 声速 与 超声 速 流 场 的 统一 求解 。 
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§7.4 跨 声速 Tricomi 方程 


首先 ， 这 里 用 另 一 种 方式 扼要 地 推出 速度 面 上 的 流 函 数 主 方程 ， 然 后 再 导出 Tricomi 方 
程 。 在 二 维 平面 位 势 流 中 ， 引 进 速度 势 p 和 流 函数 y 


30,, 3- a 
Fi EA (7-4-1) 
YW _p,, Wp a 
pp (7-4-2) 
式 中 ，v 与 v 分 别 为 流速 在 * 与 y 坐标 方向 上 的 分 量 ，p 为 流体 的 密度 "为 临界 状态 下 的 


密度 。 
设 物理 复 平面 的 坐标 为 z= x+iy ， 令 复 速度 为 n+iv=Ve* ， 这 里 V 为 复 速 度 的 模 ; 9 为 


相位 角 。 于 是 容易 推出 


dvr pie dy) (7-4-3) 
或 wanagxi( 人 jw (7-4-4) 
注意 到 z=z(V,9)，9=9p(V,0)，YW =W(V,9)， 所 以 应 用 微分 关系 及 ; 式 (7 -4-3) 便 可 推出 
Ed (7-4-5) 
鄞 -we 人 (区 5 吕 ] (7-4-6) 
将 式 (7-4-5) 与 式 (7-4-6) 分 别 对 9 与 V 求 导数 ， 并 注意 到 2 = ， 于 是 便 得 到 


(7-4-7) 


(7-4-8) 


(7-4-9) 
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应 用 动力 学 方程 VdV = -dp/p 以 及 声速 关系 oz =dp/dp ， 便 有 
d(p"/pY) pp: 
A ) (7-4-10) 
式 中 ，M =V/a。 
将 式 (7-4-10) 代入 到 式 (7-4-9)， 有 


WB Mp ay (7-4-11) 


ay V po 
-4-8) 与 a 时 og 
若 将 式 (7-4-8) 与 式 (7-4-11) 分 别 对 V 与 9 求 导 ， 并 应 用 3 = 之 上 的 关系 去 消去 
速度 势 p， 得 到 速度 面 上 的 流 函数 主 方程 
1) 2 ye 
VtVUtM) +-M? )307=0 (7-4-12) 


将 该 式 与 式 (6-5-34)、 式 人 比较 可 以 发 现 ， 虽 然 流 函数 分 别 由 式 7-4-2)、 
式 (6-5-18) 与 式 (6-5-41) 定义 《尽管 三 个 流 函 数 的 绝对 值 不 同 )， 但 所 得 到 的 流 函 数 
主 方程 却 具 有 相同 的 数学 结构 ， 换 句 话说 ， 流 函数 主 方程 的 性 质 不 会 改变 。 在 速度 面 上 ， 方 
程式 (7-4-12) 虽 已 实现 了 线性 化 ， 但 其 方程 的 形式 仍然 不 够 简洁 ， 为 此 引进 一 个 新 的 速 
度 变 量 ac ， 并 定义 为 


1 D 上 4 
c=| 坪 一 (7-4-13) 
bs 4 
式 中 ， 4， 称 为 速度 系数 。 
如 果 令 y=w(4,6) ， 并 注意 到 y =w(o,6)， 于 是 将 y 微分 后 便 可 推出 
ay oy 
Ey (7-4-14) 
由 式 7-4-13) 与 式 (7-4-14) 得 
av_ {Pp lov 4- 
3 -( 起 巾 (7-4-15) 
将 这 个 关系 式 代 入 到 式 (7-4-8) 与 式 (7-4-9)， 得 到 
ay 4- 
0 (7-4-16) 
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BK (7-4-17) 
i 
_ 式 中 ， ko 人 人 | Q-M2) ， 称 为 压缩 性 函 数 。 


op a9 
将 式 (7-4-16) 与 式 (7-4-17) 分 别 对 o 与 9 求 导数 并 应 用 一 一 = 一 一 可 得 


a6bc 3000 
束 +ko 琵 -0 (7-4-18) 
在 工程 应 用 中 ， 压 缩 性 函数 K(a) 可 有 多 种 近似 ， 常 用 的 有 
(1) Tricomi 近似 
K(oO)=(Y+Do (7-4-19) 
(2) 广义 Tricomi 近似 
Km -下 ao (7-4-20) 
(1+0.7800) 
(3) Tomotika-Tamada (〈 托 摩 梯 卡 - 塔 迈 达 ) 近似 
K(a) ~=0.40188(1—e*™”°) (7-4-21) 


事实 上 ， 由 K(c) 的 定义 ， 即 


«0)- (Ej)- [Mee) (7-4-22) 


式 中 ，e(4) 为 气动 函数 ， 它 由 式 〈1-8 一 28) 定义 。 

因此 ， 按 照 式 (7-4.22) 可 以 作 KK(o) 对 o 的 曲 
线 (如 图 7.6 所 示 )。 在 跨 声速 流 场 中 ，M ~1,c ~0， 
从 这 条 曲线 上 看 ， 在 o=0 附 近 时 KK(o)=o 是 个 很 好 


的 近似 关系 。 所 以 对 于 跨 声 速 流 ， 方 程式 (7-4-18) 
可 以 简化 为 图 7.6 压缩 性 函数 K(a) 的 变化 曲线 


一 + 一 =0 (7-4-23) 


该 式 就 是 著名 的 Tricomi 方程 。 显 然 ， 当 亚 声速 即 c >0 时 ， 方程 是 椭圆 型 的 ， 当 超声 速 即 
0 <0 时 ， 方 程 是 双 曲 型 的 ， 在 跨 声 速 范围 内 ， 方 程 为 混合 型 的 。 
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§7.5 跨 声 速 流 函 数 方法 及 人 工 可 压缩 性 
7.5.1 三 维 空间 中 的 两 族 等 值 面 


对 于 无 粘 流 ， 由 Crocco 方程 ， 即 
Vx(VxV)=V4 -TVS + (7-5-1) 


式 中 ， Hht， 称 为 总 灼 ; T 和 8 分 别 为 温度 和 炉 : 令 Y 为 速度 ， 它 可 表示 为 


V=u+y+wk 。 
于 是 〈7-5-1) 式 可 表示 为 


- k 
u v w =yH-TVS+ 呈 (7-5-2) 
Bw oo hw Wa 


D oz dz dx dx 9 
在 三 维 流动 中 需要 有 两 个 流 函 数 ， 即 y, 与 wy,， 它 们 均 为 x-、y、z 的 函数 ， 并 且 有 下 式 成 立 
pV =(V¥)x(Vy,) (7-5-3) 
于 是 容易 推出 
= Wy) 
”aa 


pv= Vu) (7-5-4) 
9(z,x) 
p 0,y) 


~ aw») 
这 里 3(wi,y:)/3(>,z) 等 为 函数 行列 式 。 因 此 ，W =const 和 y。 = const 的 两 族 流 面 便 构成 了 三 


维 空间 中 的 两 类 流 面 族 ， 显 然 两 个 不 同族 流 面 的 交 线 就 是 流 线 。 作 为 特例 ， 我 们 仅 考 虑 
如 = z)，y: =y(z)，9y:/9z=1 且 w=0 的 情形 ， 于 是 式 (7-5-3) 变 简化 为 


or-[ 喇 -台中 (7-5-5) 


注意 省 略 式 (7-5-5) y 的 下 脚 标 1 后 便 有 
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m= 型 ， mm=- 弛 (7-5-6) 


这 时 的 yw 就 是 以 前 所 讨论 的 二 维 流动 中 的 流 函数 。 
7.5.2 二 维 空间 中 的 弱 守 人 恒 型 流 函 数 方 程 及 人 工 密度 


对 于 定常 二 维 有 旋 流 动 ， 运 动 方程 式 (7-5-2) 在 j 方向 上 的 表达 式 可 简化 为 
dv du _f35_ 9H 
Ey -( Dy (7-5-7) 
将 式 (7-5-6) 代入 式 (7-5-7)， 便 有 
ARAL EA 三 和 
EAA EA qs 
这 就 是 我 们 要 讨论 的 弱 守 恒 型 流 函数 主 方程 。 如 果 引 进 Hafez 的 人 工 密度 万 去 代替 式 
(7-5-8) 中 的 p 值 "%， 则 式 《7-5-8) 此 时 变 为 


90floy1 9floy oH “98 i 
这) 这 (¥- Th 0 
上 式 便 为 典型 的 弱 守 恒 型 跨 声速 流 函数 主 方程 ， 式 中 
B=p-B[Y 6:p+Y 6,p| (7-5-10a) 
1 
=max|0,0,|1-— (7-5- 
有 | | | 7-5-10b) 
Ax6:p = pi -Pi (7-5-10c) 


Pij-Pi (ws>0 时 ) 
Ay6,p = (7-5-10d) 
Pijn -Piy (wj<0 时 ) 
这 里 常数 Co 通常 是 在 0 一 2 的 范围 内 取 值 。 
在 跨 声 速 流 函 数 场 与 密度 场 的 迭代 中 ， 如 何 确定 密度 场 是 该 计算 的 关键 之 一 。 这 里 建议 
密度 场 按 如 下 的 办 法 决定 03。 
@ 在 计算 出 {y} 场 后 ， 应 马上 计算 出 全 场 wv 的 分 布 ， 即 


2 (7-5-11) 
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@ 利用 式 (7-5-6) 消去 式 (7-5-7) 中 的 wv， 从 而 得 到 了 关于 u 的 方程 


人 A (7-5-12) 
并 由 此 得 到 全 场 u 的 分 布 。 


人 @ 最 后 由 能 量 方程 如 =h+=const， 即 
EC (7-5-13) 


解 出 密度 值 。 式 中 G= 太 -1 这 里 P 为 流体 的 压强 。 大 量 的 数值 计算 表明 : 对 于 小 攻 角 注 


翼 的 跨 声 速 流 场 ， 采 用 上 述 方法 确定 密度 场 是 行 之 有 效 的 。 而 对 于 大 攻 角 厚 忱 型 的 跨 声 速 流 
场 ， 则 需要 采用 贴 体 曲线 坐标 系 ， 因 此 这 时 确定 密度 场 的 方法 要 在 贴 体 曲线 坐标 系 下 作 适 当 
的 修正 ， 对 这 方面 感 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 献 ， 例 如 文献 [16 一 27] 等 。 


8$ 7.6 二 维 与 三 维 跨 声 速 势 函数 方程 的 数值 解法 
7.6.1 两 种 形式 的 全 位 势 主 方程 及 AF2 格式 


一 、 全 位 势 主 方程 

在 无 类 、 定 常 、 均 炉 假 设 下 ， 基 本 方程 组 在 直角 坐标 系 (x,y,z) 中 可 简写 为 
连续 方程 V.(py)=0 (7-6-1) 
运动 方程 (VWV=-Vp/p (7-6-2) 
等 烂 关 系 p/p’=po/pY (7-6-3) 
声速 关系 qa?=dp/dp (7-6-4) 


将 式 (7-6-3)、 式 (7-6-4) 用 于 式 (7-6~1) 和 式 (7-6-2)， 消 除 p 和 p 后 便 得 到 
VV eV/2D) -a VV=0 (7-6-5) 


上 式 可 认为 是 定常 运动 时 连续 方程 的 另 一 种 表达 式 。 如 果 将 上 式 用 速度 分 量 的 形式 写 出 ， 经 
整理 后 得 


+ 下 时 tr-w) 半 -ww| 半 + 并 | 
ax 9 0 
(7-6-6) 
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由 于 流动 是 无 旋 的 ， 因 此 一 定 存在 着 势 函 数 史 ， 使 得 
30_ ao ap- 
et Ea =w (7-6-7) 
式 中 ，u,v,w 为 速度 V 沿 x,y,z 方 向 上 的 分 速度 。 
将 式 (7-6-7) 代入 式 (7-6-6) 后 便 得 到 第 一 种 形式 的 全 位 势 主 方程 ， 即 


(@ uD, + (a 0)D, + (a —w)D, 一 2xupd -2m -2wud, =0 (7-6-8) 
2 
另外 ， 由 能 量 方程 4+ = const ， 又 可 改写 为 


和 大 人 i 只 到 on 
pe a (7-6-9) 
式 中 ，a. 为 临界 声速 ，V. 与 a 为 来 流速 度 与 来 流 声 速 。 
显然 ， 式 (7-6-8) 中 的 www 可 由 式 (7-6-7) 决定 ， 而 式 (7-6-8) 中 的 声速 a 
由 式 (7-6-9) 给 出 ， 因 此 式 7-6-8) 为 典型 的 非 线 性 二 阶 偏 微分 方程 。 另 一 种 形式 的 
全 位 势 方 程 可 以 直接 由 连续 方程 式 (7-6-1) 出 发 ， 并 注意 到 式 (7-6-7)， 则 得 到 


af 30 @ 

Gd (7-6-10) 
| 2 2 py 

pe (7-6-11) 


由 一 般 形 式 下 华 标 系 (1,x,y,z) 与 (7,6,n,6) 之 间 的 变换 关系 式 


v] fs £5] 
Y|=7 mn Dn, (7-6-12) 
WwW] [6 6 6 
w 
式 中 
T=t 
§=6(t,x,y,7) Cd 
n=n(t,x, y,2) 
C=6(h,x,y,2) 


对 于 定常 无 旋 流 ， 则 式 〈7-6-12) 简化 
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四 E 与 i nn | 和 
Y|=|m 及 nS mn, 6,||®, (7-6-14) 
LA 


于 是 式 (7-6-10) 变 为 


[ora[2 ] z ]- 6 
下 20]+2 [9 +3e gah 0 (7-6-15) 
而 式 中 密度 p 为 
一 | 
£2- ba ] (6-16) 
| [6 nn |]|R 
®|=|5 7n, 6||® (7-6-17) 
四 6 下 | 用 
在 式 (7-6-15) 中 J 的 定义 为 
= GE (7-6-18) 
A(x,y,7) 


因此 ， 式 (7-6-15) 便 是 第 二 种 形式 的 全 位 势 主 方程 ， 在 跨 声 速 计算 中 经 常 使 用 它 。 

二 、 人 工 密度 及 因 式 分 解法 

下 面 以 二 维 为 例 ， 十 分 扼要 的 介绍 在 采用 人 工 密度 的 情况 下 ， 求 解 跨 声 速 全 位 势 主 方程 
的 一 种 快速 、 高 效 算法 一 一 AF2 因 式 分 解法 。 对 于 二 维 、 无 粘 、 定 常 、 无 旋 流 场 ， 则 全 位 势 


方程 组 为 
站 站 沾 re 
i 
2 -ee (7-6-20) 
如 果 令 -+ 了) ) (7-6-2 
T=6n, -EM 


则 式 〈7-6-19) 可 改写 为 
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af ao 930) 3/ ae ac 
paPrpa Eh paph lo (7-6-22) 
(es dE +ph 机 2(o4 Ea +ph 并 ] 
这 是 个 强 守恒 型 方程 。 对 式 (7-6-19) 引进 人 工 密度 ceam， 得 到 
250).3 (Br) A 
a( - ea 0 (7-6-23) 
对 上 式 建立 差分 方程 ， 即 
下 到] +6; 全 ] =0 (7-6-24) 
Th 
此 式 的 AF2 格式 1 ?2 为 
[es -Au 可] =aare 07-6-25) 
式 中 ，5- 与 + 分 别 为 单 侧 后 差 与 单 侧 前 差 算 子 ， 例 如 
B70 =0 0 =n | a 
0 = 一 Own 而 0 = -Oy 


式 中 ，! 代表 任意 物理 量 ，a 是 迭代 加 速 参数 ，w 是 松弛 因子 :Lo@" 代表 第 n 次 迭代 时 差 
分 方程 式 (7-6-24) 的 残 差 。 另 外 ， 式 中 人 工 密度 万 的 定义 为 


Bypass pess pen, | 
PE 
和 ? (7-6-27) 


-1 (x, >0) -l (v .>0) 
ey 4 
r= ,5= (7-6-28) 
1 
本: 


“zolo- 遍 ] (7-6-29) 


式 (7-6-23) 的 计算 可 分 两 步 进行 :第 一 步 求解 
[e664) | =000, (7-6-30) 
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也 就 是 说 ， 沿 着 方向 解 二 对 角 和 矩 阵 ， 求 出 中 间 变 量 太 值 。 第 二 步 求解 


[es 用 (1-6-3D 
也 就 是 说 ， 沿 着 方向 解 三 对 角 矩 阵 方程 ， 求 出 C',; 注意 到 
B= + (7-6-32) 


于 是 中” 值 便 得 到 了 。 如 此 进行 迭代 ， 直 到 前 后 两 轮 迁 代 四 沁 值 之 差 满足 一 定 允 差 为 止 。 大 


量 的 数值 实验 表明 : 采用 人 工 密度 的 修正 及 AF2 因 式 分 解法 能 够 快速 高 效率 的 获得 跨 声 速 
流 场 的 数值 解 。 


7.6.2 二 维 小 扰动 势 函数 方程 的 Murman-Cole 格式 及 线 松 弛 解法 


20 世纪 70 年 代 初 ，Murman 和 Cole 提出 了 求解 平面 定常 位 势 方程 的 混合 有 限 差分 线 松 

弛 方法 中 ， 该 方法 为 跨 声 速 流 场 的 数值 计算 起 了 开创 性 的 重要 推动 作用 ， 为 此 本 节 仅 以 跨 

声速 二 维 小 扰动 位 势 方程 为 例 ， 扼 要 地 介绍 这 个 方法 的 主要 思想 和 主要 实施 步骤 。 跨 声速 二 
维 定常 小 扰动 位 势 方程 可 由 式 (6-2-16) 简化 后 得 到 

4p。+g。 =0 (7-6-33) 


式 中 ，4= (LA)- 全 2Mag,。 


et (7-6-33) 离散 。Murman-Cole 差分 格 
式 的 基本 思想 是 在 局 部 亚 声速 区 域 采 用 中 心 差分 公式 ， 在 局 部 超声 速 区 采用 迎风 差分 公式 。 由 
于 这 里 假定 流动 的 方向 很 接近 x 方向 ， 因 此 迎风 差分 公式 仅 出 现在 x 方向 上 。 中 心 差分 公式 是 


Pn — Di- 
Er 6.9,) 


一 2 Re- =69.) (7-6-34) 
Pp tp -5 
7 网 二 


(9:), 
(9=), 


(9»),,= 


迎风 差分 公式 是 
PP 
2Ax 


Pe 2p tp 
(Ax) 


(9:),= =69,) (7-6-35a) 


(Ps) = (7-6-35b) 
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式 中 ，5.、5, 、6。、6, 表示 中 心 差分 算 子 ; 6; 、65 表示 一 侧 后 差 算 子 。 
如 果 令 


HD yy Py -Pi 
ATM2)- Me 


并 2Ax 
bh = A Aop, (7-6-36) 
一 29，+ 
2 机 Lr 


点 (i 有) 处 的 流 场 性 质 是 按 下 述 办 法 进行 判断 的 
@ 若 Ai1,>0 且 hi 之 0 时 ， 则 点 (ij) 的 亚 声速 点 
@ 若 4i1j<0 且 4;,<0 时 ， 则 点 (iy) 的 超声 速 点 (7-6-37) 
@ 着 4,1,>0 且 A,,<0 时 ， 则 点 (ij) 的 声速 点 
图 若 4 <0 且 4J>0 时 ， 则 点 〈 订 ) 的 激 波 点 
于 是 方程 式 (7-6-33) 在 亚 声速 点 、 超 声速 点 、 声 速 点 和 激 波 点 处 的 差分 方程 分 别 是 
对 亚 声速 点 bj+cj =0 
对 超声 速 点 bij+6j =0 
对 声速 点 cj=0 
对 激 波 点 &+cJ=0 
这 就 是 Murman-Cole 格式 对 非 守恒 方程 式 (7-6-33)》 所 形成 的 差分 方程 。 显 然 ， 在 超声 速 
区 的 差分 方程 所 对 应 的 修正 方程 是 


Aps +9,, =Ar (49s) (7-6-39) 


(7-6-38) 


这 个 方程 的 右 端 项 是 粘性 项 ， 因 此 差分 方程 式 (7-6-38) 包含 了 人 工 粘性 项 ， 这 使 得 差分 
格式 具有 了 自动 捕获 激 波 的 能 力 。 另 外 ， 非 守恒 方程 式 (7-6-33) 也 可 写 为 守恒 形式 


aB 
+9,= (7-6= 
l +9, 40) 
式 中 
B=-(1-M:)o. -1 mip (7-6-41) 


守恒 型 方程 所 对 应 的 差分 方程 可 统一 写 为 
bto Eb +e 


式 中 ， 为 开关 函数 ， 其 定义 为 


b=0 (7-6-42) 


-1 
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0 
eu 趟 YA (7-6-43) 
显然 ， 差 分 方程 式 (7-6-42) 所 对 应 的 修正 方程 是 
9 a 
去 CD)+gn = Ar 了 (49a) (7-6-44) 
式 中 右 端 项 是 粘性 项 。 因 此 差分 方程 式 (7-6-42) 包含 了 人 工 粘 性 项 ， 它 也 具有 自动 捕获 


激 波 的 能 力 。 
跨 声速 小 扰动 势 函 数 方程 的 差分 方程 所 形成 的 代数 方程 组 到 底 用 什么 方法 去 求解 ， 是 关 
系 到 流 场 数值 解 收敛 快慢 的 重要 问题 。 前 面 在 7. 6. 1 节 中 已 介绍 过 因 式 分 解法 ， 这 里 介绍 线 
松弛 方法 ， 这 种 方法 的 基本 思想 是 : 考虑 到 跨 声速 流 场 既 存在 着 亚 声速 区 域 ， 又 存在 着 超声 
速 区 域 ， 还 有 声速 线 与 激 波 线 ， 因 此 线 松弛 扫描 的 方向 以 沿 气流 方向 为 宜 ， 这 样 做 符合 超声 
速 流动 时 信息 传播 的 特点 ， 而 松弛 的 线 选 成 垂直 于 气流 方向 的 y 线 。 其 具体 实施 过 程 是 : 
(1) 对 方程 式 (7-6-36) 里 4, 中 的 9, 项 采取 


Ja 二 9- (7~6-45a) 
对 4- 中 的 9, 采 用 了 
Pi 7-6-4 
9 -9 (4 Sb 
6 ) 


(2) 对 式 (7-6-36) 里 b ,中 的 gp。 采取 
pt 


9 A (7~6-45c) 
对 b, 中 的 ps 采用 了 
_ Py 2B + 9 ee 
pe (7-6-45d) 
(3) 对 式 (7-6-36) 里 cu 中 的 pv 采用 了 
+ 二 
gw =- 站 (7-6-4Se) 


式 中 ， 上 标 n+1 表 示 新 值 ， 在 线 松弛 过 程 中 ，i-1 与 i-2 点 的 新 值 是 已 知 的 ， 而 i 点 的 新 值 
是 未 知 的 ， 上 标 n 表示 老 值 。$ 表示 要 松弛 的 g,; ， 它 与 旧 值 及 新 值 间 的 关系 是 


多 Ca (7-6-46) 
这 里 mw 为 松弛 因子 。 令 Ag”) = 9 人 -90 ， R 为 将 9 代入 到 式 (7-6~38) 后 得 到 的 残 差 。 
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将 式 (7-6-45) 与 式 (7-6-46) 代入 到 式 (7-6--38) 后 便 得 到 
(1) 对 亚 声速 点 有 


FF 半 ea PS a a 1 
人 人 -eg tap, abt (eon ~2A06, tapes r+ R=0 (7-6-47a) 
(2) 对 超声 速 点 有 
We 
4 人 Ag’j— apr + Agra J + (aol -2ag0 + pia) +R = 


(7-6-47b) 
(3) 对 声速 点 有 = 
1 on J. J. 1 
而 (Ag 29 + hg ) tay + R=0 (7-6-47c) 
(4) 对 激 波 点 有 
1 (Mp a a 
(Som rsp ha (0 -2ag0 + Aprn) a +R =0 (7-6-47d) 


式 中 松弛 因子 wm 的 取 值 可 以 各 不 相同 : 对 亚 声速 点 可 取 0<w<2; 对 超声 速 点 可 取 0<w 和 1; 
对 声速 点 和 激 波 点 可 取 w=1。 可 以 看 出 〈7-6-47) 式 是 关于 AhvAy” 与 A9" ,的 三 对 角 
型 线性 方程 组 ， 因 此 可 用 追赶 法 快速 求解 69。 


$7.7 跨 声速 计算 中 高 效率 、 高 分 辩 率 算法 的 概述 


跨 声速 计算 是 20 世纪 70 年 代 以 来 气体 动力 学 和 计算 流体 力学 领域 中 发 展 最 快 的 热点 之 
一 。 本 节 不 去 评价 涌现 出 的 众多 算法 ， 仅 想 对 其 中 的 几 个 方面 略 作 概述 。 对 于 工程 计算 ， 人 
们 对 跨 声 速 计算 的 新 算法 最 关心 的 一 是 效率 ， 二 是 捕捉 激 波 的 分 辩 率 ， 三 是 格式 的 精度 与 稳 
定性 。 这 里 仅 想 对 其 中 的 前 两 点 略 作 介绍 。 


7.7.1 高 效率 算法 


ADI 方 法 〈The Alternating Direction Implicit Technique) 即 交替 方向 隐 格 式 是 最 早 用 于 
跨 声速 位 势 函数 和 跨 声 速 流 函数 方法 中 将 离散 方程 组 进行 求解 的 主要 方法 之 一 。 之 后 隐 式 因 
式 分 解法 (Implicit Approximate Factorization Scheme) 获得 了 发 展 并 成 功 的 用 于 求解 原始 参 
数 Euler 方程 的 求解 ， 例 如 Beam R.M.，Warming R.F.，Pulliam T.H.，Steger J.L. 等 人 在 这 方 
面 都 做 了 大 量 工作 。 与 此 同时 ，LU 格式 (LU decompositions) 与 SIP 强 隐 式 格式 Strongly 
Implicit Procedure) 也 飞速 发 展 ， 例 如 Jameson A., Turkel E., Stone H.L., Sankel N.L. 等 人 在 
这 两 面 获 得 了 大 量 成 果 。 另 外 ， 多 层 网 格 技术 (Multiple-Grid Technique 简称 MG 法 ) 也 在 
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Euler 方程 与 N-S 方程 求解 过 程 中 被 广泛 采用 ， 而 且 在 理论 上 与 数值 实践 上 都 证 实 ， MG 方 
法 的 加 速效 果 非 常 显著 ， 在 这 方面 ，Brandt A., Jameson A., Ron-Ho Ni 等 人 的 工作 都 十 分 突 
出 。 应 该 指出 ， 上 面 所 介绍 的 算法 是 在 结构 网 格 的 框架 下 完成 的 ，20 世纪 90 年 代 以 来 非 结 
构 网 格 的 出 现 ， 又 从 另外 一 个 侧面 去 探讨 实现 高 效率 求解 复杂 流 场 的 可 能 性 。 这 里 所 谓 网 格 
是 结构 的 ， 就 是 指 网 格 数据 的 生成 是 能 够 用 数学 表达 式 进行 表达 的 ， 它 具有 序列 性 和 数据 结 
构 上 的 有 序 性 。 这 里 所 谓 网 格 是 非 结构 的 ， 是 指 它 既 没有 严格 意义 上 的 数学 递 推 关系 式 ， 而 
且 数 据 结构 上 也 具有 一 定 的 随机 性 和 自 适应 性 的 特征 。 正 因 如 此 ， 非 结构 网 格 具 有 非常 灵活 
与 合理 的 布点 功能 ， 使 它 具 有 比 结构 网 格 更 强 的 生命 力 ， 并 成 为 现代 计算 流体 力学 网 格 生成 
领域 的 主攻 方向 之 一 。 因 此 ， 在 非 结 构 网 格 下 ， 发 展 各 种 有 效 的 算法 本 身 就 是 一 项 富有 挑战 
性 的 创新 工作 ， 也 是 一 项 有 待 完善 的 工作 。 作 为 非 结 构 生成 这 方面 的 一 个 例子 ， 文 献 [35,36] 
改进 和 发 展 了 Bowyer-Watson 算法 并 针对 叶轮 机 械 中 叶 栅 通 道 的 特点 ， 提 出 了 一 种 快速 生成 
三 维 非 结 构 网 格 的 方法 ， 并 且 在 非 结构 网 格 下 完成 了 涡轮 静 子 与 涡轮 转子 三 维 流 场 的 计算 ， 
获得 了 满意 的 三 维 N-S 方程 的 数值 解 。 


7.7.2 高 分 辩 率 算法 概述 及 Harten 的 TVD 格式 


一 、 高 分 辨 率 算法 概述 

在 跨 声 速 流 场 的 计算 中 ， 提 高 捕捉 激 波 的 分 辩 率 始终 是 一 个 重要 的 奋斗 目标 ， 然 而 不 同 
时 期 所 捕捉 的 激 波 质量 是 逐步 提高 的 。1950 年 ，von Neumann 和 Richtmyer B7 提 出 了 显 式 的 
加 入 “粘性 系数 ”的 人 工 耗 散 格式 。 能 否 不 显 式 的 加 入 粘性 ， 而 直接 用 有 限 差分 所 隐 含 的 耗 
散 去 抹 平 激 波 昵 ? 正 是 出 于 这 个 想法 1954 年 著名 的 Lax 格式 59 问 世 了 。 在 那 篇 文章 中 ，Lax 
提出 了 守恒 型 微分 方程 的 重要 概念。 在 Lax 思想 的 影响 下 ，1959 年 Godunov 格式 p9)，1960 
年 Lax-Wendroff 格式 mH，1961 年 Rusanov 格式 (1 等 相继 提出 ， 并 且 成 为 20 世纪 60 年 代 的 
一 批 优秀 格式 。 进 入 80 年 代 后 ， 又 有 一 批 格式 产生 ， 特 别 是 Steger-Warming 的 矢 通 量 分 裂 
格式 、Van Leer 的 分 裂 格式 !、Roe 格式 9 等 ， 它 们 都 在 捕捉 激 波 方面 做 出 了 贡献 ， 而 且 
都 是 经 历 过 大 量 算 例 考验 的 好 格式 。 特 别 要 指出 的 是 ，1983 年 Harten 首次 提出 了 高 分 辨 率 
《High Resolution》 和 总 变 差 不 增 (Total Variation Diminishing) “5 的 概念 ， 这 在 数值 方法 的 
发 展 历程 中 具有 十 分 重要 的 意义 。Harten 的 思想 影响 了 一 批 高 分 辨 格式 的 产生 ， 例 如 Osher, 
Chakravarthy，Yee 等 人 的 高 分 辨 率 格式 以 及 ENO (Essentially Non Oscillatory ) 格式 9, NND 
(Non-oscillatory, Non-free-parameter Dissipative ) 格 式 (9 全、UENO 格式 9 和 WENOCWeighted 
ENO) 格式 吧 的 相继 出 现 ， 这 些 格式 都 有 力 的 提高 了 捕捉 激 波 间断 面 和 接触 间断 面 的 质量 。 
另外 ， 一 类 运动 界面 的 追踪 方法 5S 池 也 在 不 断 的 发 展 与 完善 。 

二 、 三 维 空间 中 Jacobian 和 矩阵 及 其 特征 值 的 统一 表达 

设 (6,m,6) 为 一 般 曲线 举 标 系 ， 它 与 直角 第 卡 儿 坐标 系 (x,y,z) 间 的 关系 为 
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E=ECoyzD 
N=N(x,y,z,t) (7-7-1) 
C=6(x, ,zt) 
T=f 
于 是 方程 组 
22.3 ,9F ,96 _ 9B, ,Py ,3G 7-7-2 
da mya a . 
被 变换 为 
i, 下 ,上 96 _ aE, : 强 强 , 如 oe 


“有 96 
式 中 ， me a i 
部 分 的 通 量 ， 后 ,请 ,G 分 别 为 沿 &,n,6 方向 上 无 粘 部 分 的 通 量 ， 所 ,, 记 ,G6, 分 别 为 沿 &,1,6 方向 
上 的 粘性 部 分 的 通 量 ，@ 与 6 分 别 为 (x,y,z) 坐标 系 与 (6,n,6) 坐标 系 的 守恒 变量 。 显 然 ， 


| [1 0 0 olfe 


应 | -了 生生 名 各 | (7-7-4) 

F| vIn nn, ||F 

6 6 6 by :ll6 

式 中 J 由 《7-6-18) 式 定义 。 令 E, 户 ,G 统一 表示 为 如 下 形式 
巨 或 巨 或 GHEEtE pH) (7-7-5) 


并 令 4,B,C,4, 记 ,C 分 别 表示 /30,aF/30,3G/30 ,36/390 ,5130,36/30 ， 则 它们 之 间 有 如 
下 关系 


7 I 
4| | 到 与 不 全 
Bl=|n, n. n,n. 才 (7-7-6) 
C| lb 6 6, 6: c 
这 里 7 为 单位 矩阵 。 于 是 亏 尿 C 又 可 统一 表示 为 
4 或 巨 或 CG= KI+KA+K,B+K.C (7-7-7) 


显然 ， 当 K 分 别 取 &,n,6 时 ， 则 上 式 分 别 对 应 于 4, 记 .C 矩阵 。 设 A, 把.C 具有 完备 的 右 特征 
向 量 矩 阵 55， 因 此 有 
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A=(RAR'); =(RAL); 

B=(RAR'); =(RAL); (7-7-8) 
C=(RAR'): =(RAL) 

令 R 与 工分 别 表示 A,B,C 中 的 任 一 个 矩阵 的 右 特 征 向 量 矩 阵 与 左 特 征 向 量 和 矩阵， 显然 它们 

可 用 右 特征 矢量 r"”〈 它 为 列 矢量 ) 与 左 特征 矢量 1 ( 它 为 行 矢量 ) 来 表示 ， 即 


R=[r Or ,D9] (7-7-9) 
1 
1 
L=|1® (7-7-10) 
19 
19 
式 中 ， 左 特征 矢量 与 右 特征 矢量 相互 正 交 ， 即 
9.r0 =6, (7-7-11) 
如 果 用 符号 c(4) 表示 矩阵 和 的 特征 值 ， 则 4, 雇 ,C 的 特征 值 便 可 用 下 式 统一 表达 ， 即 
o(A 或 所 或 C)=Ki1+o(KxA+KyB+KzC) (7-7-12) 


N=h=h=K+tKutKyvt Kw ; 
也 即 是 A=A+ta[ (KY +K, +EKY YE + 大 (7-7-13) 
A =o[ (KY +EK +KY YE +K, 
这 里 a 为 声速 ， www 为 速度 在 (x,y,z) 坐标 系 的 速度 分 量 。 今 以 4 为 例 ， 则 有 
LAR=A=diag{ 和 ,1A, A} (7-7-14) 


这 里 LR, 人 与 ,入 ,为 ,入 ,入 均 应 理解 为 矩 阵 和 所 对 的 相应 矩阵 与 特征 值 。 
三 、 非 线性 模型 方程 的 一 阶 与 二 阶 TVD 格式 
讨论 非 线 性 模型 方程 
a Y _7- 
到 + 区 0 (7-7-15) 
设 逼 近 〈7-7-15) 式 的 守恒 型 一 阶 精度 三 点 差分 格式 为 


ur ur Ah he (7-7-16) 
4 
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式 中 数值 通 量 h ,为 
2 


1 = hiin), 人 = At/Ar (7-7-17) 
上 


这 里 应 满足 相 容 性 条 件 ， 即 h(u,u)=f(u)。 数 值 通 量 h ,的 具体 表达 式 为 
3 


es (7-7-18) 


其 中 斤 = Jo)， A Md 一 机 (7-7-19a) 
: 
(fia fA uA 1u#0) 
= 3 (7-7-19b) 
二 |aco) (Cu=0 


而 Ww 是 4 和 a ,的 函数 。 对 于 二 阶 精度 ，Harten 是 通过 对 通 量 进行 修正 的 办 法 来 提高 差分 格 
日 
式 的 精度 。 二 阶 TVD 的 显 格式 为 


= 人 [AGO 和 Ge (7-7-20) 
式 中 
oe A 1+7 小 "| (7-7-21a) 
m2 ceb 
(fa -fA (A 1u#0) 
. 2 上 二 二 
7 ay) (Au=g) (7-7-21b) 
(gm -8)/A, (A su#0) 
a 2 2 i 
Y=]o (n=0) (7-7-21c) 


a .ooo (7-7-21d) 
Ee 


ea Ce A un -uh (7-7-21e) 
2 2 
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Ix! (xbe) 
Q(D= se] ts) (7-7-21f) 
2le 


这 里 为 常数 ， 通 常 可 取 &=0.1 左 右 。 隐 式 TVD 格式 为 


Be rd (7-7-22) 
式 中 0 为 格式 参数 ， 即 当 8 取 为 0 时 为 显 格式 ; 当 8 取 为 1 时 为 隐 式 差分 格式 ， 数 值 通 量 
下 ,为 多 点 格式 ， 即 


朋 = 六 (at (7-7-23) 
2 


nl 
2 


式 中 上 取 为 n 或 者 n+1。 朋 ,的 具体 表达 式 为 


入 
| ee 
和 -i 四 (7-7-24a) 


f=(f+g), (7-7-24b) 
8g,=min mod oa] (7-7-24c) 
4 一 (7-7-24d) 
8 一 8 

je Cezg 
A 人 志 (7-7-24e) 

0 (A 1u=0) 

a 
oJ (7-7-24f) 
2 2 

min mod(x,y)=sgn(x).max{ 0,min[ 1xl,y sgn(x) ] } (7-7-24g) 


这 里 min mod 函数 的 含义 是 ， 如 果 x,y 是 同 号 ， 则 取 绝 对 值 最 小 的 值 ， 如 果 它 们 是 异 号 ， 则 
取 其 为 零 。 显 然 ， 如 果 用 符号 M 与 N 分别 代表 如 下 差分 算 子 


Co ] (7-7-25) 
2 3 
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on a0-0) -局 ] (7-7-26) 
3 


因此 ， 和 欲 使 式 (7-7-22) 是 TVD 的 ， 只 要 使 下 式 成 立 ， 即 
TV(Mu™) >TV (u"™) 
TV(Nu")<TV(u") 


今 设 数值 通 量 六 ,满足 Lipschitz 连续 ， 并 将 〈7-7-22》 式 改写 为 


(7-7-27) 


机 
ur —A0|IC IA wu-D A ww) =w+hMl-elc A uD A uu (7-7-28) 
i Wit 人 


2 


式 中 
Cs = Cuneta ts) 
(7-7-29) 
D1 = Dts testes) 
是 有 界 函 数 。Harten 指出 :满足 式 〈7-7-27) 的 充分 条 件 有 两 条 : 
(1) 对 所 有 的 i 均 有 
C1=U1-0)C ,>0, Db,=41-0)D,, >0 (7-7-30a) 
上 日 和 
C ,+ 万 ， -at-o 1+D js (7-7-30b) 
叶 二 
(2) 对 所 有 的 i 均 有 
(7-7-30c) 


——<-AC ， 3 
sz, 


—<-AD 1<0 
2 


作为 特例 ， 当 8=0 时 式 〈7-7-22) 变 为 显 格式 ， 于 是 这 时 格式 具有 TVD 性 质 的 充分 条 件 
式 (7-7-30) 被 简化 为 4 


C1,>0, D", >0, 0<C",+D",<1 (7-7-31) 
日 每 es } 
四 、 常 系数 一 维 双 曲 型 方程 组 的 TVD 格式 
设 常 系数 双 曲 型 方程 组 
WA 0 (7-7-32) 


471 


V 气体 动力 学 


这 里 A=RAL (7-7-33) 
其 中 与 工分 别 为 4 的 右 特征 向 量 矩 阵 与 左 特 征 向 量 和 矩阵。 引进 特征 变量 丙 
W=LU (7-7-34) 
于 是 方程 组 式 (7-7-32) 被 变 为 特征 形式 的 方程 组 : 
半 +A 于 -= (7-7-35) 
其 中 
A=diag{1,1,,h,} (7-7-36) 
于 是 式 (7-7-35) 的 分 量 形式 为 
We We 0 1 ed 
(1) (7-7-37) 


考虑 到 这 时 的 五 个 单个 方程 〈 即 式 〈7-7-37)) 是 互 不 相 联 系 的 ， 所 以 可 以 对 每 一 个 单个 
方程 构造 相应 的 TVD 格式 。 令 f= 入 wm， 并 注意 到 入 = 常数 ， 则 式 〈7-7-37) 可 写 为 


3 | 缴 _0 (7-7-38) 
于 是 便 可 完全 仿照 式 (7-7-15) 构造 TVD 格式 的 过 程 将 式 〈7-7-38) 也 构造 为 TVD 格 
式 ， 即 
a i | p= 人 (7-7-39) 
四 hj Ax 


式 中 


1 
如 = 网 10 
3 


1 
#3 


将 式 (7-7-37) 的 5 个 分 方程 都 构造 成 TVD 格式 后 ， 再 借助 于 式 〈7-7-41) 变 回 到 原始 
变量 中 去 ， 即 

U=RIU=RW = (wr®), AU=RAW = mr®) (7-7-41) 
式 中 印 =[mw,w,wwusw，rw 同 (7-7-9) 式 定义 ， 因 此 ， 用 右 特征 矢量 rw 乘 以 式 
(7-7-39) 式 ， 并 对 上 作 和 ， 则 得 到 


oO p= 外 (7-7-42) 
有 


本 
FI= 总 上 ee; +AUS, A ] (7-7-43) 
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式 (7-7-42) 与 式 (7-7-43) 就 是 针对 常 系数 方程 组 式 (7-7-32) 而 言 的 TVD 格式 。 
五 、 非 线性 双 曲 守恒 方程 组 的 TVD 格式 
目前 ， 非 线性 方程 组 TVD 格式 的 构造 方法 仅仅 是 在 线性 方程 组 TVD 格式 构造 方法 的 
基础 上 作 一 些 形式 上 的 推广 ， 严 格 的 理论 证 明 仍 需 进一步 去 完善 。 设 双 曲 方程 组 


型 + 到- (7-7-44) 
aF 
AU)= ROA (7-7-45) 
于 是 对 方程 式 (7-7-44) 构造 TVD 格式 便 为 
re A eb 
Um =U; os, | B= 多 (7-7-46) 
式 中 Fas=irCD+FCzoJree)] (7-7-47) 
B=[9,92,95,909s] (7-7-48) 
这 里 有 为 矩阵 4 的 右 特 征 向 量 矩 阵 。 


7.7.3 具有 TVD 保持 性 质 的 Runge-Kutta 方法 


假设 方程 组 式 (7-7-2) 被 离散 ， 其 半 离 散 化 形式 为 
4 
RO) (7-7-49) 
注意 此 处 RO) 是 式 (7-7-2) 的 空间 微分 算 子 所 对 应 的 离散 部 分 ， 它 是 @ 的 函数 。 今 考虑 
方程 式 (7-7-49) 一 阶 时 间 离散 格式 
CQ” =0" +(ADR(O") (7-7-50) 
整理 为 算 子 形式 便 为 
”=(+(ADR)O"=M(O) (7-7-51) 
假设 式 (7-7-51) 具有 TVD 性 质 ， 换 名 话说 就 是 使 
TV(@"™)TV(@") ( 当 4<h 时 ) 
或 者 写成 TV(M(Q")) 三 TV (0") 或 者 ITV(UM(O) <TV(Q) (7-7-52) 


473 


| 气体 动力 学 


这 里 4= At/Ar 。 现 在 要 求 在 这 个 基础 上 构造 半 离 散 格 式 式 (7-7-49) 的 r 阶 时 间 离 散 格 式 
Q™ =N(O") 
使 它 也 具有 TVD 的 性 质 ， 也 就 是 说 
TV(N(O)<TV(O) (7-7-53) 
成 立 。 文 献 [55-57] 将 标准 的 Runge-Kutta 时 间 离 散 格式 进行 了 改造 ， 使 其 具有 上 述 所 要 求 
的 TVD 保持 性 。 下 面 仅 给 出 这 种 方法 的 两 点 主要 结论 : 
(1) 具有 TVD 保持 性 质 的 二 阶 显 式 Runge-Kutta 时 间 离 散 格式 为 
oo-=o* 
om = oo +(ADRO 
om -oo+ (ADRO+ i (ADR® 7-57-54) 
QO"=0° 
当 和 4 万 加 时 ， 格式 (7-7-54) 式 具 有 TVD 的 保持 性 ， 这 里 4= Ar/Ar 。 
(2) 具有 TVD 保持 性 的 三 阶 显 式 Runge-Kutta 时 间 离 散 格 式 为 


QF=0" 
Oo = Oo +(ADRO 


9 -om +1(ADR® +3(ADR® (7_7-55) 


09 =0O+ SADR® +3(ADR® ADR 
om =00 
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习 
1. 试 证 明 跨 声速 小 扰动 时 扰动 位 势 9 满足 方程 


式 中 ，a, 为 临界 声速 ， gq 为 小 扰动 位 势 。 


2. 试 证 在 跨 声 速 范围 内 下 式 成 立 ， 即 
PB?=1-M? =0+va-oli-0-ba-n+] 


=(+D -Dir de -D+... 
=O+DG 中 +AF-D+ ] 


式 中 ，4 为 速度 系数 〈 即 14=V/a.)。 


3. 在 小 扰动 理论 中 ，V. +w =w,v=v,w=w ， 试 由 方程 
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(1-M2 3 引导 + 


he 必 ¥} C1) 


出 发 ， 证 明 在 二 维 小 扰动 中 声速 位 势 流动 时 ，(*1) 式 可 简化 为 
du, (pr) 
(I-M 2)+ 态 a (*2) 
说 明 所 省 略 的 各 项 量 级 以 及 保留 下 来 各 项 的 量 级 。 
4. 试 证 明 : 在 跨 声速 范围 内 密 流 比 为 ; + (#3) 


5. 在 普 朗 特 - 迈 耶 流动 中 ， 气 流 的 折 转 角 6 与 当地 气流 M 数 间 的 关系 为 


6= 全 em 0 -Dacan Me -1 C*4) 


试 证 明 : 在 跨 声 速 范围 内 ， 可 近似 为 


5-5.=+2_L_0Ma 人 4 (45) 
3(Y+D) 
3 
或 者 6-6.=+3 /TI + (*6) 


式 中 ，6 表示 流速 为 M 的 气流 与 x 轴 之 间 的 夹 角 ; 6. 表示 声速 流 与 x 轴 之 间 的 夹 角 。 
”6. 薄 翼 的 升力 系数 C, 可 用 上 下 辟 面 压力 系数 的 积分 来 求 得 ， 即 


.hfe -le 
! 
这 里 5 为 弦 长 。 试 证 明 跨 声速 薄 于 绕 流 的 升力 系数 CL 的 相似 律 为 


L ez] (47) 


(r€.) 
式 中 ，C, 与 分别 为 平均 相对 厚度 与 后 掠 角 ， 久 为 展 弦 比 。 

7. 试 从 跨 声 速 小 扰动 势 方程 式 《7 -2-32) 出 发 ， 推 导 跨 声 速 细 长 旋 成 体 轴 对 称 绕 流 的 
压力 系数 相似 律 。 

8. 设 有 某 一 后 掠 注 机 村 ， 其 和 =2,X, =56"C. =0.08 ， 当 气流 比 热 比 X=1.4 ， 来 流 
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(M-)) =09 ， 攻 角 w=0? 时 ， 升 力 系数 (Cz) =0.045 的 情况 下 ， 试 求 该 机 村 在 Y=14， 
(M-) =0.94 时 ， 与 其 仿 射 相关 机 要 的 宛 ,x,(C。), 以 及 (CE), 的 值 。 

9. 设 有 两 个 仿 射 相关 的 矩形 机 于， 其 中 一 个 入 =4.(C。) =0.08 ; 在 X=14， 
(M.),=09 的 气流 中 (Cow),=0.45 (这 里 Cow 为 波 阻 系数 )， 试 求 男 一 个 机 事 在 y, =1.2， 
(M-), =09 的 气流 中 ， 其 入 ,(G,),,(Cow), 以 及 (C5),/(CF) 的 值 。 

10. 在 轴 对 称 收敛 -扩张 喷 管 内 ， 假 设 气流 为 量 热 完 全 气体 作 无 旋 流动 ， 其 比 热 比 
7=1.2，R=320Jkg* K， 忆 =70x10 ;Pa，T=3 000 K ， 喉 道 半径 5 =0.025m， 喉 道 型 线 为 
圆 弧 ， 其 上 游 曲率 半径 p, =0.05m (参阅 图 7.4)， 试 用 Sauer 方法 计算 : 

(1) 声速 线 的 位 置 ; (2) 超声 速 区 流动 的 起 始 线 位 置 。 

11. 对 于 题 10 所 述 的 流动 ， 在 起 始 线 上 沿 》 轴 方向 等 间距 选取 6 个 点 时 ， 试 计算 这 6 
个 点 上 的 流动 参数 其 中 包括 气流 速度 V， 马 赫 数 M， 压 强 P， 密 度 p 和 温度 了 值 。 

12. 小 扰动 速度 势 方程 在 驻 点 附近 是 不 适用 的 。 在 驻 点 邻近 的 区 域 ， 虽 然 v 与 w 是 小 
量 ,但 x 方向 的 扰动 速度 分 量 w 并 不 是 小 量 ， 试 证 明 x 方 向 大 扰动 的 扰动 速度 势 方程 为 


el ed rg, | (*8) 


13. 在 跨 声速 问题 的 早期 研究 中 ，Tricomi 方程 是 非常 著名 的 方程 。 请 绘制 出 压缩 性 函 
数 玉 与 ac 间 的 关系 曲线 〈 即 绘制 图 7.6)， 并 比较 式 (7-4-19) ~ 式 (7-4-21) 所 表达 的 
近似 在 cC=0 点 处 它们 之 间 曲 线 斜 率 到 底 有 多 大 差异 ? 

14. 跨 声 速 流 函数 方法 是 解决 二 维 无 粘 有 旋 流 动 非常 有 效 的 方法 。 在 流 函 数 方法 的 使 用 
中 ， 对 于 纯 亚 声速 或 者 纯 超声 速 问题 采用 王 - 中 法 〈 即 式 (6-1-16)) 可 以 十 分 方便 的 得 到 
与 y 相对 应 的 密度 值 p ， 试 用 FORTRAN 语言 或 C 语言 编制 出 Z 与 之 间 变 化 曲线 〈 即 图 
6.1) 的 源 程序 ， 并 绘 出 该 曲线 。 分 析 跨 声速 区 域 这 条 曲线 的 变化 规律 ， 可 否 对 这 条 曲线 提 
出 你 的 近似 ? 

15. 在 我 国 跨 声 速 二 维 定常 位 势 流 的 求解 中 ， 文 献 [34] 的 作者 们 作出 过 贡献 。 试 用 
FORTRAN 语言 或 C 语言 ， 用 现代 差分 方法 编制 小 扰动 位 势 方程 式 (7-6-33) 求解 的 源 程 
序 〈 也 可 以 采用 本 书 介绍 的 Murman-Cole 方法 )， 并 用 所 编 的 程序 计算 NACA0012 慷 型 在 
M_ =0.63 ， 攻 角 x = 2? 工 况 时 压强 沿 贾 面 的 分 布 曲线 。 为 便于 校 验 计算 ， 7.7 给 出 了 几 
种 数值 方法 所 得 的 计算 结果 , 其 中 小 圆 图 与 小 黑 点 为 精确 数值 解 , 它 可 作为 校 核 计算 的 标准 。 

16. TVD 是 20 世纪 80 年 代 提出 的 重要 概念 ，Harten 给 出 了 判断 TVD 性 质 的 充分 条 件 
即 式 7-7-31)。 试 由 这 个 条 件 出 发 ， 证 明 :， 
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图 7.7 NACA0012 甘 型 绕 流 的 压力 分 布 曲线 


Qu YF) - 
如 果 方 程 + 0 
的 差分 格式 为 A=At/Ax 
式 中 
z 1 
高 外 + -oo J 
(fm -Fi)A (A iu#0) 
J 上 二 
三 |atw) Cg 
0 是 关于 4 和 o ,的 函数 


则 满足 式 〈7-7-31) 就 等 价 于 使 下 式 成 立 
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外 ， oo j= (*11) 


17. 对 于 方程 (*9) 来 讲 ， 可 以 将 差分 离散 整理 为 式 〈*10) 的 形式 。 今 采用 下 面 三 种 
格式 : 
@ Lax-Wendroff 格式 ， 这 时 数值 通 量 为 


， 
| 
7 -下 sl oo 上 人 C012) 


@ Lax-Friedrichs 格式 ， 这 时 数值 通 量 f 为 


a 六 1 tL 
Rt oo (*13) 


图 Courant-Isaacson-Rees 格式 ， 这 时 数值 通 量 了 为 


jl 
二 


RA 4 轩 (#14) 
试 证 明 : L-W 格式 不 是 TVD 格式 ，L-F 与 C-LR 格式 是 TVD 格式 。 

18. @ Sod 模型 9 是 国际 上 校 核 高 分 辨 率 格式 以 及 求解 黎 曼 问 题 时 最 常 使 用 的 模型 算 例 
之 一 。 设 在 激 波 管 的 左 侧 初始 分 布 为 p,=1，=1，u =0; 右 侧 分 布 为 p, =0.125 ， 
Pp; =0.1，wu, =0; 两 种 状态 气体 之 间 置 一 隔膜 于 x=0.5 处 。 今 将 隔膜 突然 去 掉 ， 试 给 出 
1=0.14 时 刻 Euler 方程 的 精确 解 ， 并 给 出 这 一 时 刻 在 0<x<1 区 间 的 P,p,u 的 分 布 曲线 。 

@ 用 FORTRAN 语言 或 C 语言 编制 采用 Harten 的 TVD 格式 去 逼近 一 维 Euler 方程 的 
源 程序 ， 并 且 用 该 程序 求解 上 述 Sod 问题 。 计 算出 流动 参数 在 0<x<1 区 间 上 的 分 布 曲线 ， 
并 与 上 面 精确 解 作 比 较 。 


§ 8.1 定常 二 维 超 声速 无 类 、 无 旋 、 等 炉 流 动 的 特征 线 方法 


定常 、 无 粘 、 等 精 、 无 旋 流 动 的 基本 方程 已 由 式 ‘6-1~49) 与 式 (6-5-2) 给 出 。 在 
超声 速 二 维 流动 下 ， 它 们 变 为 


RC WE TS 
(uw eet at 了 0 (8-1-1) 
Qu ov 
2 (8-1- 
3 i 
考虑 到 轴 对 称 流动 ， 则 式 8-1-1) 可 修改 为 
2 
Ca) tt 0 (8-1-3) 


其 中 对 于 平面 流动 ，56 =0; 对 于 轴 对 称 流动 ，6 =1， 并 且 这 时 y 代表 柱 坐标 中 的 ~;， 而 声 
速 a 由 式 (6-1-48) 定义 ， 即 


MW 
人 = [Ye +v)] (8-1-4) 
另外 ， 补 充 两 个 全 微分 关系 ， 即 
du, Ou 
ut (8-1-5) 
Co 
dv=— 一 -1- 
vt (8-1-6) 


于 是 式 (8-1-3)、 式 (8-1-2)\ 式 (8-1-5) 与 式 (8-1-6) 便 构成 了 以 auw/ar， au/ay，ao/ax 
与 9u/9y 为 未 知 量 的 代数 方程 组 ， 即 
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ou ou (8-1-7) 
dro) 和 = 
( ar + (by du 


ov ov 
(DE ‘ 3 =dv 


显然 ， 未 知 量 9u/3x, 9u/3y, 9v/x 与 9u/ay 不 确定 的 条 件 是 式 8-1-7) 的 系数 行列 式 4 为 
零 ， 由 此 可 获得 特征 线 方程 。 这 里 使 4=0， 即 


-a 2 0 va’ 


证 | (8-1-8) 
dr dy 0 0 


0 0g 中 
将 上 式 展开 便 得 
(u? —a’)(dy)* —2uvdxdy + (v* 一 az)(do =0 
令 dy/dr = ， 则 上 式 变 为 
(Wa)A -2uwA+(v a’)=0 

由 此 解 得 

4-(E) = (特征 线 ) (8-1-9) 
下 脚 标 “ 土 "分 别 代 表 第 1 族 和 第 工 族 特征 线 。 考 虑 到 式 (8--1-7) 是 关于 9u/ax，9u/9y, 9v/9x 
与 9v/9y 为 未 知 量 的 代数 方程 组 ， 该 方程 组 的 解 可 由 相应 的 分 子 与 分 母 行 列 式 得 到 ， 因 此 如 
果 令 方程 组 式 (8-1-7) 的 某 一 个 分 子 行列 式 等 于 零 ， 便 可 得 到 沿 特征 线 上 变量 x 和 之 间 


所 应 满足 的 相 容 性 方程 。 这 样 做 有 时 会 遇 到 高 阶 行列 式 的 运算 ， 为 避 开 这 点 这 里 采用 下 面 的 
办 法 : 考虑 如 下 形式 的 线性 组 合 


u 


L=oL+o,L, (8-1-10) 
其 中 ，ai 和 oz 不 同时 为 零 ， 即 有 
2_ | 3 to | ov oa)| ab 
CI Es oa) | 0 Fe 0 让 了 v 
要 使 方程 式 (8-1-11) 沿 某 一 曲线 可 简化 为 常 微分 方程 ， 只 要 使 式 中 第 一 个 方 括号 与 第 二 
个 方 括号 内 的 表达 式 分 别 写成 du/dx 和 dv/dx， 并 且 令 dy/dx= 和 44， 即 


=0 (8-1-11) 
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dM, AW, 20M +0,) du 
he 和 2 2 
上 (8-1-12) 
NAV a) 
dr ar 0 or o oy 
这 里 和 4 就 是 特征 线 斜率 ， 故 有 
1 -= +0 与 1=- 开 人-a) (特征 线 ) (8-1-13) 
ou -ao) 0, 
沿 着 由 式 〈8-1-13) 所 表示 的 特征 线 ， 方 程式 (8-1-11)》 简化 为 
Gl eu 0s -08 dr =0 ( 相 容 关系 ) (8-1-14) 


换 句 话说 ， 式 〈8-1-14) 是 在 式 (8-1-13) 所 给 定 的 和 值 下 才能 成 立 。 下 面 来 求 4 值 的 
具体 表达 式 。 将 式 (8-1-13) 改写 为 下 列 形 式 
ae -ao)4-2x]-as =0 
oilo -a’)+0,4]=0 | 
因为 0 与 0, 不 能 同时 为 零 ， 因 此 上 述 方程 组 有 非 零 解 。 其 有 非 零 解 的 条 件 是 系数 行列 式 为 
零 ， 即 


(8-1-15) 


-oo0M-2ml -do 
人 -a2) 4 
展开 后 得 到 (wa)A -2uvA+ (va)=0 (8-1-16) 


于 是 得 到 的 特征 线 斜 率 就 是 式 (8-1-9)。 为 了 得 到 相 容 性 方程 式 (8-1-14)， 可 由 式 
(8-1-15) 中 的 第 一 个 方程 中 求 出 o,， 即 


0,=0[(u ~a’)A—2uv] 
将 上 式 代 到 式 (8-1-14) 便 有 


2 
CC ea (8-1-17) 


因为 式 (8-1-17) 是 沿 特征 线 才 成 立 的 ， 因 此 将 式 (8-1-9) 所 规定 的 入 值 代入 到 式 
(8-1-17) 便 得 到 沿 第 I 族 与 沿 第 开 族 特征 线 上 的 相 容 性 关系 ， 即 


2 
(2 ~a (du), +[2u0 ~ (uw? 一 az) dv), bea =0 (8-1-18) 


下 标 “+” 与 “- ”代表 沿 着 第 工 族 与 第 开 族 特征 线 时 dx, dv 和 dx 之 间 的 关系 式 。 不 难 证 明 ， 
式 (8-1-18) 还 有 如 下 等 价 形式 即 
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(du), + (A Ndv), — [es pez =0 (8-1-19) 


元 一 
为 便于 下 面 的 研究 ， 引 进 速度 矢量 Y 的 模 V 和 速度 矢量 与 x 轴 的 夹 角 9 ， 并 引进 马赫 角 几 ， 
于 是 


u=Vcos0, v=V sing, e=aeen 人 | 
" 


(8-1-20) 
“ac 人 (二 cotu= VM’ -1，a2 =Vzsin2? 几 
将 上 式 代 到 式 (8-1-9) 得 
4 (| =m0s (8-1-21) 


上 式 说 明 : 特征 线 上 各 点 的 切线 与 该 点 流速 方向 y 

的 夹 角 为 马赫 角 作 ， 如 图 8.1 所 示 。 另 外 ， 按 照 

观察 者 的 目光 顺 着 流速 方向 规定 : 特征 线 c, 为 

左 伸 特 征 线 〈 又 称 第 工 族 特征 线 )， 特 征 线 c_ 为 

右 伸 特 征 线 (又 称 第 II 族 特征 线 )。 类 似 地 ， 可 

将 相 容 性 关系 式 (8-1-19) 用 V 与 9 表示 为 

人 sing sin2A (do。 

5 cos(g+tA y 全 
(8-1-22) 图 8.1 定常 二 维 无 旋 超声 速 流动 的 特征 线 

对 于 特征 线 c, ， 上 式 中 的 正 负 号 均 取 上 面 的 一 个 ， 对 于 特征 线 < ， 则 取 下 面 的 一 个 。 


对 于 平面 二 维 、 无 类 、 无 旋 定常 流动 ， 则 式 〈8-1-22) 还 可 以 进一步 化 简 为 
+d9=(eotp)Y = (VM (8-1-23) 
所 以 ， 对 于 平面 无 旋 流 ， 相 容 关 系 式 在 速度 平面 上 具有 确定 的 关系 ， 它 不 随 物 理 平面 上 具 


体 的 流动 情况 而 变化 。 另 外 ， 对 于 完全 气体 ， 则 式 〈8-1-23) 很 易于 积分 。 为 此 ， 利 用 式 
(1-8-9)， 可 得 


一 二 tanN(d6), - 


二 
YI 
1+ 了 M 
对 上 式 取 对 数 再 微分 得 
学 -一 点 一 学 (8-1-24) 
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代入 到 式 8-1-23) 并 积分 便 得 到 了 相 容 性 关系 式 的 积分 形式 ， 即 


40= ae 0-D -en J ireonst (8-1-25) 
注意 ， 上 式 在 速度 平面 上 表示 一 族 外 摆 线 ， 它 的 每 条 线 对 应 着 一 个 常数 值 。 此 外 ， 对 于 平面 


流动 ， 式 (8-1-19) 可 简化 为 
食 zl 二 ayVM -1 (8_1_26) 


于 是 由 式 (8-1-9) 与 式 (8-1-26) 
容易 证 明 


le)- 
SAN (8-1-27) 
由: dy = 一 
的 起) 
上 式 表明 : 物理 面 上 的 某 族 特征 线 
的 斜率 与 速度 面 上 相应 的 另 一 族 特 


征 线 的 斜率 互 为 负 的 倒数 ,如 图 8.2 


图 8.2 物理 面 与 速度 面 上 特征 线 的 几何 关系 es 也 就 是 说 这 两 族 特征 钱 正 


§ 8.2 ”定常 二 维 超声 速 、 无 类 、 等 焙 、 有 旋 流动 的 特征 线 方法 


二 维 超声 速 、 定 常 、 等 粹 、 有 旋 流 动 的 基本 方程 由 式 (6-1-26)、 式 (6-1-41)、 式 
(6-1-43) 组 成 ， 即 


hapV VtV Vp+se =0 (8-2-1) 
hspy .Yu+ 吕 -0 (8-2-2) 
bspvevotE 0 (8-2-3) 
L=V.VP-aV .Vp=0 (8-2-4) 


式 中 ， 对 平面 流动 ，6 =0; 对 轴 对 称 流动 ，5 =1。 另 外 ， 还 应 注意 到 声速 a 也 是 P 与 p 的 
函数 ， 即 a=a(P, p)， 因 此 上 述 四 个 方程 含 x、v、P、p 这 四 个 因 变 量 ， 组 成 一 个 封闭 的 方 
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程 组 。 为 了 推导 这 个 方程 组 的 特征 线 与 相 容 关系 ， 引 进 线性 组 合 工 ， 注 意 这 里 cl,az,as 和 ax 
不 可 同时 为 零 ， 世 的 表达 式 为 


L=oh+0,D +0sD +0,L, (8-2-5) 
并 按 uv,P 和 p 的 导数 进行 分 项 整理 ， 得 到 
Ow Ou Du 4 (C+) ov 
(oprown) [+ GromDy +opu| 去 a |， (8-2-6) 


3P Gon |, 5 CE (co-aia 6 


CE (0,+0su) 9y or (ou-oau) oy 


562 -0 
活 


令 q 代 表 w、v、P 与 p 这 四 个 因 变量 中 的 任意 一 个 ， 并 假定 g 是 (x,y) 的 连续 函数 ， 于 是 有 


扣 = 旷 14 六 


其 中 14=dy/dx 表示 特征 线 的 斜率 。 令 
A -at+ap_a+az OW-Oay (8_2-7) 
OtOou Ou otou Ou-oau 


于 是 式 (8-2-6) 改写 成 全 微分 形式 为 
p(t+ ou)du+ opudv+(0, + Ou)dP+u(o,—o.a’)dp +6 SL vdx =0 (8-2-8) 
~. 


注意 上 式 仅 在 给 定 的 和 特征 线 上 成 立 。 将 式 (8-2-7) 写成 
Mai+(A-z)oz = 
-0,+(uA4 -vo, =0 
Ag,—-o,+(uA4-v)o, =0 
(uA-y)o -a (uA -za =0 
因为 oi,0,,0; 与 0, 不 同时 为 零 ， 因 此 上 式 有 非 平 凡 解 ， 也 就 是 说 式 8-2-9) 的 系数 行列 
式 必须 为 零 ， 即 


(8-2-9) 


B 0 0 
0 B 0 
04-1l B 
0 0 -az8| 
式 中 ，B=u4-v。 将 式 (8-2-10) 展开 ， 可 得 
B’[B* -ad+22)]=0 (8-2-11) 
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显然 ， 这 个 代数 方程 有 四 个 根 。 令 式 中 第 一 个 因子 为 零 ， 得 8=0， 即 


外 4.= (特征 线 C。) (8-2-12) 
dr 下 
这 是 流 线 方程 。 再 令 式 8-2- 11) 中 第 二 个 因子 为 零 ， 并 将 B=u4-v 代 入， 得 到 
(wa)A —2uA+(v ~a’)=0 (8-2-13) 
这 个 式 子 与 前 面 无 旋 流动 问题 中 所 得 到 的 式 8-1-16) 相同 ， 因 此 有 
时 = =tan(0t) (特征 线 C, ) (8-2-14) 


因此 在 二 维 有 旋 流动 中 有 三 族 特 征 线 即 Cu，C, 与 C_ 。 下 面 推导 沿 着 特征 线 的 相 容 关 系 ; 

1. 沿 流 线 

将 和 4=v/iu 代 到 式 (8-2-9) 中 ， 可 解 出 ，a =0,0, =20,,0, 与 0, 可 取 任 意 值 ， 将 上 述 
结果 代入 到 式 〈8-2-8)， 并 注意 按 o: 和 c4 合 并 同类 项 ， 整 理 为 


Oo,(pudu+ pvdv+dP)+0,(udP—a’udp)=0 (8-2-15) 
因为 c; 与 c4 值 可 任意 取 值 ， 所 以 上 式 两 个 括号 内 的 项 必须 同时 为 零 ， 即 
pudu+pvdv+dP=0 (沿线 ) (8-2-16) 
dp-azdp =0 〈 沿 a 线 ) (8-2-17) 
注意 到 Vdy =udu+vdv， 于 是 式 (8-1-43) 可 变 为 
pVdV +dP=0 (沿线 ) (8-2-18) 


这 就 是 沿 流 线 的 伯 努 利 方程 。 因 此 式 (8-2-18) 与 式 (8-2-17) 给 出 了 沿 着 特征 线 c 的 
两 个 相 容 关系 式 ， 这 里 cv 线 就 是 流 线 。 


2. 沿 特征 线 C， 
因为 式 (8-2-11) 的 第 二 个 因子 为 零 ， 即 
Ha _B 
B a 
Ma =-Bo, 
0 = Bo 
于 是 将 式 (8-2-9) 写 为 Bo, =0, =A0, 
a’Bo, = Bo, 
B 1 1 B 
解 得 = = = ni 


把 这 些 结果 代入 到 式 (8-2-8) 后 得 到 
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pudu =pudv + [A uuA w/a ldP -6 EY (uA vydx =0 (8-2-19) 


由 于 和 可取 为 丸 与 1 ， 因 此 式 (8-2-19) 中 的 du,dv,dP 与 dx 也 相应 的 有 “+” 与 “-”， 也 
就 是 说 有 如 下 表达 式 品 

po(du)。 — pu(dv), +[(24), —u(uAs -1az](dP)。 -8A —v)(dx), =0 (8-2-20) 
也 就 是 说 , 式 中 下 标 土 分 别 表示 沿 着 左 行 特 征 线 c, 与 沿 着 右 行 特征 线 c_; 利用 式 (8-1-20) 
与 式 (8-2-14)， 则 式 (8-2-20) 又 可 用 V,6, 凡 和 M 表示 为 


a 
YU -Lap+de+5- S90 尼 -0  ( 沿 C, 线 ) (8-2-21a) 
pV Mcos(O+H) y 

[一 

4 -Lap-dg+5- Sin9 下 _0  ( 沿 C 线 ) (8-2-21b) 

pV Mcos(0-—H) y 


综 上 所 述 ， 对 于 二 维 超声 速 无 类 有 旋 定常 流动 ， 有 三 族 特征 线 ( 即 co,c,,c_ ) 和 沿 特征 线 有 
四 个 相 容 关系 〈 即 式 (8-2-18)、 式 (8-2-17)、 式 (8-2-21a) 与 式 (8-2-21b))。 


$8.3” 无 粘 、 定 常 三 维 等 箭 超声 速 流动 中 的 特征 面 及 相 容 性 关系 


对 于 二 维 问题 ， 在 定常 超声 速 均匀 流动 中 ， 一 点 引起 的 扰动 是 沿 着 两 条 直线 〈 又 称 马赫 
线 ) 传播 的 ， 扰 动 所 影响 的 区 域 是 以 两 条 马赫 线 所 夹 的 角形 区 域 ， 在 非 均匀 流动 中 ， 扰 动 沿 
弯曲 的 所 谓 马赫 波 包 线 传播 ， 影 响 区 是 两 条 马赫 波 包 线 所 夹 的 区 域 ， 图 8.3 所 示 。 图 8.4 给 
出 了 自 8 点 引出 的 两 条 马赫 线 所 夹 的 阴影 区 域 ， 该 区 域 称 为 点 8 的 影响 区 。 在 该 图 上 自 点 
P 引出 两 条 特征 线 ， 它 们 与 初始 曲线 交 于 4 与 B 点 ， 则 起 始 线段 AQB 线 为 P 点 的 依赖 域 。 
同 理 ， 对 于 三 维 问题 ， 在 定常 超声 速 均匀 流动 中 ， 一 点 引起 的 扰动 是 沿 正 圆锥 面 传播 ， 扰 动 
所 影响 的 区 域 是 以 该 点 为 顶点 的 前 马赫 锥 (这 里 约定 : 顺 流 方向 的 称 为 前 马赫 锥 ， 逆 流 方向 
的 称 为 后 马赫 锥 )。 在 非 均 匀 流 动 中 ， 一 点 引起 的 扰动 传播 是 马赫 臂 锥 (Mach conoid)， 它 
是 沿 流 线 由 小 扰动 所 产生 的 所 有 球形 声波 的 包 络 面 ， 而 这 些 球 心 的 连 线 就 是 通过 扰动 点 的 一 
条 流 线 ， 如 图 8.5 所 示 。 正 如 定常 二 维 超声 速 流动 中 存在 特征 线 〈 又 称 马赫 线 ) 与 流 线 一 样 ， 
在 定常 三 维 超声 速 流动 中 ， 存 在 着 空间 中 的 特征 面 〈 又 称 马赫 劈 锥 ) 与 流 线 。 在 三 维特 征 线 
方法 中 ， 通 常 不 是 用 整个 马赫 劈 锥 上 的 相 容 关系 而 是 只 用 沿 着 其 中 某 些 特征 曲线 上 的 相 容 关 
系 。 为 此 ， 文 献 [4 一 6] 等 提出 了 双 特 征 曲线 的 概念 。 设 空间 曲线 4B 是 通过 某 扰动 点 的 一 
条 非 流 线 ， 如 图 8.5 所 示 ， 曲 线 4B 上 的 每 一 点 都 有 一 条 流 线 通过 ， 因 此 这 些 流 线 的 组 合 就 
是 通过 曲线 AB 的 一 张 流 面 。 而 曲线 4B 上 的 每 一 点 又 都 存在 着 一 个 马赫 劈 锥 ， 这 些 劈 锥 的 
包 络 面 就 是 通过 曲线 4B 的 两 个 曲面 ， 我 们 定义 为 波 面 ， 如 图 8.5 所 示 。 这 两 个 波 面 与 顶点 
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在 P 的 马赫 劈 锥 相 切 得 到 两 条 曲线 ， 该 曲线 便 称 为 双 特征 线 。 显 然 ， 每 选 定 一 条 空间 非 流 
线 的 曲线 ， 就 有 相应 确定 的 一 对 双 特 征 线 。 因 此 沿 着 双 特 征 线 这 样 的 空间 特征 线 〈 仅 在 二 维 
流动 时 ， 特 征 线 才 为 平面 曲线 ) 上 的 相 容 关系 就 不 再 是 常 微 方程 而 是 偏 微分 方程 了 。 


| 


波 面 流 面 。。” 双 特征 线 


图 8.3 非 均匀 流 场 中 马赫 波 的 包 线 。 图 8.4 PP 点 的 依赖 域 图 8.5 定常 三 维 超 声速 流动 中 的 
与 2 点 的 影响 区 流 面 、 波 面 、 马 赫 劈 锥 与 双 特 征 线 


8.3.1 特征 曲面 及 一 般 相 容 性 方程 


定常 三 维 、 无 粘 等 炉 流 动 的 基本 方程 组 由 式 (6-1-26)、 式 (6-1-41)、 式 (6-1-43) 
组 成 ， 即 


L=V.(pV)=0 (8-3-1) 
Li+Ljt+Lk=pV.VV+VP=0 (8-3-2) 
LaV.VP-aVy.Vp=0 (8-3-3) 


式 中 ， 声 速 a 是 P 与 p 的 函数 ， 即 a=a(P,p) 。 
显然 上 述 方程 组 是 关于 wu、v、w、P 和 p 的 一 阶 齐 次 偏 微分 方程 组 ， 这 里 速度 矢量 
Y= 丰 + 本 +wK 。 引 进 线性 组 合算 子 L ， 使 其 为 
L=oL +0,L, +0,L, +0L, +osLs (8-3-4) 
式 中 ，0,,0,,0;,0。 和 oo; 不 同时 为 零 。 
于 是 考虑 到 式 (8-3-1)、 式 (8-3-2) 与 式 (8-3-3)， 便 有 
We(VO)+W, (VO)+W, (Vw)+W, (VP)+W, (Vp)=0 (8-3-5) 
这 就 是 一 般 相 容 性 方程 。 式 中 ， 矢 量 W,,W,,W,,W, 与 W, 的 定义 为 
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W,=p(uo, +o)i+ po + powwk 

W, = po + plvo, +0)j + poswk 

W,= poywd + po + p(wo, +o kk (8-3-6) 

W,=(0, +uOsJi+(0, +v0s)j+(0,+wos\k 

W, =u(0, —a’osJi+v(0, -a’os)j+w(o0, -a’os)k 
因此 式 (8-3-5) 变 为 

dmutdwvt+dywt+dysP+dysp =0 (8-3-5)“ 
这 里 dww 代表 xw 在 矢量 见方 向 上 的 导数 ，dw2v 等 等 的 含义 与 前 面 的 定义 类 同 。 方 程式 
(8-3-5)“ 就 是 三 维 超声 速 无 粘 等 类 定 常 流动 的 相 容 性 方程 。 现 在 提出 这 样 的 一 个 问题 ， 
即 能 否 选择 适当 o,(i=1~ 5) 使 矢量 W,W,,…,W; 都 在 同一 个 曲面 上 ? 这 样 的 o,(i=1~5) 存在 
时 ， 包 含 矢量 Wi(j =1~ 5) 的 曲面 便 称 为 特征 曲面 外。 这 个 曲面 的 法 线 N 称 作 特征 法 线 。 令 
NN =iN,+jN,+kN，〈 这 里 记 ,j,k 为 直角 和 针 卡 儿 举 标 系 (x,y,z) 的 单位 矢量 )。 因 此 有 
N.W,=0 (j=1~5) (8-3-7) 

注意 到 式 (8-3-5a)， 则 式 (8-3-7) 可 改写 为 


puU 0 0 pN 0 o, 

0 pv 0 pWN, 0 0, 

0 0 pv pN, 0 ||o,l=0 (8-3-8) 
N NM N 0 v | lc 


式 中 ，U 定义 为 
U=VN (8-3-9) 
由 于 o,、o,、0，、04 与 0; 不 能 同时 为 零 ， 也 就 是 说 方程 式 (8-3-8) 有 非 零 解 ， 故 式 
(8-3-8) 的 系数 行列 式 必须 为 零 。 令 这 个 系数 行列 式 为 零 便 得 到 
vl(v:-alNF)=0 (8-3-10) 
其 中 
IN|= (NY + (NY + CN) (8-3-11) 
式 (8-3-10) 就 是 特征 曲面 所 满足 的 方程 。 在 下 面 的 章节 中 我 们 将 分 别 讨论 流 特征 与 波 特 
征 两 种 情况 。 
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8.3.2 流 特 征 面 及 沿 流 面 的 相 容 关系 


令 式 (8-3-10) 的 第 一 个 因子 为 零 ， 即 


U3?=0 或 者 V.N=0 (8-3-12) 
得 到 流 特 征 。 将 上 式 代 到 方程 式 (8-3-8) 得 

0 0 0 pNm 0] [ca 

0 0 0 pN, 0| |o; 

0 0 0 pNm 0| |o,|=0 (8-3-13) 

NM NM NM 0 ollo, 

0 0 0 0 ol 


很 容易 证 明 : 式 (8-3-13) 系数 矩阵 的 秩 " 9 为 2， 因 此 在 由 式 〈8-3-13) 所 定义 的 流 
特征 面 ( 即 流 面 ) 上 ，o,(i=1~ 5) 中 仅 有 3 个 独立 的 解 。 由 式 (8-3-13)， 显 然 ，as =0， 
0; 为 任意 值 时 ，o,,0, 和 o, 必 须 满 足 


CGIN +o,N, +oN,=0 (8-3-14) 
满足 式 (8-3-14) 三 个 可 能 的 解 为 
0O=u, 0,=v, 0=w, 0,=0, 0;=0 (8-3-15) 
ai =0，0,=0，o,=0，0,=0, 0; 为 任意 (8-3-16) 
0=5, 0,=5,, 0,=5,, 0,=0, as=0 (8-3-17) 


这 里 $=iS,+.j5,+kS, 是 流 面 上 与 速度 矢量 不 平行 的 任意 一 个 矢量 。 将 上 面 三 个 可 能 的 解 分 
别 代 到 式 (8-3-5) 便 得 到 在 流 面 上 成 立 的 三 个 相 容 性 方程 ， 即 


pV .VVV)+V .VP=0〈 沿 流 面 ) (8-3-18) 
V.VP-aV .Vp=0〔 沿 流 面 ) (8-3-19) 
pS.(V.VV)+S.VP=0V ( 沿 流 面 ) (8-3-20) 
其 中 VV =(Vu)i+ (Vo)j+ (Vw)k (8-3-21) 


因为 在 三 维 空间 中 沿 任意 一 个 面 仅 有 两 个 独立 的 微分 方向 , 因此 式 (8-3-18) 一式 (8-3-20) 
可 以 选用 沿 流 面 两 个 独立 方向 的 偏 导数 予以 表达 。 另 外 , 方向 式 (8-3-18) 与 式 (8-3-19) 
还 可 以 用 沿 流 线 的 全 导数 来 表达 。 令 f(x,y,z) 为 任意 一 个 函数 ， 于 是 
df =(Vf) Vd (8-3-22) 
Vdr =idx+ jdy+kdz (8-3-23) 
因此 式 〈8-3-22) 还 可 写 为 
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ba . = ¥ ba Ca (8-3-24)* 
V.(v) uy + 8-3 
为 了 强调 式 8--3-24)" 是 沿 流 线 方向 的 导数 ， 现 将 df /dt 记 作 坟 /9c ， 即 
/c= =V.(W) (8-3-24) 
借助 于 式 8-3-24)， 则 式 (8-3-18) 与 式 (8-3-19) 可 改写 为 
ov ,dp oy ,Pp, a 
PY .本 + 本 =0 或 者 pV .+3c=0〈 沿 流 线 ) (8-3-25) 
业 -ei。 p39ps _3- 
元 = ar 0 或 者 二 0〔 沿 流 线 ) (8-3-26) 


式 中 ，9/sc 表 示 沿 流 线 方向 的 导数 ， 其 具体 表达 式 已 由 式 (8-3-24) 给 出 。 

值得 注意 的 是 ， 式 〈8-3-20) 不 能 写成 沿 流 线 的 全 导数 ， 因 为 8 是 流 面 上 不 平行 于 速 
度 矢量 V 的 一 个 向 量 。 

8.3.3 波 特征 面 及 沿 双 特征 线 的 相 容 关系 


令 式 (8-3-10) 的 第 二 个 因子 为 零 ， 即 


Uv’-a|N| =0 (8-3-27) 
或 者 Y.N=ztalN| (8-3-28) 
引进 单位 法 矢量 n， 其 定义 为 tt (8-3-29) 
于 是 式 (8-3-28) 变 为 Ve.n=+a (8-3-30) 


这 里 a 为 声速 。 式 〈8-3-30) 表明 : 垂直 于 特征 面 的 流体 速度 分 量 的 大 小 等 于 当地 声速 e， 
因此 这 时 的 特征 曲面 为 波 特征 面 。 在 每 一 个 空间 点 上 有 无 限 多 个 波 面 ， 这 无 限 多 个 波 面 的 包 
络 便 形成 了 马赫 辟 锥 (又 称 作 Monge 锥 )。 可 以 证 明 " 3:， 对 于 现在 的 情况 ， 马 赫 劈 锥 的 方 
程 为 
[只 -(W 一 ad +[ 轨 一 一 ad 六 +[w2 —(V? —a’)}(dz) + 
2uv(dx)(dy) + 2uw(dx)(dz)+ 2ow(dy)(dz) =0 
另外 ， 式 (8-3-30) 代 到 式 (8-3-8) 后 得 


(8-3-31) 
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pa 0 0 pm 0 o, 

0 pa 0 pn 0 0 

0 0 pa pn 0||o,|=0 (8-3-32) 
nn ms 0 aa 


可 以 证 明 : 式 (8-3-32) 系数 矩阵 的 秩 为 4， 因 此 go,、o,、o,、o, 与 0; 中 仅 有 一 个 独立 
解 ; 令 as =-1， 可 得 到 如 下 的 解 


ai=an， oa =ab， O03=am, Os=-a’, os=-l (8-3-33) 
将 上 式 代入 到 一 般 相 容 性 方程 式 (8-3-5) 便 可 得 到 波 特征 面 上 的 相 容 性 方程 ， 即 
pans(V -VV)+tan VP-V .Vp-pa’ (VeV)=0 (8-3-34) 


同样 地 ， 在 波 特征 面 上 式 (8-3-34) 可 以 用 沿 两 个 独立 方向 的 偏 导数 来 表达 。 令 f(x,y,z) 
为 任意 一 个 函数 ， 如 果 选 定 双 特征 线 方向 作为 考察 流体 微 团 移动 的 方向 ， 于 是 
df =(V1).(d8)， 这 里 d5 为 沿 双 特征 线 方向 上 移动 量 ， 如 图 8.6 所 示 ， 于 是 


d§ =(V ~an)dr = 1dt (8-3-35) 


T=(V-an)=i(u—anm)+j(v-an)+k(w—an) (8-3-36) 


dS=Jd1=(V-an)dt 


四 


(a) 


图 8.6 沿 双 特 征 线 方向 上 的 d5 


因此 有 df =T.(Vf)dr=s(y-an).(Yf)dr (8-3-37) 
为 了 区 别 没 流 线 方 向 上 的 导数 df /dr ， 即 式 (8-3-24)， 因 此 将 沿 双 特 征 线 方向 的 导数 
df /dr 特 记 为 di /dt 或 者 六 /3c"， 即 


SL soa =-am.(w)sr(wW) (8-3-38) 
因此 借助 于 式 (8-3-38)， 则 式 〈8-3-34) 可 改写 为 
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第 8 章 二 维 及 三 维 超声 速 流动 Vy 


pan 吐 - 站 +pa|() 问 +(n) 


ou ,ov du ow dv gw 
竺 + + +e vv|= 
Ee ar Ed | 0 


上 式 便 是 沿 双 特征 线 的 相 容 方程 。 式 中 3/3c" 表示 沿 特征 线 的 方向 导数 ， 其 具体 表达 式 由 式 
(8-3-38) 给 出 。 另 外 ， 还 需 指出 的 是 : 在 定常 超声 速 流 场 的 任 一 点 上 ， 它 有 无 限 多 个 特 
征 面 ， 而 独立 的 相 容 性 方程 的 数目 又 不 能 超过 气动 基本 方程 组 中 方程 的 个 数 ( 即 5 个 )。 因 
此 这 就 有 必要 去 确定 相 容 性 方程 可 能 组 合 中 那些 是 独立 的 关系 式 。 文 献 [5] 给 出 了 定常 三 维 、 
无 粘 、 等 类 超 声速 流动 时 独立 相 容 人 性 方程 组 的 一 种 给 法 ， 它 由 下 面 的 两 小 点 组 成 ，@ 沿 流 
线 给 两 个 独立 的 相 容 方程 即 式 (8-3-25) 与 式 (8-3-26); @ 取 任意 的 三 个 波 特 征 面 ， 
相应 地 就 有 三 条 双 特 征 线 。 这 样 ， 沿 每 一 个 波 特征 面 ， 只 给 一 个 独立 的 相 容 性 方程 ( 即 式 
(8-3-39)); 因此 三 个 波 特征 面 ， 便 提供 出 三 个 独立 的 相 容 性 方程 ， 再 加 上 沿 流 线 有 两 个 
独立 的 相 容 性 关系 ， 所 以 5 个 因 变量 ，5 个 独立 的 相 容 关系 ， 故 上 述 问题 封闭 。 此 外 ， 沿 流 
线 的 特征 线 方程 当然 为 


(8—3—39) 


Ca 
dt dr 


而 式 (8-3-31) 决定 了 马赫 劈 锥 的 方程 。 
$ 8.4” 多 个 自 变量 一 阶 方程 组 的 特征 分 析 
8.4.1 两 个 自 变 量 一 阶 方程 组 的 特征 方向 


二 人 至 =w (8-3-40) 


今 考虑 2 个 自 变量 (x, ?) ，m 个 因 变 量 (wm,w,…,w,) 的 个 一 阶 方程 所 构成 的 方程 组 
(8-4-1) 


这 里 采用 了 爱 因 斯 坦 求 和 规约 ， 注 意 对 j 作 和 ，j=1~n。 引进 线性 组 合 为 1 ， 即 
和 有 = A++ 0 


或 者 写 为 14L= 2 Wc, =0 (8-4-2) 


注意 这 里 义 , 罗 ,…, 加 不 可 同时 为 零 。 将 上 式 按 了 展开 便 为 
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4 (4m 状 +36 攻 上 40s 到 +4 加] 


(8-4-3) 
(4 各 14 到 jac-=0 
为 了 使 上 式 每 一 个 括号 内 的 导数 都 在 相同 的 方向 上 ， 因 此 要 求 下 式 成 立 ， 即 


em = (8-4-4) 


也 就 是 说 应 该 有 n 个 必须 满足 的 方程 ， 即 


hbu = 如 ou 
ba = arb 


hb = hams 
或 者 (ou -by)h =0 (j=1~n,k=1~n) (8-4-5) 
因为 ,入 ,…, 和 4 不 同时 为 零 ， 也 就 是 说 方程 组 式 (8-4-5) 有 非 零 解 ， 换 句 话说 就 是 要 求 方 
程 组 式 (8-4-5) 的 系数 行列 式 为 零 ， 即 


1 
[6 ba a ba ~ m6 ba 


=0 (8-4-6) 
-0 
令 矩 阵 4 与 妃 的 元 素 分 别 为 m 与 名 时 ， 则 上 式 可 写 为 
det(AT™E-B')=0 (8-4-7) 
这 里 矩阵 A" 与 及 分别 为 矩阵 4 与 召 的 转 置 ， 即 
a a a 
AT le a (8-4-8) 


On Om “7 am 
式 (8-4-7) 是 关于 8 的 n 次 多 项 式 ， 于 是 可 得 n 个 根 ， 即 名 ,6,…, 吉 ;因此 nn 个 特征 方向 
为 


他 = 名 (I=1~n) (8-4-9) 
确定 了 特征 方向 之 后 ， 借 助 于 式 (8-4-2) 便 可 以 很 方便 的 得 到 沿 特征 线 的 相 容 性 关系 。 
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8.4.2 个 自 变量 一 阶 方程 组 的 特征 分 析 


令 坏 , 石 ,… 忆 为 n 个 自 变量 ; wi,w,,…,w 为 m 个 因 变 量 ， 令 a 为 n 维 行 矢量 , 算 子 V 为 
nn 维 空间 的 Hamilton 算 子 "中 ， 在 n 维 欧 氏 空间 中 Vw, 与 ax 分 别 定义 为 


ow: ow ow | 
Vw =| 2 ,SS (8-4-10) 
| 
aa =[(ans),(axa)…v(aaa] (8-4-11) 


今 考虑 一 阶 拟 线性 偏 微分 方程 组 


站 =G Vw +a Vw, +*+an * Vw, =b 


Br Vm te Vt te? we =b, (8-4-12) 
L, =am* VW tan "Vw, + + am Vw, =b, 
引进 线性 组 合算 子 
Be) -Eli )=Danh) (8-4-13) 
这 里 ,0,,…,0 不 同时 为 零 ，n 维 行 矢量 a; 的 定义 为 
a = (os) (8-4-14) 
一 tel 
采取 与 $ 8.3 节 相 类 似 的 方法 即 适当 选择 m,oa,…,au 的 值 ， 使 下 面 一 组 式 子 成 立 ， 即 
四 .=0 01=0…a2=0 (8-4-15) 


这 里 4 为 n 维 列 矢 量 ， 它 是 广义 特征 曲面 的 法 矢量 。 换 句 话说 ， 适 当选 择 a(i=1~ m) ， 使 这 
m 个 矢量 ai(i=1,m) 位 于 同一 个 超 平面 上 , 那么 该 超 平面 就 是 广义 特征 曲面 。 将 式 (8-4-14) 
代入 到 式 〈8-4-15) 便 得 到 
人 @ (02)] [a 
人 ee |® |-o (8-4-16) 
(on 2) (02m°2) … (ammo 2) Lo, 
因为 mw,oa,，,ao。 不 同时 为 零 ， 换 句 话说 式 (8-4-16) 的 系数 矩阵 应 该 为 零 ， 即 
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(oa) (24) * (am°4) 
(a2°2) Co Ce-o0 8417) 
(ed) GO 1 (ee 
由 此 可 得 到 流 特征 与 波 特性 。 下 面 ， 我 们 结合 一 道 例 题 较 详细 的 说 明 流 特征 与 波 特征 的 有 关 
内 容 。 
例 8.1 如 果 三 维 定常 超声 速 气体 运动 的 基本 方程 组 为 
ov ,U0,, aU 
t+ (8-4-18) 
试 对 这 组 方程 作 特征 分 析 。 式 中 UU=[p wu wj ，4,4,4 均 为 4x4 的 矩阵 ， 其 表达 式 
分 别 为 


uw p00 v 0p0 
ap ud0o0 0 v00 
4-|o ou ol hlap oo ‘374°198) 
0 00u 0 00u 
w 00p 
0 wo0o0 
= [We 
4=| oo ow,o 8-4-19b) 
alp 0 0 w 


解 ”这 里 m=3mm=4。[w,wwwi]=[pwww]，[xz,z]=[xyz]， 令 矩阵 4,4 与 
生 的 元 素 分 别 记 作 ax ，axa 与 axa; 例如 

Qi Gan Map hap 

-| cam ap np Cen 


=1~3) (8-4-20) 
Up Cp Op np 人 
Gp Op 064 Qu 
aa =[(ag1) (akz) (ax3)] (8-4-21) 
ww -| 名 强 尝 | (8-4-22) 
2=[1 和 2 (8-4-23) 


于 是 式 (8-4-17) 此 时 变 为 
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(an°4) (a2°2) (a31°2) (oo 
(a2°2) (a2°4) (oo (oo 四) 
=0 (8-4-24) 
(a3°2) (as°4) (as°4) (ee 
(es (a24°4) (ee4) (os 
将 式 (8-4-19a) 与 式 (8-4-19b) 代入 到 式 (8-4-24) 中 ， 便 得 到 
b ph ph ph 
ap b 0 0 
> =0 (8-4-25) 
ap 0 b 0 
ap 0 0 4b 
式 中 ，b=u+v+wh。 将 式 (8-4-25) 展开 便 有 
b?(b* ~a’)=0 (8-4-26) 
显然 ， 该 方程 有 四 个 根 : b =0,b, =0,b, =a,b, =-a。 另 外 ， 这 时 式 (8-4-16) 变 为 


b ah/p ap ay1p 


oO 
ph 4 0 0 . 
网 |=0 (8-4-27) 
p 0 6 0 ll 

04 


ph 0 0 b 


1, 对 于 流 特征 
当 b =0 (或 b=0) 时 ,将 b=0 代 到 式 (8-4-27) 中 ， 可 得 


@ =0,0,=u,0 =v,0, =w 


或 者 a=[0 u v w] (8-4-28) 
另外 ， 若 设 (@,,@,0,)=4xV 也 能 满足 式 (8-4-27)， 于 是 有 
an =[0,wh —vh,uh -wx] (8-4-29) 
显然 ，w 与 au 是 线性 无 关 的 。 
2. 对 于 波 特征 
当 b=a 或 b=-a 时 ， 代 到 式 (8-4-27) 得 到 
«a 2% :2 -22| (8-4-30) 
a a a 
-ll 2% 2% 22| (8-4-31) 
dG 


如 果 将 式 (8-4-18) 改写 为 矢量 式 ， 即 
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V.(py)=0 (8-4-32) 
Er) wen (8-4-33) 
2 p 
于 是 流 特征 面 上 的 相 容 关系 为 
we a 
vo (Sree]-o (8-4-34) 
es a” 
(2xV). "Es =0 (8-4-35) 
波 特征 面 上 的 相 容 关系 为 
p Vv’ a 
Ve(pV)-—4. VI I-Vx(VxV)+—Vp|=0 (8-4-36) 
a 2 p 
p Le a’ 
VpW+E2 VT vx(VxV) + Vp =0 (8-4-37) 


$8.5 平面 定常 超声 速 流动 特征 线 法 的 几 种 提 法 


这 里 介绍 四 种 提 法 。 

1. 第 一 种 提 法 〈 又 称 Cauchy 问题 的 提 法 ) 

如 图 8.7 所 示 ， 在 (x,y) 平 面 上 曲线 4B 为 非特 征 曲线 ， 其 方程 为 f(x,y) =0; 在 这 条 曲 
线 上 给 定 流动 参数 例如 给 定 马 赫 数 M 和 气流 角 9 )。 另 外 ， 由 曲线 的 端点 4 与 B 分 别 作 异 
族 特征 线 AC 与 BC ， 两 线 交 于 点 C， 于 是 曲 边 三 角形 ABC 内 各 点 的 M 与 9 值 均 可 由 特征 线 
法 确定 。 而 特征 线 AC 和 BC 上 各 点 参数 值 需 在 逐 点 求解 
的 过 程 中 确定 。 这 里 以 平面 无 旋 流 动 为 例 ， 如 图 8.7 所 示 ， 
当 点 1 与 点 2 已 知 时 ， 则 点 3 处 的 M 与 9 值 便 可 由 1 与 2 
点 确定 。 由 特征 线 方程 


I =(m -x)tan(0, -hh) 
为 -为 =( 加 一 亏 )tan(0, + 册 ) 


C 


可 算得 为 与 为 值 。 再 由 特征 相 容 条 件 便 能 确定 M, 与 0， 


图 8.7 第 一 种 提 法 息 


500 


2. 第 2 种 提 法 

如 图 8.8 所 示 ，AB 与 AC 是 两 条 交 于 点 A 的 异族 特 D 
征 线 。 另 外 ， 由 点 8 与 点 C 分 别 作 异 族 特征 线 交 于 D 点 。 
如 果 给 定 AB 与 4C 线 上 的 流动 参数 ， 则 曲 边 四 边 形 ABCD 
内 各 点 的 流动 参数 均 可 由 特征 线 法 求 得 。 

3. 第 3 种 提 法 C 

设 点 4 在 固体 壁面 上 ，AB 为 一 条 特征 线 ， 由 点 B 作 


异族 特征 线 交 壁面 于 C 点 ， 如 图 8.9 所 示 。 如 果 奶 线 上 1\% 


的 流动 参数 已 知 并 且 壁 面 AC 形状 也 已 知 ， 则 曲 边 三 角形 4 
ABC 内 各 点 的 流动 参数 可 由 特征 线 法 确定 。 _ 
4. 第 4 种 提 法 国生 三 种 提 法 


设 A 妇 为 某 条 特征 线 ， 其 上 流动 参数 已 知 。 点 4 落 在 压强 已 知 的 等 压 面 上 AC 为 等 压 
面 )。 由 点 B 作 异 族 特征 线 交 等 压 面 于 C 点 ， 如 图 8.10 所 示 ， 则 曲 边 三 角形 4BC 内 各 点 的 


流动 参数 可 由 特征 线 法 确定 。 


8 
自由 面 (等 压 面 ) 
心 


A B 
图 8.9 第 三 种 提 法 图 8.10 第 四 种 提 法 


需要 说 明 的 是 ， 在 特征 线 理论 的 柯 西 问 题 ( 即 第 1 种 提 法 ) 中 ， 尽 量 不 要 选用 声速 线 
作 初 始 线 。 这 是 由 于 声速 线 附近 的 特征 线 方向 都 几乎 与 流动 方向 正 交 ， 因 此 导致 特征 线 网 
格 十 分 密集 。 另 外 ， 当 M 一 1 时 ，68 角 的 微小 误差 都 将 引起 马赫 数 M 或 马赫 角 儿 相当 大 的 
误差 。 


$ 8.6 特征 线 方法 数值 计算 的 预 估 与 校正 


为 便于 说 明 超声 速 流动 中 特征 线 法 数值 计算 的 要 点 ， 今 以 平面 问题 为 例 ， 其 特征 线 方程 

和 相 容 方程 分 别 为 
E] =%=m(sn (马赫 线 、 特 征 线 ) (8-1-21) 
Gad +[2u0 -0 -a )h]dw)=0 ( 沿 马赫 线 ) (8-1-18) 
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Finp(d0), =0 ( 沿 马赫 线 ) (8-1-22) 


8.6.1 内 部 点 计算 的 预 估 - 校 正方 法 


假设 点 1 和 点 2 的 位 置 (5,%) 、(z, 罗 ) 以 及 其 上 的 速度 w、u,、v、v 都 是 已 知 的 。 自 
点 1 与 点 2 处 分 别 作 特征 线 ， 它 们 相交 于 点 4， 如 图 
8.11 所 示 ， 这 里 点 4 为 待 求 点 。 首 先 ， 确 定点 4 的 位 
置 。 借 助 于 差分 方法 将 式 (8-1-21) 用 于 点 2 与 点 
4， 便 有 


六 一 六 =()xs 一 扩 ) (8-6-1) 
用 于 点 1 与 点 4， 便 有 
-=( DJ 一 2) (8-6-2) 
式 中 (4%)=tan[e+1] ， (4%)=tan[0-4] 
图 8.11 由 已 知 点 去 决定 待 求 点 0, -sreen (2 “=aen 人 让] 
。 


从 已 知 点 到 待 求 点 的 特征 线 ， 一 般 说 来 都 是 曲线 ， 但 现在 都 以 直线 近似 取代 了 。 这 条 直线 的 
斜率 ， 在 预 估 步 时 是 以 已 知 点 的 4 值 代表 。 显 然 这 是 近似 的 ， 等 到 待 求 点 的 数值 求 出 来 后 再 
用 两 点 处 的 平均 值 去 代替 这 条 直线 的 斜率 。 上 述 过 程 用 式 子 表 达 便 为 


1. 预 估 步 
ne ( 沿 24 线 ) Cy 
一 = tan(0, —Mh) (x —n) ( 沿 14 线 ) 
解 此 方程 组 ， 可 得 到 点 4 的 坐标 ( 双 , 叉 ) ;再 对 式 8 - 1-22) 进行 差分 便 得 
(np) (0, -0)=0 ( 沿 24 线 ) 
er (8-6-4) 
+(tan ph) (0, -0)=0 ( 沿 14 线 ) 


解 此 方程 组 ， 得 到 Ve 与 8? 以 及 J 的 值 。 这 里 J 由 下 式 定 出 ， 即 


站 -enn | 二 | a=a(Ve) 
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2. 校正 步 
为 了 提高 精度 ， 对 预 估 步 的 值 进行 校正 ， 即 用 tan2[(@ -4)+(@'-A)] 与 


Hanz[(@ + 已)+(@8+ 岂 分 别 代 普 差分 方程 式 (8-6-3) 中 的 tan(B 办) 与 tan(9, + 全 )， 并 
解 出 新 的 x0 与 y? 值 。 对 式 《8-6-4) 则 采用 如 下 的 修正 办 法 

mer -0)-0 ( 沿 24 线 ) 

2(%+V) EC 

2 和 (8-6-5) 
一 ms Je"-a)= ( 沿 14 线 ) 


解 此 方程 组 可 得 到 V" 与 9 值 ， 并 用 下 式 


1 
有 -1 了 
= en( 高 } a=a(V®)= 全 :5 -(v® 让 】 


算出 pi 值 。 如 有 必要 ， 可 重复 使 用 校正 步 ， 直 至 
mm -a""|<e, (8-6-6) 
式 中 9q 代表 4、ys。、Vs、0,、 久 等 参数 ， 上 标 n 为 
迭代 次 数 ; ,为 允许 误差 。 

另外 ， 对 于 轴 对 称 问 题 ， 例 如 点 2 在 对 称 轴 上 
(这 时 会 出 现 9, =0，y, =0 的 情况 )， 文 献 [2] 给 出 
了 相应 的 办 法 ， 可 供 参 考 。 同 样 地 ， 如 果 待 求 点 在 
对 称 轴 上 ， 已 知 点 1 在 通过 点 4 的 一 条 特征 线 C_ 
上 ， 如 图 8.12 所 示 ， 则 这 时 可 以 在 对 称 轴线 的 另 
一 侧 确定 点 1 的 对 称 点 作为 点 2， 这 样 就 与 前 面 讨 ’ 
论 的 内 部 点 处 理 过 程 相同 了 。 图 8.12 ” 当 待 求 点 在 对 称 轴线 上 的 处 理 


8.6.2 壁面 点 处 理 的 预 估 - 校 正方 法 


壁面 点 单元 的 处 理 过 程 可 分 以 下 两 种 情况 : 令 点 2 为 已 知 的 内 部 点 ， 由 点 2 顺 流 而 下 发 
出 一 条 特征 线 c, 交 壁 面 于 点 4， 如 图 8.13〈a) 所 示 ， 我 们 称 这 种 情况 为 情况 1， 又 称 直接 
壁面 点 ， 另 一 种 情况 是 壁面 上 点 4 的 位 置 是 预先 给 定 的 ， 由 点 4 逆流 而 上 引出 一 条 特征 线 
6, 与 特征 线 c_〈 它 是 由 已 知 点 1 与 点 3 连接 的 ) 相交 于 点 2， 称 这 种 情况 为 情况 2， 又 称道 
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置 壁面 点 ， 如 图 8.13 (b) 所 示 。 


图 8.13 壁面 点 处 理 的 两 种 情况 


情况 1: 与 内 部 点 相 比 ， 壁 面 上 的 点 4 位 置 与 流动 参数 除了 应 满足 24. 线 的 特征 线 方程 

和 这 条 线 上 相 容 关 系 之 外 ， 还 需要 补充 两 个 方程 。 显 然 ， 壁 面 的 型 线 方程 以 及 气流 速度 与 壁 
面相 切 的 条 件 刚好 是 两 个 补充 条 件 ， 即 

?了 = (8-6-7) 


由 | tng1=21 (8-6-8) 
yy 


于 是 由 式 (8-6-3) 与 式 (8-6-7) 便 可 求 出 点 4 的 位 置 (%,y,); 再 由 式 (8-6-4) 与 
式 (8-6-8) 便 可 得 到 点 4 的 流动 参数 。 
情况 2， 由 于 点 4 的 角度 6, 已 知 ， 而 速度 凤 是 待 求 的， 可 用 如 下 的 预 估 - 校 正 措施 得 到 
几 值 。 
1. 预 估 步 
首先 取 V, =V， 于 是 
凡 =armsin 从 ， a=a(w) 
再 解 方程 组 
A mt gs 
放 - 力 =[tan(e -44)] (二 ) 
可 求 出 点 2 的 位 置 ( 冯 ,并 ); 然后 在 点 1 和 点 3 之 间 用 插值 的 办 法 求 出 流动 参数 V, 和 9, 值 。 
另外 ， 由 于 6, 已 知 ， 于 是 借助 于 式 〈8-6-4) 中 沿 24 线 的 相 容 方程 便 得 到 V, 值 ， 并 将 它 记 
作 Vs: 进而 又 可 求 出 色 ， 所 以 再 一 次 去 求解 式 (8-6-9) 又 可 解 得 新 的 忒 与 总 值 ， 而 后 
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再 由 已 知 点 1 与 点 3 插值 求 出 新 的 WW、 和 凤 值 。 
2. 校正 步 


将 方程 组 式 (8-6-9) 中 的 (9,+p) 用 3(63+6,)+( 妈 +p) 代替 ， 将 式 中 (@ -局 ) 用 


下 (6 -AD)+( 公 -加 四 代替 ， 重 解 式 (8-6-9) 得 到 点 2 新 的 位 置 并 记 作 (以 ",??)， 而 后 再 
用 已 知 点 1 与 点 3 之 间 的 插值 求 出 W ，69 与 jy 值 ， 然 后 对 式 (8-6-5) 中 24 线 的 相 容 
关系 作 如 下 修正 
-mt ] (@ -ep)=0 (8-6-10) 
02+W) 
从 而 解 出 只 的 一 次 校正 值 V4?， 如 车 需要 再 次 迁 代 校正 ， 应 由 VA? 值 去 求 x ， 然 后 重复 上 述 
校正 步 的 计算 过 程 。 


8.6.3 自由 边界 点 处 理 的 预 估 -校正 方法 


如 图 8.14 所 示 ， 设 有 超声 速射 流 排 入 到 静 压 为 已 的 大 气 。 图 中 双 4 实 线 为 一 条 自由 边界 
(又 称 射流 边界 )， 其 上 的 P= PR; 现在 要 确定 的 是 自由 边界 的 形状 以 及 自由 边界 点 上 的 流动 
参数 。 因 为 自由 边界 线 4B 是 流 线 ， 并 且 自 由 边 
界 上 各 点 的 压强 都 相等 〈 即 P =P )， 注 意 到 等  ) x 环境 压力 pu 已 知 
粹 流动 这 个 特征 ， 于 是 自由 边界 上 各 点 的 密度 
P 都 相等 ， 进 而 推 知 : 其 上 各 点 的 速度 值 y 也 
相等 ( 即 V, =V)。 因 为 点 3 和 点 2 为 已 知 ， 而 
点 4 是 待 求 点 ， 可 用 如 下 的 预 估 -校正 措施 得 到 
,六 以 及 0, 值 : 

1. 预 估 步 


首先 取 自 由 边界 上 流 线 斜率 为 和 = 放 ， 而 9 
特征 线 34 的 斜率 取 为 1 =tan(6,+ 几 )， 于 是 


流 线 : | 
特征 线 (24 线 ): y, 一 y = (Js 一石 ) 
由 上 式 可 解 出 点 4 的 位 置 (x,y,); 另外 ， 考 虑 到 这 时 VV, 已 知 ( 因 V, = )， 因 此 只 要 利用 一 


个 相 容 关 系 〈 即 用 式 (8-6-4) 中 2 线 的 关系 式 )， 便 可 求 出 6, 值 。 


图 8.14 自由 边界 点 单元 的 处 理 过 程 


(8-6-11) 
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2. 校正 步 


如 果 将 式 (8-6-11) 中 的 斜率 用 平均 值 代入 ， 便 可 求 出 x 与 ,的 校正 值 。 再 将 x, y 


与 V, 代 入 到 式 (8-6-4) 后 便 可 求 得 8, 的 校正 值 。 


§ 8.7 喷 管 内 超声 速 流 场 的 分 析 及 相关 计算 域 的 确定 


图 8.15 简略 地 画 出 一 个 已 知 几 何 形状 的 收敛 -扩散 喷 管 的 结构 。 为 了 把 所 得 的 流 场 能 用 


于 所 有 几何 上 相似 的 喷 管 ， 因 此 采用 
把 所 有 的 x 和 y 坐标 都 用 喉 道 半径 y, 
去 进行 尺度 变换 ， 因 此 图 8.15 中 喷 
管 的 坐标 是 用 x/% 与 yy 来 表示 
的 。 这 个 喷 管 有 一 个 15° 的 锥 形 扩张 
和 一 个 经 过 尺度 变换 的 喉 道 半径 
=1.0， 在 喉 道上 游 的 喷 管 收敛 部 
分 ， 其 曲率 半径 比 pu/y = 2.0 ， 喉 
道 下 游 部 分 的 曲率 半径 比 
pu/x =0.5;， 假设 喷 管 中 的 气体 为 理 
想 气 体 ， 比 热 比 Y=1.2， 气 态 常数 


量 岗 为 1 的 半径 yy 


量 纲 为 1 的 长 度 xiy， 
图 8.15 带 有 锥 形 扩张 段 的 收敛 -扩张 喷 管 


R=320 Jikg.K ， 压 强 P=70x10 N/m*， 温 度 T=3 000.0 K ， 这 些 数 据 对 液体 或 固体 推进 
剂 火 第 发 动机 所 用 的 推力 喷 管 来 讲 很 典型 0" 本 。 首 先 ， 必 须根 据 喉 道 区 域 流 场 的 情况 选 定 
一 条 初始 线 (又 称 起 始 线 )， 这 条 线 处 处 都 是 超声 速 流 动 。 本 书 8 7.3 节 给 出 了 Sauer 的 方法 ， 
可 供 参考 。 图 8.16 中 TO 线 为 给 定 的 一 条 超声 速 初始 线 ， 自 T 点 作 右 行 特征 线 T1 交 轴 线 于 
7 点 ; 显然 ， 曲 边 三 角形 TIO 所 围 的 区 域内 流动 参数 是 完全 由 初始 线 决定 的 ， 图 8.17 给 出 了 
这 个 区 域 计 算 时 所 使 用 的 特征 线 网 格 。 在 完成 图 8.17 的 计算 过 程 中 会 多 次 遇 到 两 种 单元 过 


预先 指定 的 点 


指定 的 壁面 型 线 
严 y0) 已 知 


图 8.16 边界 与 初始 线 
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程 的 计算 : 一 种 是 由 初始 线 上 最 初 
两 点 (例如 点 1 和 点 2》 开 始 的 求 
内 点 (例如 点 4) 的 过 程 (如 图 8.18 
(a) 所 示 ); 另 一 种 是 为 了 确定 喷 
管 对 称 轴线 上 点 〈 例 图 8.18 (b) 
中 的 点 4) 的 位 置 与 流动 参数 。 在 
计算 了 TO1 区 域 后 ， 为 了 进一步 
求解 就 必须 使 用 壁面 边界 条 件 。 由 
于 喉 道 区 域 中 流动 参数 梯度 较 大 ， 
所 以 在 对 壁面 点 应 用 直接 步 进 法 
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(如 图 8.13 (a) 所 示 ) 时 ， 由 左 特征 线 
所 确定 的 壁面 点 间隔 太 大 ， 精 度 太 低 ， 

因而 可 以 像 图 8.16 所 示 的 那样 ， 在 喉 
部 圆 弧 部 分 ， 每 隔 几 度 〈 例 如 10” ) 选 
一 个 壁面 点 ， 就 这 样 选 几 个 予定 的 壁面 
点 ， 应 用 逆 置 壁面 上 单元 的 过 程 〈 如 图 
8.19 (a) 所 示 )， 得 到 它们 的 解 。 另 外 ， 
喷 管 出 口 处 的 那个 壁面 点 E 也 用 这 个 
方法 处 理 。 对 于 喉 部 下 游 的 其 余 壁 面 点 
则 仍然 用 直接 壁面 点 单元 的 过 程 去 确定 
(如 图 8.19 (b) 所 示 )。 显 然 ， 一 旦 壁 
面 点 的 解 确定 了 ， 由 它 发 出 的 特征 线 将 
一 直 延 伸 到 对 称 轴线 上 。 重 复 运用 这 些 
处 理 方法 一 直到 壁面 点 E 发 出 的 那 条 
右 行 特征 线 EA 为 止 ( 如 图 8.19 (c) 

所 示 )。 因 此 曲 边 四 边 形 TEA1 内 的 流 
动 便 完全 确定 了 (如 图 8.19 (c) 所 示 )。 
当 喷 管内 部 的 流 场 被 确定 以 后 ， 就 可 以 
使 用 自由 面 〈 等 压力 面 ) 边界 点 的 单元 
过 程 (如 图 8.14 所 示 ) 把 解 扩展 到 喷 
管 的 排 气 射流 中 去 。 这 里 分 两 种 情况 讨 
论 : @ 如 果 喷 管 出 口 边 缘 处 气体 的 静 
压 超过 了 周围 大 气 的 静 压 〈 即 大 于 背 压 ) 时， 那么 在 喷 管 出 口 边缘 点 上 会 发 生 普 朗 特 一 迈 
耶 膨胀 波 〈Prantle-Mayer)〔 又 称 中心 波 )。@ 如 果 喷 管 出 口 边缘 点 处 气体 的 压强 小 于 周围 环 
境 背 压 ， 那 么 在 喷 管 出 口 边 缘 就 会 有 一 道 斜 激 波 发 出 并 传 入 流 场 ， 其 详细 细节 可 参阅 文献 
[14，15] 等 ， 这 里 不 再 著述 。 


径 向 位 置 yy 


图 8.17 初始 线 的 影响 域 


图 8.18 内 点 单元 与 轴线 点 单元 的 应 用 


预 寺 的 壁面 点 


左 行 特征 线 c， 
右 行 特征 线 <- 


(a) 


图 8.19 逆 置 壁面 点 与 直接 壁面 点 单元 过 程 及 壁面 右 端点 马 处 的 特征 线 


8$8.8 超声 速 流动 的 空间 推进 求解 方法 
8.8.1 可 压缩 无 粘 与 粘性 气体 基本 方程 组 的 数学 性 质 及 PNS 方程 


可 压缩 牛顿 流体 非 定常 流动 的 Navier-Stokes 方程 组 已 由 式 (5-2-3) 给 出 ， 在 二 维 情 
况 下 该 式 可 简化 为 
aW ,3E-B) AF-F) 


(8-8-1) 
加 二 5 8-8-1 


式 中 =[p pu pw e]” (8-8-2) 
EE,F,EE, 与 F, 也 分 别 为 含 4 个 元 素 的 列 向 量 。 可 以 证 明 : 在 (x,t) 平 面 与 (y,t) 平 面 上 ， 可 压 
缩 、 粘 性 、 常 比 热 、 牛 顿 流体 二 维 非 定 常 流动 的 N-S 方程 为 双 曲 抛物 型 方程 组 ， 而 在 (x, y) 
平面 上 为 双 曲 椭圆 型 方程 组 。 对 于 定常 流动 ， 则 式 (8-8-1) 简化 为 
AE-E), 3aR-F)_ 

dx 9 
可 以 证 明 ， 对 于 可 压缩 、 粘 性 、 常 比 热 、 牛 顿 流体 二 维 定常 流动 的 N-S 方程 是 双 曲 椭圆 型 
方程 组 。 如 果 省 略 式 (8-8-1) 中 的 粘性 项 ， 则 这 时 式 (8-8-1) 简化 为 

于 + 本 + 吾 -0 (8-8-4) 
显然 上 式 为 Euler 方程 .可 以 证 明 ,在 (zx,09 与 (%0 平 面 上 ,可 压缩 无 粘 二 维 非 定常 流动 的 Euler 


0 (8-8-3) 
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方程 均 为 纯 双 曲 型 方程 组 ， 而 在 (x,y) 平 面 上 ， 当 马赫 数 M >1 时 为 双 曲 型 ， 当 马赫 数 M <1 
时 为 双 曲 椭 贺 型。 另外， 如果 流 动 为 定常 ， 则 式 (8 一 8 一 4) 便 简 化 为 
aE 9F 


去 + 可 ”0 (8-8-5) 
式 中 E,F 定义 为 
pu py 
[E,P]=| et? Pw (8-6-6) 
| pw pw+P 


(e+P)u (e+P)y 

可 以 证 明 : 可 压缩 无 粘 二 维 定常 流动 的 Euler 方程 组 ， 当 马赫 数 M >1 时 该 方程 组 为 双 

曲 型 ， 而 当 M <1 时 为 双 曲 椭圆 型 。 另 外 ， 在 高 雷诺 数 的 流动 中 ， 考 虑 到 流动 方向 的 粘性 导 

数 项 要 比 法 向 和 周 向 的 粘性 导数 项 小 得 多 ， 因 此 时 常 可 以 略 去 粘性 项 沿 流动 方向 的 导数 项 ， 

这 时 Navier-Stokes 方程 便 被 简化 为 PNS (Parabolized Navier-Stokes) 方程 ， 又 称 作 抛物 化 

的 N-S 方程 。 今 假设 x 方 向 为 主流 方向 ， 于 是 式 (8-8-1) 变 为 PNS 方程 后 为 
,aaE-RE)_0 


本 + 二 (8-8-7) 

式 中 Fs[0 tt ur tw -gq] (8-8-8) 
。 ov or 

和 ,t= =-K (8-8-9) 

名 -4 澡 咯 -3 人 -于 Rs 


可 以 证 明 : 可 压缩 二 维 非 定常 PNS 方程 在 (x,1) 与 (%1) 平面 上 都 是 双 曲 抛物 型 方程 组 ， 
在 (z% 攻 平面 上 也 是 双 曲 抛物 型 方程 组 。 如 果 是 定常 流 ， 则 式 〈8-8-7) 被 简化 为 
AE AF-F)_ 
E33 fF 
同样 还 可 以 证 明 可 压缩 定常 PNS 方程 是 双 曲 抛物 方程 组 。 


0 (8-8—10) 


8.8.2 隐 式 LU 分 解 格式 


在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ， 二 维 可 压缩 Navier-Stokes 方程 组 已 由 式 (8-8-1) 给 出 。 该 方程 
组 的 显 、 隐 组 合格 式 是 09 
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(Ww Wo) os, (wr)+a,r (won)]+ 0 o)[S.E (wo)+6,r (wo)] (8-8-10 * 
=6,E, (W,)+6,F, (w,) 
或 者 简 记 为 
Wo We +0[6.E+6,F] +(1-0)[6.E+6,F1 
二 | ta . 7 < (8-8-11) 


=(5.E.+5F, j 

式 中 ，6. 与 6, 分 别 是 关于 x 与 y 的 标准 中 心 差分 算 子 ， 上 注脚 n 与 n+1 分 别 表示 第 n 时 间 层 

与 第 n+1 时 间 层 ; 9 为 加 权 因子 ， 当 8=0 时 为 显 格式 ， 当 8=1 时 为 隐 格 式 。 该 格式 的 基本 
思想 是 对 无 粘 通 量 项 采用 显 、 隐 组 合格 式 ， 而 对 粘性 项 采用 显 式 格式 。 

显然 ， 式 〈8-8-11) 是 一 个 高 度 非 线性 的 代数 方程 组 ， 因 此 常 需 要 将 无 粘 通 量 E 与 

作 线 化 处 理 ， 这 里 为 简洁 起 见 ， 以 下 暂 将 下 标 i,j 省 上 咯 。 于 是 将 E" 与 FP" 在 n 时 间 层 作 素 

勒 级 数 展 开 ， 得 到 
BE =E"+AAW"+O 人 Ar 站 ) 


(8-8-12) 
F™=F"+B"AW"+0(lAwh ) 
a8 oF i a -5 
这 里 4= 汕 ， B= AW"=W"" —W", (8-8-13) 
并 (8-8-12)、 式 (8-8-13) 代入 到 式 (8-8-11) 并 略 去 二 阶 和 高 阶 小 量 项 后 可 得 
[+ear(5.4"+5B")]AW"=-(Ar) 玉 (8-8-14) 
式 中 
R=6.E(W")+6,F (W")-6.E, (W")-6,F, (W") PN 
=[6.(E-E,)+6,(F -FY 
式 (8-8-14) 的 Beam-Warming( 比 姆 - 沃 明 ) 格式 "9 为 
万 DA =-(Ar)R (8-8-16) 
L, =1+0A16,A’,, L, =1+0A6,B’, 
而 隐 式 的 LU 格式 "”" 四 为 
ZLUAW” =-(At)R 
工 =T+gAt(5-4 +57B) (8-8-17) 


U =1+0At (6: 4h, +6;B,), 
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这 里 5: 与 8+ 分 别 为 关于 x 的 单 侧 向 后 差分 算 子 与 关于 的 单 侧 向 前 差分 算 子 ， 其 定义 同 式 
(7-6-26)。 和 矩阵 妨 ,4,,B, 与 B, 的 定义 为 : 
4=(4+PpT)/2， 4=(4-PT)/2 
B,=(B+p,1)/2, B, | 
其 中 ，p 与 p, 分 别 为 矩阵 4 和 B 的 谱 半 径 。 值 得 注意 的 是 ， 当 9=1/2 时 ， 该 格式 在 时 间 方 
向 上 为 二 阶 精度 ， 否 则 在 时 间 方 向 上 是 一 阶 精度 。 另 外 ， 对 于 差分 方程 式 (8 -8-14) 还 有 
两 点 需要 加 以 说 明 : 
(1) 该 式 虽然 是 一 个 线性 代数 方程 组 ， 但 是 它 所 导致 的 带 状 块 矩阵 具有 较 大 的 带宽 ， 
此 该 矩阵 的 求 逆 要 花费 较 多 的 运算 时 间 并 且 需 要 较 多 的 计算 机 内 存 ， 所 以 这 个 方程 组 的 快速 
求解 值得 研究 。 这 里 给 出 的 隐 式 LU 格式 ， 便 是 一 种 高 效率 的 快速 算法 。 它 将 计算 分 为 两 步 
进行 : : 
第 一 步 : LAW" =-(Ar)R (8-8-19a) 
显然 ， 上 式 对 内 点 来 讲 ， 它 的 左 端 系数 矩阵 构成 一 个 典型 的 块 三 对 角 的 下 三 角 阵 ， 而 这 个 矩 
阵 的 每 个 元 素 对 二 维 问题 是 4X4 的 小 矩阵 (对 三 维 问题 来 讲 是 5X5 的 ), 而 且 式 (8-8-19a) 
的 求解 可 逐 点 推进 ， 十 分 简单 。 
第 二 步 : UAW’, =AW, (8-8—19b) 
上 式 左 端 系数 矩阵 构成 一 个 典型 的 块 三 对 角 的 上 三 角 阵 ， 这 个 方程 组 的 求解 也 与 第 一 步 相 类 
似 ， 可 逐 点 推进 。 最 后 由 


(8-8-18) 


到 人 =WW + AW, (8-8-20) 
计算 出 W? 史 的 值 ， 然 后 进行 下 个 时 间 步 的 计算 。 时 间 步 长 由 下 式 估算 
___CFL 
ultivita 
式 中 CFL (Courant-Friedrichs-Levy) 数 〈( 又 称 Courant 数 ) 的 取 值 范围 远大 于 1。 
(2) 对 于 定常 流动 问题 ， 借 助 于 前 面 所 述 的 时 间 推进 法 去 求解 定常 流动 ， 其 差分 方程 中 
隐 式 部 分 的 离散 只 会 影响 收敛 过 程 的 快慢 ， 也 就 是 说 隐 式 部 分 的 离散 对 定常 解 的 性 态 〈 例 如 
数值 精度 、 激 波 分 辨 率 等 ) 没有 影响 。 而 显 式 部 分 〈 即 残 差 A 城 值 ) 的 离散 方法 将 会 影响 到 
定常 解 的 性 态 。 因 此 对 显 式 部 分 应 当 考虑 采用 高 精度 和 高 分 辩 率 格式 ， 而 对 隐 式 部 分 离散 则 
应 着 重 考虑 如 何 加 速 收敛 过 程 和 节省 求解 代数 方程 组 的 时 间 。 正 是 出 于 这 一 思想 ， 文 献 [18] 
率先 提出 了 LU-TVD 杂交 格式 ， 即 隐 式 部 分 离散 用 Jameson 的 LU 分 解 ， 而 右 端 残 差 项 〈 即 
显 式 部 分 ) 用 Harten 的 TVD 格式 ; 文献 [19] 将 这 种 杂交 格式 用 于 各 种 流动 问题 ， 文 献 [20] 
则 提出 了 将 矢 通 量 分 裂 与 Harten 的 TVD 相 结合 ， 用 于 提高 捕捉 激 波 的 分 辩 率 及 加 快 求解 复 
杂 流 场 的 效率 ;文献 [21 一 29] 将 这 种 杂交 格式 的 思想 用 于 有 限 体积 法 ， 提 出 了 有 限 体积 LU- 
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TVD 杂交 格式 并 用 于 叶轮 机 械 三 维 复杂 流 场 的 求解 及 高 速 进 气 道 流 场 的 计算 。 另 外 ， 国 内 
外 大 量 的 数值 实践 还 表明 : 隐 式 LU 分 解 方法 ， 对 任何 维 数 空间 问题 都 是 稳定 的 ， 并 且 理 论 
上 已 经 证 明 这 种 隐 式 LU 分 解 方法 对 于 跨 声速 流动 以 及 从 低 跨 声 速 直 至 马赫 数 达 20 的 高 速 
流动 都 是 适用 的 、 有 效 的 2。 


8.8.3 PNS 方程 的 空间 推进 求解 方法 


采用 空间 推进 方法 3~ 交 求解 定常 抛物 化 N-S 方程 ( 即 PNS 方程 ) 来 数值 模拟 定常 粘 
性 问题 与 采用 时 间 相 关 方 法 求解 非 定常 N-S 方程 或 非 定常 PNS 方程 来 数值 模拟 定常 粘性 问 
题 ， 将 两 者 相 比较 可 以 发 现 确实 前 者 具有 明显 的 优越 性 ， 一 是 大 大 节省 计算 时 间 和 计算 机 内 
存 ; 二 是 PNS 方程 不 同 于 边界 层 方程 ， 它 在 方程 中 不 但 包含 了 主要 粘性 项 ， 而 且 保 留 了 无 
粘 Euler 方程 中 的 所 有 项 ， 因 此 它 能 自动 模拟 边界 层 内 的 粘性 流动 与 外 流 无 粘 流 之 间 的 相互 
干扰 。 对 于 流向 不 产生 分 离 的 粘性 流动 ， 它 是 一 个 效率 较 高 的 计算 方法 ， 因 此 国外 已 广泛 用 
于 超声 速 粘性 复杂 流动 的 数值 计算 5 ”。 为 了 便于 描述 ， 下 面 仍 从 直角 坐标 系 下 定常 PNS 方 
程 出 发 讨论 空间 推进 的 求解 方法 ， 在 三 维 情况 下 定常 PNS 方程 为 
3E ,9(F-F) 3(G-GD 
Fa Ea + FE =0 
式 中 ，F,' 与 G; 分 别 代表 粘性 项 ,与 G, 略 去 沿 着 流动 方向 (这 里 假定 x 为 主要 流动 方向 ) 的 
导数 之 后 所 剩余 的 项 ， 其 表达 式 为 
F’=[0,5% ,5% ,Th ut +vT 十 WTA -4 
G’ 一 [Or ra 十 DT 十 HT -a] 


52 (党 | rv-2 (党 ¥} (8-8-23) 


(8-8-22) 


当 流 动 满足 ，Q@ 流 场 边界 层 外 的 主流 区 是 超声 速 流动 ，@ 流 场 中 流动 方向 的 速度 分 量 处 处 
都 大 于 零 ，@ 在 PNS 方程 组 式 (8-8-22) 的 流向 动量 方程 中 ， 流 向 压力 梯度 的 存在 可 能 
会 使 相关 信息 通过 边界 层 内 的 亚 声速 区 向 上 游 传播 ， 所 以 为 了 采用 空间 推进 方法 ， 对 流向 压 
力 梯度 项 要 么 是 省 略 ， 要 么 是 采用 下 面 介 绍 的 Vigneron 处 理 方法 去 阻止 数值 解 的 指数 增长 
《departure solutions)。 在 满足 上 述 三 个 条 件 的 情况 下 ，PNS 方程 式 (8-8-2) 可 以 采用 类 
似 于 抛物 型 边界 层 方程 的 求解 方法 进行 求解 ， 即 可 以 从 给 定 的 初始 剖面 出 发 〈 该 面 上 的 流 场 
参数 为 已 知 量 )， 沿 流动 方向 逐个 剖面 向 下 游 推 进 求 解 ， 一 直 推进 到 最 后 一 个 剖面 为 止 。 
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1. 流向 压力 梯度 对 PNS 方程 数学 性 质 的 影响 分 析 

为 了 更 好 的 了 解数 值 解 产生 指数 增长 的 原因 ， 现 在 分 析 流向 压力 对 PNS 方程 组 数学 性 
质 的 影响 。 为 了 简便 起 见 ， 这 里 考虑 二 维 PNS 方程 ， 并 假设 式 (8-8-22) 这 时 被 简化 为 
下 面 的 形式 〈 取 为 主要 流动 方向 )。 


Dd 
+ (8-8-24) 
EE 
式 中 启 , 记 与 所 定义 为 
pu pv 
pu +@P puu 
[EF]= pup pi+P (8-8-25) 
JP ,P(e +0) 四 NA An) 
7-!1 2 
0 
ou/9y 
49v 
F=h|-— (8-8- 
,= 8-8-26) 
.43 可 
9 3 9 pm 


这 里 为 x 方向 动量 方程 中 流向 压力 梯度 项 的 系数 ， 当 w=0 时 ， 则 该 项 被 省 略 ， 当 w=1 时 ， 
则 该 项 全 部 保留 。 首 先 考虑 J 一 0 时 ， 则 式 (8 一 8 一 24). 变 为 如 下 形式 ， 即 


9B oF _ 
二 二 = (8-8-27) 
将 上 式 变 为 非 守恒 形式 便 为 

4 好 ta 加 -0 (8-8-28) 
式 中 Q=[p uv PJ (8-8-29a) 

up 0 0 9 0 pp 0 

0pu 0 中 0 pr 0 0 
4=|o 0 pu 0 B=l0 0 pr 1 (8-8-29b) 

0 C pw 2 0 pm C -了 刀 
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2 2 YP 
C=pu + 训 C=pv + (8-8-29c) 
将 4: 左 乘 式 (8-8-28) 得 
20,418 2- ee 
EE (8-8-30) 
可 以 看 出 ， 如 果 矩 阵 (4j"B) 具有 实 特征 值 ， 则 方程 组 式 (8-8-27) 为 双 曲 型 方程 组 。 
容易 求 得 其 特征 值 为 
a ht le (8-8-31a) 
u 2 
b=[7-o7-D] ww -oa’ 
b=-u[l+7-o(7-D)] (8-8-3lb) 
Cav -a 


这 里 a 为 声速 。 如 果 在 x 方向 的 动量 方程 中 ， 流 向 的 压力 梯度 完全 保留 ( 即 w=1)〉 时 ， 则 不 
难看 出 只 有 当 
+z>a 或 M>=1 
时 ， 所 有 的 特征 值 才 为 实数 ， 如 果 流 向 压力 梯度 只 保留 一 部 分 〈 即 取 0< w 1)， 则 仅 在 如 
下 条 件 成 立时 亚 声速 区 域内 的 特征 值 才 可 以 保持 为 实数 ， 这 个 条 件 是 
ThM。 
0 < T1707 

式 中 ，M, =u/a。 注 意 ， 以 上 不 等 式 是 假定 法 向 速度 分 量 v 比 流向 速度 分 量 4 小 得 多 的 情况 
下 推出 的 。 

现在 考虑 粘性 方程 ， 这 里 先 去 掉 式 8-8-24) 中 的 3F/9y 项 ， 则 这 时 方程 的 非 守恒 形 


式 为 


(8-8-32) 


2 
4 邓 - , 强 (8-8-33) 
式 中 ，4 与 B, 为 

uw p 0 0 000 0 

uw 2pu 0 ow 01 0 0 
A=luw pv pu 0 B=4|0 0 43 0 (8—8—34a) 

Yu 
b bh pu 7 b u sv bs 
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uw? +0°) Wy PB +0°) 


bh b 
2 Ul? (8-8-34b) 
ey 了 
” CO=-DpzPr”” (Y-DpPr 


这 里 Pr 为 Prandtl 数 。 如 果 和 矩阵 〈 4;'B, ) 的 特征 值 是 正 实数 ， 则 方程 组 (8-8-33) 对 x 
的 正 向 而 言 为 抛物 型 方程 组 。 可 以 证 明 53: 当 x>0 且 
2 
om 0) (8-8-35) 

时 ， 则 矩阵 〈 47'B, ) 的 特征 值 为 正 实数 。 显 然 ， 当 M, =1 时 ， 则 f(M,)=1; 当 M,>1 时 ， 
则 了 (M,)>1， 这 时 可 以 取 w=1 即 流向 压力 梯度 完全 被 包含 在 方程 中 ; 当 M, <1 时 ， 如 果 要 
求 特征 值 为 正 实数 ， 则 只 能 部 分 流向 压力 梯度 被 保留 ( 即 w3P/3x 部 分 )。 值 得 注意 的 是 ， 因 
为 在 壁面 上 马赫 数 M, =0， 故 靠近 壁面 w 一 0， 所 以 在 边界 层 内 亚 声速 部 分 中 ， 如 果 保留 了 
整个 流向 压力 梯度 项 的 话 ， 则 PNS 方程 的 空间 推进 解 将 是 不 稳定 的 〈 因 这 里 包含 了 “椭圆 
型 ” 特性)。 为 了 保证 空间 推进 方法 的 稳定 性 ， 通 常 的 处 理 措施 有 两 个 :一 个 是 在 亚 声速 区 
完全 丢掉 流向 压力 梯度 项 (但 这 样 做 对 流向 压力 梯度 较 大 时 的 流 场 将 导致 误差 );， 第 二 是 采 
用 下 面 的 具体 办 法 : 在 亚 声 速 区 域内 ， 对 9P/ax 项 采用 单 侧 向 后 差分 ， 即 

9P _P-P, 

Bx Ar 
正如 文献 [38] 作 Fourier 〈 传 里 叶 ) 稳定 性 分 析 时 所 指出 的 ， 如 果 Ax 小 于 某 个 值 〈 不 妨 令 它 
为 (Ar)as ) 时， 则 将 存在 不 稳定 现象 。 所 以 采用 Ax> (Ar)。。 的 办 法 去 防止 解 的 指数 增长 。 这 
里 (Ar 对 于 x 方向 步 长 的 限制 ， 表 明了 上 游 椭圆 干 扰 区 的 存在 。 换 句 话说 ， 应 该 对 x 方向 
的 步 长 提出 限制 条 件 。 对 二 维 PNS 方程 则 显 式 格式 的 (Ar)。。 为 


3 好 去 -!wy 


ysin’(B/2) 
式 中 ，K, 为 正 整 数 。 另 外， 对 于 隐 式 格式 ， 一 些 文献 建议 (Ar) 取 为 两 倍 显 式 格式 时 的 最 
小 步 长 。 

2. PNS 方程 的 空间 推进 

为 了 求解 式 (8-8-22), 在 流动 的 主 方向 (这 里 取 为 x 方向 ) 上 可 以 采用 Beam & Warming 
的 2 阶 精度 格式 ， 即 9 


i) OAx 9， Ar 9 86， 
(8) ie wl) tite tn E),+ 


ol -人 Je + 


(8-8-36) 


(Ax), ， B=K.Ay 


(8-8-37) 
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式 中 ，6x 为 关于 x 的 单 侧 前 差 算 子 ， 即 (6:E) =E,,,-E,; 8 与 9, 为 格式 参数 ， 当 0,=1， 
0, =0 时 为 一 阶 隐 格式 ， 当 6 =1， .= 二 时 ， 为 二 阶 隐 格式 。 
将 式 (8-8-22) 代入 到 式 (8-8-37)， 得 
+E) 2_ QAr 5 
Ge-- 丛 亿 [ze-mT2ec-o0] -六 e-m+ 
i 
2&6-0) | arolla -4-0 jer + 


令 印 =[p,pwpmpwe 三 [mwl 了， 并 令 9F/Bw = 四 与 3G/Bw=C ， 这 里 B 与 C 均 为 
5X5 的 矩阵 。 值 得 注意 的 是 ， 关 于 粘性 项 F' 与 Gs 的 Jacobian 矩阵 的 计算 ， 这 里 不 妨 假设 粘 
性 系数 上 4 与 热传导 系数 都 不 依赖 于 W ， 并 以 天 与 8 分别 表示 列 矢量 F' 与 G’ 的 元 素 ， 于 
是 外 与 8g, 表达 式 为 


(8—8—38) 


.9 
f= gr=0 2 


注意 上 式 中 省 略 了 交叉 导数 项 ， 并 假定 w 与 xx 不 依赖 于 外， 而 及 与 把 是 多 的 函数 ， 于 是 
将 ju 与 8 分别 在 i 点 作 泰 勒 级 数 展 开 ， 便 有 


fin= -reo 引 让 委 je-eteo] (8-8-40) 
Bin = 8 +(Gi) 吝 3 [3 Jan 加 | o[(eo] (8-8-41) 


(8-8-39) 


由 此 可 得 到 
(EF) =(B,), (dW) +O(AP)， 轧 =9F13m (8-8-42) 
(6:6), =(C), 5) +o(Ae)， ci=3G:/3w (8-8-43) 
对 于 EE 可 作 如 下 分 解 ， 即 
E=E’+P" (8—8-44) 
式 中 
pu 0 
pu +OP (1-o)P 
BE'=| pw |, P=| 0 (8-8-45) 
puw 0 
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(6:E) =(6E’) +(6:P'), (8-8-46) 


于 是 ， 类 似 的 有 


(GE') =(4) (6:W) +0(Ar), 4 =9E/aW (8-8-47) 


将 式 (8-8-46)、 式 (8-8-47)、 式 (8-8-42)、 式 〈8-8-43) 代入 到 式 (8-8-38) 
后 得 


OBS 介 [e-aie] ec-eiew 
村 5 (8-8-48) 
-入 [ee +o-6) (5) -6:7) 


将 式 (8-8-48) 的 左 端 隐 式 部 分 近似 因 式 分 解 为 


fe ) + 和 -0 ) ] (A) [mw + ) -| Jem =RHS (8-8-49) 


式 中 RHS 表示 式 (8-8-48) 的 右 端 项 。 另 外 ， 在 式 (8-8-49) 中 采用 了 计算 流体 力学 中 
因 式 分 解 算法 里 常用 的 书写 约定 ， 即 用 


9 9 
[&(e-c)l(eew) talc-c) (Gew)] (8-8-50) 
因此 ， 式 8-8-49) 的 求解 可 分 三 步 进行 : 
第 一 步 : 求解 
OAr 9 x id 
[+ 多 六 -elem) -ms (8-8-51) 


将 让 采用 中 心 差分 算 子 68? 取代 ， 便 得 


yp) OAr x 
(4 (GW),,, + [c-e ji (sm),,,] =RHS (8-8-52) 


显然 ， 上 式 涉及 (jk-]、(bj,h) 与 (i,j,k+D) 这 三 个 点 ， 也 就 是 说 式 (8-8-52) 左 端 系 
数 构成 了 块 三 对 角 和 矩阵 。 因 此 对 于 固定 的 i 截面 ， 沿 z 向 扫描 的 过 程 就 是 求解 方程 组 式 
(8 一 8 一 52) 的 过 程 ， 注 意 这 里 仿 为 中 间 求 解 变 量 。 
第 二 步 : 求解 

BAr 9 


[4 =(4), (5:W) (8-8-53) 
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用 中 心 差分 答 子 到 取代 避 ， 便 得 


四 BAr + Po 
(4),a (GW),,, + [(e-a ) (am) ] =(4),a (GW),, (8-8-54) 
上 式 涉及 Gj 一 4h)、(% 记 有 与 Gj+1, 有 ) 这 三 个 点 ， 也 就 是 说 式 (8-8-54) 左 端 系 数 构成 了 
块 三 对 角 和 矩阵 。 同样 的 , 对 于 固定 的 i 截面 , 沿 y 向 扫描 的 过 程 就 是 求解 方程 组 式 (8 -8-54) 
的 过 程 。 
第 三 步 : 计算 (i+l) 截面 上 的 W 值 
Wx 三 Wija +(67W ) ,或 简 记 为 Ws =W+(6:W ) (8-8-55) 

至 此 通过 这 三 步 的 计算 ， 完 成 了 由 i 截面 向 (i+1) 截面 的 推进 。 

最 后 还 应 该 指出 的 是 ， 空 间 推进 算法 在 航空 、 航 天 工程 中 已 经 获得 了 巨大 成 功 e9, 49。 
对 于 没有 大 分 离 的 超声 速 粘性 流动 ， 它 是 一 个 较为 经 济 、 实 用 的 格式 。 应 该 看 到 ， 我 国 在 采 
用 空间 推进 求解 超声 速 无 粘 流动 方面 开展 工作 还 是 较 早 的 ， 例 如 文献 [4H] 的 作者 们 就 在 这 一 
方面 取得 了 较 好 的 成 果 。 另 外 ， 文 献 [42，43，44] 在 航天 器 的 气动 计算 上 也 做 了 许多 工作 。 
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习 题 
1. 适用 于 亚 、 跨 、 超 声速 定常 、 无 粘 、 无 旋 、 平 面 流动 的 小 扰动 方程 组 为 
(1 Mt M(t a 


式 中 ， 必 分 别 为 沿 ay 方 向 的 小 扰动 速度 分 量 ， 即 : w=U+u ，v=v ， 这 里 wv 为 相应 
的 速度 分 量 。 试 求 其 特征 线 方程 以 及 相 容 关 系 式 。 

2. 在 自然 坐标 系 (s,n) 中 ， 气 体 平面 、 定 常 、 
无 旋 、 无 类 、 等 粹 运动 的 方程 组 为 


00 (*2) 


式 中 ，5,n 分 别 为 沿 流 线 及 沿 法 线 方向 的 坐标 ; 
V 和 0 分别 为 速度 的 大 小 和 速度 矢量 与 x 轴 间 的 
夹 角 ， 如 图 8.20 所 示 。 试 求 出 该 方程 组 的 特征 
线 以 及 相 容 关系 式 。 画 出 物理 平面 上 的 特征 线 ， 
阑 述 其 物理 意义 。 图 8.20 自然 坐标 系 

3. 在 气体 动力 学 中 ，Prandtl-Meyer〈 普 朗 特 - 迈 耶 ) 函数 Vy 是 超声 速 问题 中 经 常 使 用 的 
气动 函数 之 一 ， 其 定义 为 


v=JSLav (43) 
V 


式 中 ，V 为 速度 的 模 ， 为 马赫 角 。 试 证 明 : 对 于 定常 、 无 旋 、 无 粘 平面 等 炉 流 动 ， 其 基 
本 方程 组 为 


ov 96 

Ca (*4) 
9vy 90 0 

(mj) -a= 


式 中 ，9 为 气流 与 x 轴 的 夹 角 : 坐标 系 (S,m) 为 自然 坐标 系 。 如 果 选 用 马赫 线 网 格 组 成 新 的 
坐标 系 (&,) 时 (如 图 8.21 所 示 )， 注 意 到 马赫 线 与 流 线 之 间 的 倾角 为 +h ， 试 证 明 : 对 于 定 
常 、 无 旋 、 无 粘 平面 流动 ， 有 下 面 两 式 成 立 
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(a) 
图 8.21 自然 坐标 系 与 特征 线 坐 标 系 


我 们 可 以 借助 于 式 〈*5) 与 式 〈*6) 完成 超声 速 平 面 、 无 旋 、 定 常 等 炉 流 动 的 计算 。 今 给 定 
初始 曲线 AB( 如 图 8.22 (a) 所 示 ) 上 点 1、 点 4、 点 6 与 点 2 处 (如 图 8.22 (b) 所 示 ) 的 
Vv 与 9 值 ， 试 计算 : 点 3、 点 5、 点 7、 点 8、 点 9 与 点 10 上 的 v 与 9 值 。 


图 8.22 计算 用 的 特征 线 网 格 


4. 前 面 题 3 主要 考虑 的 是 等 炉 流 动 问题 。 对 于 非 等 炉 流 动 ， 可 以 证 明 ， 轴 对 称 、 定 常 、 
无 粘 、 非 等 焙 流 动 的 其 本 方程 组 为 


a * 
V 90 和 rr 全 全 


19y 98 Td 1d8 


了 一 - 基 =- 志 一 C*8) 


Van 3 
式 中 ， 昌 与 5 分 别 代表 总 洽 与 炉 ， T 为 温度 ， 试 从 式 (*7) 与 式 (*8) 出 发 ， 证 明 在 特征 
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sing a a5 如 | 
时 
pa 


线 坐 标 系 〈 ,nm ) 中 存在 如 下 关系 


(*9) 


甘 +9)= (sinp)— 


9 
两 -6)= Gin 


门 im8 六 (7 奖 ] Caloy 
7 


提示 : 在 完成 式 (*9) 与 式 (*10) 证 明 时 ， 应 注意 到 如 下 关系 式 成 立 ， 即 
an a 


=csch, =-csch (*11) 


on 
5. 对 于 平面 、 无 粘 、 均 总 灶 、 超 声速 流动 ， 其 基本 方程 组 如 下 : 
(ee (ee- ) -0 
Vx(VxV)=-7VS 


式 中 ，5 为 六 ，T 为 温度 。 试 求 出 该 问题 的 特征 线 方程 和 相 容 性 关系 式 。 
6. 在 早期 气体 动力 学 及 空气 动力 学 的 计算 中 ， 细 长 旋 成 体 ( 又 称 细 长 锥 ) 超声 速 定常 、 
无 粘 、 无 旋 绕 流 流动 常 采用 轴 对 称 小 扰动 近似 ， 其 基本 方程 组 为 (4 


(*12) 


(*13) 


式 中 ，wv 为 沿 乓 ?方向 的 小 扰动 速度 。 试 求 出 上 述 方程 组 的 特征 方程 和 相 容 关系 式 。 如 果 
我 们 引进 小 扰动 速度 势 p(x,7) ， 使 其 满足 32 -= 以， 99/9r =v"， 于 是 可 得 到 如 下 关于 9 的 偏 


微分 方程 
op Pp _ 10 
Be 7 里 = (#14) 
这 里 本 =M2: -1>0; 如果 已 知 (*14) 的 基本 解 之 一 是 
(xn)=-- 王 全 一 
Ye-(Br} 
试 求 出 式 〈*14) 的 通 解 。( 提 示 : 因为 式 (*14) 是 线性 的 ， 故 可 以 利用 流体 力学 基础 课程 
讲 过 的 通过 沿 x 轴 连 续 分 布 着 “超声 速 点 源 ” 的 办 法 去 求 在 点 (x,r) 处 产生 的 扰动 速度 势 以 

便 获得 式 〈*14) 的 通 解 。) 

7. 如 图 8.23 所 示 ， 今 有 一 平面 超声 速 喷 管 ， 流 动 为 定常 、 无 粘 、 均 精 。 令 C 点 在 喷 管 
轴线 上 ， 假 设 4C 与 CB 分 别 为 第 二 族 与 第 工 族 特征 线 ， 并 假定 BC 线 后 的 流动 均匀 并 且 
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Ms >1; 已 知 点 4 的 9 与 vy 值 ,并且 B 点 
的 8 值 也 已 知 ， 试 求 出 B 点 的 v 值 (这 里 
0 为 速度 倾角 ，v 为 Prandtl-Meyer 函数 )。 

8. 设 空气 以 超声 速 流 过 平面 尖 头 对 
称 物体 ， 来 流 参数 9. =0，P. =10: Nim?， 
pP_ =1.160 kg/m’, T.=300 K ，M_ =3.0， 
如 图 8.24 所 示 。 若 点 1 和 点 2 的 位 置 坐 
标 和 流动 参数 分 别 为 =0.221 11 m, y=0.283 15 m, V =691.50 m/s, 0,=30°"，P=6.3558 
x10 N/m*，p, =3.678 0 kg/m?， 令 点 1 在 激 波 上 ， 并 且 点 1 处 的 激 波 角 局 =52.013" 
% =0.269 90 m, y,=0.269 85 m, V,=697.14 m/s, 0,=29.535°, P=6.213 0x10’ N/m’, 
ps =3.618 7 kg/m? ， 试 求 出 点 4 的 位 置 和 流动 参数 V,，6, 和 点 4 处 激 波 角 B, ， 这 里 点 4 在 
激 波 上 。 

9. 设 空气 从 45° 角 的 斜 切 平面 喷 管 流出 〈 见 图 8.25)。 已 知 喷 管 宽度 为 H=20 mm， 
O4=10 mm， 出 口 处 M,=2.0，R =0.775x10; Nim?: ， 令 流动 等 粹 ， 总 密度 p = 4.96 kg/m’ ， 
外 界 大 气压 P =1.013x105 N/m* ， 试 求 出 图 8.25 中 各 个 节点 的 位 置 和 射流 边界 点 的 V 和 0 值 。 


图 8.23 平面 收缩 扩张 喷 管 


f P=1 大 气压 
图 8.24 ~ 头 部 激 波 与 尖 头 物体 的 超声 束 绕 流 图 8.25 喷 管 出 口 的 自由 边界 


10. 如 图 8.26 所 示 ， 物 体 的 顶部 是 尖 的 ， 其 外 形 由 三 部 分 组 成 : D 04 段 为 直线 ， 其 
斜率 为 an6。( 这 里 6. 为 半 顶 角 )。@ 4B 段 为 过 渡 段 , 它 服从 y=atbx+cx*， 即 y/y, = 


2 
-0.008 3+0.609 从 }om 加 ， 并 且 匹 / =3.291， 这 里 闷 与 六 为 巨 点 的 * 与 坐标。 


ye je 


@ BE 段 为 直线 并 且 平 行 于 x 轴 。 另 外 ， 克 /y, =0.173 ， 这 里 郊 为 4 点 的 zx 坐标 。 试 用 
FORTRAN 语言 或 C 语言 编制 附 体 激 波 生成 程序 以 及 附 体 激 波 与 物 面 之 间 区 域 ( 如 图 8.27 
所 示 ) 的 特征 线 生成 源 程序 (提示 : 曲线 激 波 的 自动 伸展 过 程 可 参考 本 书 第 2 章 §2.7 节 进 
行 )， 并 完成 本 算 例 的 特征 线 计算 计算 时 取 M.=3.0, 比 热 比 Y=14 ， 并 且 假定 是 定常 、 无 . 
粘 、 二 维 流动 )。 
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径 向 位 置 y/y。 
Sn 


< > 
> 


图 8.26 尖 头 物体 的 外 形 线 图 8.27 尖 头 物体 超声 速 无 粘 绕 流 的 特征 线 计算 


11. GAMM 前 台阶 超声 速 绕 流 ， 是 国际 上 考核 
数值 格式 捕捉 激 波 能 力 的 著名 算 例 。 图 8.28 给 出 
了 前 台阶 算 例 的 形状 : 管道 长 为 3， 宽 为 1， 台 阶 
相距 管道 左 端 为 0.6， 台 高 为 0.2; 初始 时 刻 管内 
充满 着 理想 气体 ，y=1.4 ， 密 度 p=1.4， 压 强 
P=1.0〈 这 里 给 出 的 均 为 量 纲 为 1 的 值 )， 气 流 沿 
方向 以 马赫 数 M. =3.0 的 速度 由 左 往 右 流入 台阶 
风 洞 管道 的 入 口 ， 于 是 在 管道 内 将 产生 一 个 比较 复杂 的 流 场 ， 台 阶 前 有 脱 体 弓 形 激 波 ， 强 度 
相当 大 ， 这 里 给 出 文献 [47] 采 用 非 结构 网 格 Delaunay 三 角形 剖 分 km 和 Roe 矢 通 量 差分 分 裂 
格式 相 结合 求解 Euler 方程 组 ， 所 得 到 的 某 一 时 刻 〔 这 里 取 +=4.0 ) 的 计算 结果 ， 如 图 8.29 
所 示 。 从 图 上 可 清晰 的 看 出 ， 脱 体 激 波 、 反 射 激 波 、 滑 移 线 以 及 声速 线 等 。 试 用 FORTRAN 
语言 或 C 语言 编制 源 程序 完成 采用 空间 推进 法 计算 二 维 、 定 常 、 无 粘 、 进 口 来 流 以 
M. =3.0 作 超声 速 流动 时 的 流 场 ， 并 与 图 8.29 作 比 较 。 结 合 这 一 算 例 ， 试 谈 一 下 为 什么 要 
用 高 分 辨 率 格式 才能 有 效 的 提高 捕捉 激 波 间 断面 的 能 力 ? 并 请 思考 ， 本 算 例 采 用 时 间 推 进 法 
求解 与 采取 空间 推进 法 求解 时 两 个 解法 的 本 质 区 别 ? 两 种 算法 所 计算 出 的 流 场 是 否 能 够 反映 
物理 流动 的 本 质 ? 


图 8.28 前 台阶 二 维 风 洞 


图 8.29 前 台阶 绕 流 的 等 压力 线 与 等 马赫 线 分 布 
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12. 超声 速 粘性 气体 绕 过 平面 尖 锥 物体 ， 如 图 8.30 所 示 。 已 知 来 流 马赫 数 M. =2.0， 


雷诺 数 R. =1.85x105 (以 锥 的 柱 体 半径 为 特征 长 度 )， 半 锥 角 6. =10" ， 裙 倾角 6 =7°， 
心 =4.0, 1 =10.0, ls =4.0〈 这 里 全 部 为 量 纲 为 1 量 )， 试 用 空间 推进 求解 定常 PNS 方程 的 
办 法 确定 物 面 压力 分 布 曲线 以 及 激 波 外 形 〈 要 求 用 FORTRAN 语言 或 C 语言 编制 源 程序 完 
成 本 算 例 )， 并 与 图 8.31 及 图 8.32 作 比 较 。 
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一 无 粘 理 论 值 
A 某 方法 的 计算 值 


图 8.31 绕 平面 尖 锥 柱 裙 物体 的 压力 分 布 曲线 〈 M. =2.0, Re = 1.85x10: ) 


40 80 120 16.0 
xd12) 


图 8.32 平面 尖 锥 柱 裙 物体 的 激 波 外 形 〈 M. = 2.0, Re =1.85x10: ) 


高 超声 速 (Hypersonic) 这 一 名 词 是 钱学森 先生 在 文献 [1] 中 提出 的 。 高 超声 速 空气 动 
力学 是 研究 气体 与 高 超声 速 飞行 器 相对 运动 时 产生 的 力 、 热 和 其 他 物理 现象 的 科学 ， 是 一 门 
新 兴 分 支 学 科 。 高 超声 速 飞行 器 既 包 括 穿越 大 气 层 的 发 射 、 上 升 段 ， 在 大 气 层 外 飞行 的 轨道 
飞行 段 以 及 再 入 大 气 层 的 返回 段 ( 这 些 航 天 飞行 器 (Space Vehicle) 如 卫星 、 飞 船 、 航 天 飞 
机 和 空 天 飞机 以 及 弹道 式 导弹 等 )， 也 包括 在 大 气 层 内 以 高 超声 速 飞行 的 飞机 和 导弹 。 事 实 
上 ， 高 超声 速 飞 行 器 在 它 飞 行 的 全 过 程 中 ， 要 遇 到 各 种 速度 范围 ， 包 括 从 亚 声速 、 跨 声速 、 
超声 速 到 高 超声 速 范 围 内 的 气体 动力 学 问题 以 及 稀薄 气体 动力 学 问题 ， 但 本 章 主要 讨论 在 高 
超声 速 范围 内 的 气动 问题 。 在 高 超声 速 流动 的 范围 内 ， 本 章 主要 介绍 三 方面 的 内 容 : @ 高 
超声 速 无 粘 流动 。@ 高 超声 速 粘性 流动 。@@ 高 超声 速 与 高 温 流动 时 的 气动 热力 学 问题 。 


$9.1 高 超声 速 流动 的 特征 


高 超声 速 空气 动力 学 的 兴起 是 与 火箭 、 导 弹 、 卫 星 、 载 人 飞船 、 航 天 飞机 的 发 展 密切 
相关 的 。 半 个 世纪 以 来 ， 在 航天 事业 的 推动 下 ， 高 超声 速 空气 动力 学 的 理论 和 实验 技术 得 到 
了 迅速 发 展 。 所 谓 高 超声 速 流 是 指 速 度 远大 于 声速 的 流动 ， 通 常用 自由 来 流 马赫 数 M. 大 于 
5 作为 高 超声 速 流 的 一 种 标志 ， 但 这 种 M. 的 界限 不 是 很 绝对 的 ， 流 动 是 否 是 高 超声 速 流 还 
与 飞行 器 的 具体 形状 有 关 ， 例 如 对 于 钝 体 ， 当 M_ >3 时 就 开始 出 现 高 超声 速 流 的 特征 ， 而 
对 细 长 体 ，M-_ 要 高 达 10 时 才 会 出 现 这 些 特征 。 事 实 上 ， 正 如 文献 [2] 指 出 的 要 给 高 超声 速 
下 一 个 简明 而 准确 的 定义 较为 困难 ， 因 此 研究 高 超声 速 流动 所 具有 的 特征 更 显得 重要 9 4 。 
下 面 分 五 个 方面 介绍 高 超声 速 流动 的 主要 特征 。 

一 、 薄 激 波 层 Thin shock layer) 和 激 波 前 后 小 密度 比 

根据 斜 激 波 理论 〈 见 本 书 第 2 章 )， 在 气流 偏转 角 给 定 的 情况 下 ， 激 波 波 后 的 密度 增 量 
是 随 来 流 马赫 数 的 增加 而 迅速 增 大 的 。 由 质量 守恒 定律 可 知 ， 波 后 气体 密度 越 高 ， 所 需 面 积 
越 小 。 这 意味 着 在 高 超声 速 流动 中 ， 激 波 与 物 面 之 间 的 距离 很 小 。 通 常 将 激 波 与 物 面 之 间 的 
流 场 定义 为 激 波 层 ~!'"。 高 超声 速 绕 物 体 流动 的 基本 特征 之 一 是 激 波 层 很 薄 。 例 如 ， 马 赫 
数 M. =36 绕 半 攀 角 为 15° 的 高 超声 速 流动 ， 假 定 气 体 的 比 热 比 Y=1.4， 则 按照 完全 气体 的 
斜 激 波 理论 可 得 到 这 时 激 波 倾角 仅 为 18" ， 如 图 9.1 所 示 。 如 果 计 及 高 温 化 学 反应 的 影响 ， 
则 激 波 角 将 更 小 。 另 外 ， 对 于 高 超声 速 流 动 ， 激 波 前 后 密度 之 比 是 个 小 量 ， 例 如 “阿波 罗 ” 
(Apollo) 飞船 再 入 大 气 飞 行 时 真实 气体 的 密度 比 约 为 1/20。 
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二 、 存 在 着 炳 层 〈Entropy layer)， 在 这 
个 区 域内 灼 梯度 很 大 

高 超声 速 飞 行 器 都 做 成 钝 头 体 ， 这 是 因 
为 头 部 驻 点 处 的 对 流传 热 与 头 部 曲率 半径 的 平 
方 根 成 反比 ， 将 头 部 钝 化 可 以 减轻 头 部 的 热 载 
荷 。 在 高 马赫 数 下 ， 钝 头 上 的 激 波 层 很 薄 ， 而 
且 脱 体 激 波 离 头 部 的 距离 4 (如 图 9.2 所 示 ) 


图 9.1 高 超声 速 薄 激 波 层 


亦 很 小 。 我 们 知道 气体 通过 激 波 后 引起 灶 
增 ， 激 波 越 强 ， 粹 增 越 大 。 在 头 部 区 域 ， 
激 波 强烈 弯曲 。 在 流动 的 中 心 线 附 近 ， 弯 
曲 激 波 几乎 与 流 线 垂直 ， 因 此 中 心 线 附 近 
的 炉 增 较 大 。 距 流动 中 心 线 较 远 处 ， 激 波 
较 弱 ， 相 应 的 炉 增 也 较 小 。 也 就 是 说 ， 穿 
过 弯曲 激 波 不 同位 置 的 流 线 经 历 了 不 同 的 
篇 增 ， 于 是 具有 炉 梯 度 很 大 的 气体 层 将 履 
盖 在 物体 的 表面 上 构成 炉 层 ， 并 伸展 到 头 
部 下 游 的 一 个 相当 大 的 区 域 。 由 可 压缩 流 
的 Crocceo〈 克 罗 柯 ) 定理 ， 对 于 均 能 流 
动 , 有 
Vx(VxV)=-TVS (9=1-1) 

上 式 表 明 炉 的 梯度 是 与 旋 度 联系 在 一 起 ， 也 就 是 说 强 炉 梯 度 的 烂 层 是 与 强 旋 度 联系 在 一 
起 ， 即 烂 层 为 强 旋涡 区 ， 有 了 时 又 把 炉 层 影响 称 为 “ 涡 干 扰 ”。 显然 ， 炳 层 的 存在 给 物 面 边 
界 层 的 计算 带 来 困难 。 炉 层 处 在 激 波 层 的 内 层 ， 它 和 边界 层 是 两 个 不 同 的 概念 ， 它 是 一 
层 低 密度 、 高 粹 、 大 的 炳 梯度 、 强 旋涡 的 气体 。 粹 层 的 存在 是 高 超声 速 流 动 的 又 一 个 重 
要 特征 。 

三 、 粘 性 的 干扰 强 、 边 界 层 厚度 与 激 波 层 相 比 不 能 省 略 

可 以 证 明 : 在 高 超声 速 条 件 下 ， 层 流 边界 层 厚度 5 与 自由 流 马赫 数 M. 及 雷诺 数 Re., 间 
的 关系 可 简化 为 


图 9.2 高 超声 速 炳 层 


2 
DM (9-1-2) 
Re. 


这 里 符号 < 表示 比例 关系 。 上 述 关 系 式 可 借助 于 高 超声 速 平板 边界 层 的 流动 予以 定性 说 
明 ， 高 超声 速 流动 具有 很 大 的 动能 ， 在 边界 层 内 ， 粘 性 效应 使 流速 变 慢 时 损失 的 动能 部 分 
转变 为 气体 的 内 能 ， 并 且 导 致 了 边界 层 内 温度 的 升 高 ， 图 9.3 给 出 了 典型 的 温度 分 布 剖面 。 
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这 种 温度 升 高 控制 了 高 超声 速 边 界 层 的 特征 ,例如 
随 着 温度 的 升 高 气体 的 粘性 系数 增 大 ， 密 度 减 小 边 
界 层 变 厚 ， 所 以 在 高 超声 速 流动 下 ， 边 界 层 变 厚 的 
现象 应 当 予 以 重视 。 边 界 层 的 变 厚 对 外 部 无 粘 流产 
生 影 响 ， 外 部 无 粘 流 的 变化 又 反 过 来 影响 边界 层 的 
增长 ， 于 是 出 现 了 高 超声 速 外 部 无 粘 流动 与 边界 层 
和 下 粘性 之 间 的 相互 作用 ， 这 种 作用 常 称 为 粘性 干扰 。 
图 9.3 高 超声 速 边界 屋内 的 温度 剖面 而 这 种 粘性 干扰 对 物 面 压力 分 布 有 重要 影响 ， 万 其 
是 对 高 超声 速 飞行 器 的 升力 、 阻 力 和 稳定 性 造成 重 
要 的 影响 ， 另 外 ， 粘 性 干扰 还 会 使 物 面 的 摩擦 力 和 传 热 率 增 大 。 在 某 些 情况 下 ， 使 得 边界 层 
的 厚度 变 得 与 激 波 层 的 厚度 相当 。 显 然 在 这 种 情况 下 ， 激 波 层 中 的 粘性 作用 不 容 忽视 。 
四 、 高 温 激 波 层 内 存在 着 高 温 效应 
当 高 超声 速 气流 通过 激 波 压缩 或 粘性 阻 滞 而 导 
致 减速 时 ， 极 大 的 粘性 耗 散 使 得 高 超声 速 边 界 层 内 的 
温度 达到 非常 商 的 值 ， 它 足以 激发 分 子 内 的 振动 能 并 
引起 边界 层 内 气体 的 离 解 ， 甚 至 电离 。 例 如 1969 年 
7 月 24 日 “阿波 罗 ”(Apllo) 11 号 飞船 在 完成 了 人 
类 历史 上 第 一 次 登 月 飞行 之 后 重 返 地 球 大 气 层 。 在 其 
飞行 轨道 上 选取 一 个 给 定 的 空间 点 作 计 算 ， 例 如 取 高 
度 为 53 km， 马 赫 数 M. =32.5， 在 此 高 度 上 大 气温 
度 为 T=283 K ;如果 飞船 马 形 激 波 后 的 温度 二 采用 男人 94 高 生发 波 层 
比 热 比 y=1.4 的 完全 气体 正 激 波 关系 式 进行 计算 ， 这 
时 得 到 的 温度 五 = 58 128 K ， 而 考虑 到 气体 的 高 温 效应 〈 即 注意 到 真实 气体 的 效应 ) 之 后 
按照 平衡 流 作 计算 得 到 的 五 仅 为 11 600 K， 显 然 这 个 温度 与 实际 情况 较为 贴近 。 当 然 ， 这 
个 温度 还 是 非常 高 的 。 事 实 上 ， 对 于 空气 来 讲 当 温度 低 于 800 K 时 ， 要 考虑 分 子 的 移动 和 转 
动 自 由 度 的 激发 co)， 当 温度 T 超 过 800 K， 这 时 气体 分 子 的 振动 自由 度 被 激发 ， 当 温度 达到 
2 000K 在 一 个 大 气压 下 )， 空 气 中 的 氧气 开始 高 解 (0, 一 O+0); 达到 4 000K 时 ， 氧 分 
子 全 部 离 解 ， 在 此 温度 下 ， 氮 气 开始 离 解 (N, > N+N) ; 当 达 到 9 000 K 时 ， 氨 分 子 全 部 离 
解 ， 在 9 000 K 以 上 ， 出 现 电 离 (N NN*+e ,0 一 0*+e )， 气 体 变 成 部 分 电 高 的 等 离子 体 。 
所 有 这 些 现象 被 通称 为 高 温 效 应 ， 又 称 作 真 实 气体 效应 (Real gas effect)。 很 显然 ， 这 种 高 
温 化 学 反应 流动 对 高 超声 速 飞行 器 的 升力 、 阻 力 和 力矩 均 会 有 重要 影响 ， 而 且 会 产生 对 物 面 
的 高 传 热 率 。 另 外 ， 如 果 激 波 层 的 温度 足够 高 ， 则 辐射 加 热量 4, 便 是 一 个 不 容 忽视 的 量 。 
例如 Apollo 飞船 再 入 大 气 层 时 ， 辐 射 传 热 占 加 热 率 的 30% 左 右 。 此 外 ， 对 于 高 超声 速 飞行 
器 ， 高 温 流动 产生 的 另 一 个 物理 现象 是 : 当 飞 行 器 再 入 大 气 层 期 间 ， 在 某 一 个 高 度 和 某 一 速 
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度 下 将 出 现 “ 通 讯 中 断 ”(Communications blackout)， 这 时 飞行 器 不 能 向 外 发 射 或 接收 无 线 
电波 。 这 种 现象 是 由 于 高 温 气体 的 电离 反应 所 造成 ， 是 电离 反应 所 产生 的 自由 电子 吸收 了 无 
线 电波 的 缘故 ， 因 此 精确 地 预测 流 场 中 的 电子 密度 也 是 一 项 非常 重要 的 工作 。 

五 、 高 空 、 高 超声 速 流动 时 存在 着 低 密 度 效应 

飞行 器 在 高 空 进行 高 超声 速 飞行 时 ， 还 会 遇 到 稀薄 气体 动力 学 方面 的 问题 。 对 于 稀薄 
气体 动力 学 来 讲 Knudsen( 克 努 森 ) 数 Kn 是 一 个 十 分 重要 的 相似 参数 局- 入。 Kn 定义 为 

和 = (9-1-3) 
式 中 ，! 是 飞行 器 的 特征 长 度 ，4 是 气体 分 子 撞击 的 平均 自由 程 〈mean free path)。 
根据 气体 的 稀薄 程度 ， 将 气体 流动 分 为 四 种 情况 : 

(1) Kn<0.03 时 为 连续 介质 区 域 , 这 时 Navier-Stokes 方程 , Fourier 热传导 关系 以 及 Fick 
质量 扩散 关系 都 适用 ， 并 且 在 物 面 处 满足 速度 无 滑 移 和 温度 无 跳跃 的 假定 。 

(2) 0.03 < Kn < 0.1 时 为 速度 滑 移 和 温度 跳跃 区 域 。 在 这 个 区 域内 N-S 方程 ，Fourier 关 
系 和 Fick 扩散 关系 仍然 适用 , 但 在 物 面 出 现 了 速度 滑 移 (Velocity slip)、 温 度 跳 路 (Temperature 
jump) 和 热 滑 移 等 现象 。 

(3) 0.1< Kmn<10 时 为 过 渡 〈transition) 区 域 ， 这 时 气体 分 子 的 平均 自由 程 与 流动 特征 
长 度 为 同一 量 级 ， 所 以 连续 介质 的 假设 不 再 成 立 ， 流 动 要 用 Boltzmann 方程 描述 。 


i (4) Kn >10 时 为 自由 分 子 free 


2 “振动 激发 ，y-A7) molecule) 区 域 ， 在 这 个 区 域 中 气体 
人 C 化 学 反 应 :yATP) 分 子 的 平均 自由 程 远大 于 流动 问题 的 
CT 特征 长 度 ， 所 以 流动 也 要 用 


高 空 低 密度 效应 
三 Boltzmann 方程 予以 描述 。 
综 上 所 述 ， 可 以 将 高 超声 速 流 
动 定义 为 这 样 的 一 种 流动 ， 在 这 种 流 
动 中 除了 马赫 数 的 限制 之 外 ， 上 述 物 


理化 学 现象 的 全 部 或 者 部 分 变 得 十 分 
Sa 重要 。 为 了 说 明 这 个 定义 ， 这 里 不 妨 
放 训 相互 作用、 -NA 给 出 图 9.5， 它 总 结 了 相关 的 一 些 重 
粘性 相互 作用 、、、 区 要 物理 现象 以 及 与 高 超声 速 飞行 之 间 
和 加 的 密切 关系 。 


图 9.5 高 超声 速 流动 的 物理 特征 
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$ 9.2 ”高 超声 速 流动 的 斜 激 波 以 及 膨胀 波 关 系 


9.2.1 高 超声 速 流 的 基本 激 波 关系 式 


对 于 量 热 完全 气体 ， 人 (2-2-24) 给 出 。 今 考虑 斜 激 波 ， 有 


= (Mi sin’ B- 1) (9-2-1) 
7+ 


3 


2 (7Y+1)M? sin’ B (9-2-2) 
P (7-D)Mrsin’ B+2 
w _1_2(M? sin’ Bp-1) 


=1- 一 一 一- 一 一 (9-2-3) 
1 (r+DMr 
aM sin’ Bl) (9-2-4) 
V(r 


式 中 ，B 为 激 波 角 ; 7 为 比 热 比 ， 取 x 轴 与 同方 向 ，y 轴 垂直 于 V， 并 且 V, 的 模 为 V; 
Vs 如 表示 用 在 x 轴 上 的 分 量 ，V, =v, 表 示 V, 在 y 轴 上 的 分 量 。 

对 于 高 超声 速 流 ， 当 (Msin B) >>1， 即 激 波 前 的 法 向 气流 马赫 数 M,, >>1 时 ， 则 上 面 
的 四 个 式 子 分 别 被 简化 为 


= 车 i(MsinB) (9-2-5) 
ps7 (9-2-6) 
p 7-!l 
i 
LN (9-2-7) 
及 7Y+1 
性 > 和 28 (9-2-8) 
VW Y+1 
p/p) 2y(y-1 
另外 五 -(B/a) ,OD (ysingy (9-2-9) 
T (p/p) (r+1) 
由 压力 系数 定义 ， 可 得 
=aB-B 2 (B14 /sng (9_2_10) 
C,=1 术 让 1] A 志 ] 9-2-10 
2 和 1 
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当 (MsinB》 >>1 时 ， 则 Csn6 (9-2-11) 
激 波 后 的 气流 转折 角 9 与 来 流 马赫 数 M, 、 激 波 角 有 之 间 的 关系 可 由 激 波 后 的 速度 三 角 
Bp 形 来 确定 
3” _ (wa/W)_ 2(M? sin’ Bp-1) cotp 
wo (ulW) Mi(r+cos2B)+2 


(9-2-12) 
图 9.6 给 出 了 平面 斜 激 波 的 69- 有 -Mi 间 
入 考 的 关系 曲线 。 在 高 超声 速 条 件 下 ，6 <<1, 
2 有 <<1， 于 是 sinB= 8, sin9 =90, cosB ~1, 
cos9=1, tan0 ~0 ， 因 此 式 (9-2-12) 


! 
1 
1 
! 
下 
| 
! 
' 
! 
! 
! 
! 
! 
! 


(Gu)forMi=5 可 简化 为 
10 
9 2p2— 
0 二 o- 引 总] (9-2-13) 
图 9.6 平面 斜 激 波 的 9- 有 -M, 间 关系 曲线 
当 M, 一 o 时 ， 则 式 (9-2-13) 简化 为 
Br+1 2 
你 过 2 (9-2-14) 
对 于 常温 的 空气 ，Y=1.4 ， 则 
有 一 1.26 (9-2-15) 


注意 在 上 述 各 式 中 ， 符 号 一 表示 当 M, 趋 近 % 时 的 通 近 值 。 
9.2.2 高 超声 速 小 扰动 时 的 激 波 关系 


对 于 尖 头 细 长 体 的 高 超声 速 流动 ， 常 引进 高 超声 速 相 似 参数 K ， 其 定义 为 中 


K=M0 (9-2-16) 
在 角 B 较 小 时 ， 则 式 (9-2-1)， 可 简化 为 
Bt (Mp -2-17) 
tpi 1 (9-2-17) 


另外 ， 角 度 较 小 时 式 (9-2-12) 可 简化 为 式 (9-2-13)， 即 


G8) 1- lgo (9-2-18) 
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因为 B 值 较 小 ，M, 值 较 大 ， 相 比 之 下 88 可 以 从 上 式 省 略 ， 于 是 省 略 后 上 式 可 重新 写 为 如 下 
形式 


BY_rtlB)_ 1 -o (9-2-19) 
9) 2 \e) me 


上 式 是 关于 (8/6) 的 一 元 二 次 方程 ， 于 是 可 以 得 到 它 的 两 个 根 。 又 考虑 到 负 根 无 意义 ， 故 下 
式 仅 取 正 根 ， 其 表达 式 为 


BrH, [7+ + 1 这 
PE 十 ( 也 ]】 (9-2-20) 
将 式 (9-2-20) 代 到 式 (9-2-19) 便 得 
外 -型 时 | EN a (9-2-21) 
Ora ea WO 
借助 于 式 〈9-2-21) 与 式 (9-2-16)， 则 式 (9-2-17) 变 为 
A wa |fz+LT 
站 了 天 十 7 天 [ 加 ] 法 (9-2-22) 
于 是 由 式 (9-2-10)》 便 可 得 到 用 高 超声 速 相似 参数 K 表达 的 压力 系数 C, 公式 
-26:|Z+14 (7H a 
6 时 9 到 (9-2-23) 
因此 ， 上 式 可 写 为 
C,/10* =f(K,7) (9-2~24) 


这 里 /CR,7) 表 示 它 是 关于 天 与 y 的 函数 。 
9.2.3 高 超声 速 流动 时 的 普 朗 特 - 迈 耶 膨 胀 波 


普 朗 特 - 迈 耶 〈 简 记 为 P-M) 流动 的 关系 式 已 由 式 (2-1-21) 给 出 。 令 气流 从 马赫 数 
Ml 膨胀 加 速 到 M; 时 引起 的 气流 方向 偏转 角 为 6 (注意 这 里 6 的 定义 与 式 (2-1-21) 略 有 
不 同 !)， 其 表达 式 为 了 
9=v(M:)-v(CM) (9-2-25) 
式 中 


-1 4 


v(M)= ee Ee -mw (9-2-26) 
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对 于 高 超声 速 流动 ， 式 (9-2-26) 可 简化 为 


vy(M)= EE [EE |- (9-2-27) 
7Y-1 7Y+1 
由 三 角 恒 等 式 
ection =H -arctan 1] (9-2-28) 
2 x 
作 级 数 展开 得 CN RS eR ON ee (9-2-29) 
省 


借助 于 式 (9-2-28) 与 式 (9-2-29)， 则 式 (9-2-27) 变 为 
v(M)= 辽 侍 隐语 +} 于] C0 
7-1l2 7-1M 2 M 
省 略 W(3M3，W(SMW5) 等 高 阶 小 量 后 ， 上 式 简 化 为 
v(M)= a ( 绍 入 et (9-2-31) 
7-1 入 7 
将 式 (9-2-31) 代 到 式 (9-2-25) 后 
ro (9-2-32) 


这 里 角 9 如 图 9.7 所 示 。 
另外 ， 由 P 与 M 间 的 等 业 关 系 可 以 得 
到 只 1R 的 表达 式 为 


BB, + 
1 1 
(9-2-33) 
图 9.7 P-M 流动 时 的 膨胀 波 
对 于 高 超声 速 流动 ， 则 上 式 简化 为 
27 
全 (全 (9-2-34) 
RF \M, 


借助 于 式 〈9-2-32) 与 式 (9-2-16)， 则 上 式 可 变 为 


Pp 5 
全 -i-ClmeT -Cl (9-2-35) 
旭 2 2 
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因此 由 式 (9-2-10) 又 可 得 到 用 天 表达 的 压力 系数 C, ， 即 
27 
c -22|f -IF (9-2-36) 
2 C7 


$9.3 高 超声 速 无 粘 流动 分 析 


9.3.1 "高 超声 速 小 扰动 方程 及 边界 条 件 


一 、 高 超声 速 小 扰动 方程 

今 以 小 扰动 高 超声 速 平 面 流动 为 例 ， 推 导 高 超声 速 小 扰动 方程 及 边界 条 件 。 取 + 轴 正 方 
向 与 来 流速 度 矢量 V. 的 方向 一 致 ， 取 y 轴 在 流动 平面 内 与 x 轴 正 交 。 设 和 vw 分 别 表 示 速 度 
VY 沿 x 和 ?方向 的 分 速度 ，v 与 分 别 表示 扰动 速度 沿 * 与 的 分 量 。 当 细 长 体 或 水 体 在 静 
止 空气 中 作 匀 速 直线 高 超声 速 运动 或 者 是 均匀 的 高 超声 速 气流 小 攻 角 时 流 经 细 长 体 或 水 体 ， 
因此 流 场 受 到 扰动 。 受 到 扰动 的 区 域 为 物体 附近 的 激 波 层 内 部 , 在 这 个 区 域内 产生 扰动 速度 ， 
气体 的 其 他 参数 也 发 生变 化 。 为 使 于 分 析 该 问题 ， 引 进 量 纲 为 1 的 变量 


Fea, yy, 1 7 a 
1 1 oy TV 
(9-3-1) 
万 = 也 
Jr2PM2 p- 


式 中 ，! 是 参考 长 度 ，+ =d/1 称 作 细 长 比 ; 
d 为 细 长 体 厚度 ;1 表示 长 度 〈 如 图 9.8 所 
示 )。 

对 于 尖 头 细 长 体 而 言 ，t 是 一 个 小 量 ， 
我 们 把 它 作为 量 级 分 析 的 基本 参数 。 在 小 扰 
动情 况 下 

0=0(r), a=0(7) (9-3-2) 
式 中 ，9 表 示 物 面 与 来 流 方向 之 间 的 夹 角 ; 
Q 为 攻 角 ; 符号 0(*) 表示 量 级 分 析 中 的 量 
级 。 图 9.8 扰动 速度 示意 图 

另外 可 以 证 明 : 对 于 细 长 体高 超声 速 无 
粘 绕 流 ， 在 激 波 层 气体 物理 量 的 量 级 与 激 波 处 物理 量 的 量 级 相同 。 于 是 有 如 下 关系 
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注意 到 


于 是 用 w 与 v' 表达 的 基本 方程 组 为 
ae.+o] ,apm _o 


考虑 到 式 (9-3-1)， 


略 去 f? 项 ， 则 上 述 方程 组 变 为 
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PlU+Tm’ ) 亚 -+ 二 
于 


P 
总- 下 ma 


{ =V.+u’ 


v= 


-| 


| LA 


9 
,ov __9P 


n av” 
E3 


9fP 0(P 
(V+ru 六 2(£}° 
人 


也 + 2 )-0 


Ea ) 


B37)_o 
于 于 
pv’ 
E53 E23 ;3 
TL 


(9-3-3) 


(9-3-4) 


(9-3-5) 


(9-3-6) 


(9-3-7) 


(9-3—8) 


(9-3-9) 


(9-3-10) 


(9-3-11) 


(9-3-12) 


(9-3-13) 


(9-3-14) 


(9-3-15) 


第 9 章 高 超声 速 流动 V 


(PL a 
加 3} (9-3-16) 


显然 上 述 高 超声 速 小 扰动 方程 组 仍然 是 非 线性 的 ， 它 与 超声 速 小 扰动 理论 的 重要 区 别 就 
在 于 不 能 线 化。 事实 上 ， 在 高 超声 速 流动 中 ,扰动 速度 相对 于 来 流 而 言 ， 可 以 当 作 小 量 处 理 ， 
但 扰动 速度 与 来 流 声速 相 比 ， 并 非 小 量 。 


二 、 物 面条 件 与 激 波 条 件 
考虑 无 粘 流动 时 物 面 边界 条 件 ， 即 
Vn=0 或 un,+wn,=0 (9-3-17) 
将 上 式 用 ww 与 v 表示 便 为 
(V+u)n, +vn, =0 (9-3-18) 


式 中 ，n 与 ,表示 在 (x,y) 空 间 中 物 面 法 矢量 n 的 方向 余弦 。 
注意 到 式 (9-3-1)， 则 式 (9-3-18) 变 为 


(+7* Rn, + TTn, =0 (9-3-19) 
令 物 面 法 矢量 在 (3,7) 空间 中 的 方向 余弦 为 元 与 元 ， 容 易 证 明 有 
nn =T 元 ， 几 = 克 (9-3-20) 
借助 于 式 9-3-20)， 则 式 (9-3-18) 变 为 
(tT 元 + DN, =0 (9-3-21) 
略 去 人 项 后 上 式 变 为 
元 + 5 =0 (9-3-22) 
考虑 斜 激 波 条 件 ， 由 式 〈9-2-2) 可 得 
| 。。。。 
注意 这 里 将 激 波 前 参数 取 为 来 流 参 数值 。 对 于 细 长 体高 超声 速 绕 流 ，B 是 小 量 ， 因 此 有 
由 2 
snp=p=[ 衬 ] -rE (9-3-24) 


式 中 ， 下 标 5 表示 激 波 处 的 量 。 借 助 于 式 (9-3-24)， 则 式 〈9-3-23) 可 变 为 


/dr) 
[一 (5 (9-3-25) 
/+ 
(S/F) + Dem 


由 式 (9-2-1) 可 得 
(Misin: Bp-1) (9-3-26) 
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这 里 取 激 波 前 参数 为 来 流 参数 值 。 仿照 式 (9-3-25) 的 推导 过 程 , 则 式 (9-3-26) 可 变 为 


B22 |/sY, 1 = 
| (9-3-27) 
类 似 地 ， 方 程式 (9-2-3) 与 式 (9-2-4) 可 分 别 变 为 
rr 2 /5Y__ 1 a 
= | 国 | | (9-3-28) 
rz-=_2 |( 严 T__1 1 2 
| 国 | (9-3-29) 
考虑 来 流 条 件 
本 5 1 
=0,5 =0, P=- ym 万 =1 (9-3-30) 
3. 高 超声 速 相似 律 


设 来 流速 度 矢量 VV. 与 Ox 轴 平 行 ，Oxy 为 直角 坐标 系 ; 设 Or 为 尖 头 细 长 体 对 称 轴线 ， 
Oy 为 直角 坐标 系 ， 角 a 为 攻 角 (如 图 9.9 所 
示 )。 于 是 (x,y) 与 (%,») 间 的 变换 关系 为 


x cosa sing | | 为 
= (9 
加 [es ols] 9- 


考虑 到 角 cx 为 小 量 ， 故 上 式 又 可 近似 为 


= 有》 一 入 
天 (9-3-32) 
图 9.9 尖 头 细 长 体 的 小 攻 角 绕 流 ts: 
引进 量 纲 为 1 的 量 ， 其 定义 为 
5 (9-3-33) 
令 细 长 体 物 面 在 (元 ,元 ) 坐标 系 的 方程 是 
to En 
对 =A), HT Di (9-3-34) 


于 是 在 (x,y) 华 标 系 中 ， 物 面 方程 为 

y= 为 -Qn = 大 (~Qn 或 者 了 = 万 ( 瑟 )- 2 (9-3-35) 
注意 到 物 面 上 x~ 尺 ， 于 是 上 式 可 变 为 

了 =AGD)-< 或 者 7- 人 Ga (9-3-36) 
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式 (9-3-36) 表明 : 细 长 比 为 +， 攻 角 为 @ 的 物体 ， 其 物 面 方程 除了 含有 式 之 外 ， 还 与 
Ql/t 有关 。 引 进 高 超声 速 参 数 K ， 其 定义 为 

K=tM. (9-3-37) 
现在 分 析 细 长 体高 超声 速 绕 流 的 基本 方程 式 (9-3-13) 一 式 (9-3-16) 和 边界 条 件 式 
(9-3-17)、 式 (9-3-25)、 式 (9-3-27) 一 式 (9-3-30) 以 及 物 面 方程 式 (9-3-36)。 
显然 , 对 于 两 个 几何 仿 射 相似 的 尖 头 细 长 体 , 只 要 7,K 与 & 相同, 则 这 两 个 仿 射 相似 尖 头 细 
长 体 的 绕 流 情况 就 相同 。 这 就 是 高 超声 速 相 似 律 ， 并 且 将 Y, 玉 与 均 称 作 高 超声 速 相似 参数 。 


9.3.2 马赫 数 无 关 原 理 


高 超声 速 流动 有 一 个 重要 的 性 质 ， 即 当 来 流 马赫 数 高 过 某 个 范围 以 后 ， 物 体 绕 流 的 解 便 
趋 于 极限 解 ， 也 就 是 说 这 时 的 流 场 与 来 流 马赫 数 的 变化 无 关 。 这 一 原理 叫 马赫 数 无 关 原理 ， 
它 对 于 任意 物体 的 高 超声 速 绕 流 都 成 立 ， 它 既 适 用 于 无 粘 的 完全 气体 ， 也 适用 于 计 入 高 温 效 
应 (又 称 真实 气体 效应 ) 和 粘性 效应 的 气体 。 这 个 定理 首先 由 奥 斯 瓦 梯 许 (Oswatitsch，1951 
年 ) 提出 ， 海 斯 (Hayes，1959 年 ) 等 人 四 把 它 推广 到 包含 真实 气体 效应 和 边界 层 流动 的 情 
况 。 事实 上 ， 高 超声 速 气流 流 过 厚 物体 或 钝 头 体 时 ， 常 在 头 部 形成 脱 体 激 波 ， 马 赫 数 增加 到 
一 定 程度 后 ， 脱 体 激 波 的 形状 变化 不 大 ， 当 来 流 马赫 数 很 大 时 ， 高 超声 速 流 场 的 某 些 特性 趋 
向 于 与 马赫 数 的 变化 无 关 。 现 在 ， 我 们 仅 以 无 类 、 定 常 、 平 面 流动 为 例 来 说 明 这 一 原理 。 首 
先 定义 无 量 纲 量 


机 (9-3-38) 


式 中 ，1 为 物体 特征 长 度 : p. 与 V. 分 别 为 来 流 的 密度 与 速度 。 
借助 于 式 (9-3-38) 则 基本 方程 组 式 (9-3-5) 一 式 (9-3-8) 变 成 量 纲 为 1 后 为 
9(pu.) ,3(Pu) 0 


oar. oy. 

pr 玫 +pw 如 =- 中 可 
央 双 +pm 驰 = _ 避 Se 
tp 


物 面条 件 式 9-3-17) 变 为 
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Wn tun, =0 (9-3-40) 
斜 激 波 关系 式 (9-2-1) 一 式 (9-2-4)》 分 别 变 为 
re (9-3-41) 
YaM- 7Y+l af- 
__(r+D)M2sin’B A 
( ) -Mm pr 9534 
2(M2sin28-1 
(i (9-3-43) 
2(Mzsin28-1) cotB 
Ch (9-3-44) 
上 述 四 个 表达 式 为 量 纲 为 1 的 激 波 边界 条 件 。 显然 ， 当 M2sin2 一 一 时 ,， 则 激 波 边界 条 件 变 为 
amp 2sin* B 
(B) 一 , (4), 一 1- 一 一 一 
， mp Vi (9-3-45) 
Wi 到 人 @) 一 


分 析 量 纲 为 1 的 基本 方程 组 式 (9-3-39)、 ee (9-3-40) 以 及 激 波 边界 条 件 
式 (9-3-41) 一 式 (9-3-44)， 在 这 些 方程 中 马赫 数 M_ 仅 出 现在 激 波 边界 条 件 中 。 而 在 
M. 一 o 时 ， 式 (9-3-45) 中 并 不 出 现 M_ : 于 是 可 得 出 结论 : 在 马赫 数 M. 较 高 时 ， 量 
纲 为 1 的 方程 的 解 与 来 流 马赫 数 无 关 。 这 里 还 需 强 调 的 是 ， 这 里 所 讲 的 与 来 流 马 赫 数 无 关 是 


针对 一 些 量 纲 为 1 的 量 而 言 , 对 于 有 量 纲 量 并 不 一 定 如 此 。 图 9.10 (a) 给 出 了 马赫 数 无 关 原 
12 


We 


和 


@ 四 
图 9.10 ”高超 声速 马赫 数 无 关 原理 的 例证 与 应 用 
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理 的 例证 中。 由 图 中 可 以 看 出 , 当 M. 超 过 5 时 阻力 系数 对 马赫 数 的 变化 不 再 敏感 。 图 9.10 (b) 
给 出 了 马赫 数 无 关 原理 在 粘性 流动 与 大 攻 角 细 长 体 绕 流 方面 应 用 的 例证 5 。 很 显然 ， 利 用 
马赫 数 无 关 原 理 ， 人 们 可 以 把 较 低 马赫 数 的 实验 结果 推广 到 较 高 马赫 数 的 情况 使 用 。 


9.3.3 高 超声 速 流 的 等 价 原理 


取 x 轴 的 正方 向 与 来 流速 度 矢量 WV. 的 方向 一 致 ， 引 进 式 (9-3-1) 所 定义 的 量 纲 为 1 
量 并 补充 定义 
We, (9-3-46) 


式 中 ，f 为 细 长 比 ; ! 为 参考 长 度 。 
仿照 式 (9-3-13) 一 式 (9-3-16) 的 推导 过 程 ， 可 以 十 分 方便 地 得 出 三 维 定常 高 超 
声速 小 扰动 基本 方程 组 为 


BNABD), APW)_o 


(9-3-47) 

EE 2 

可 证 
po so smalls wl [Fo A 
[az 了 LA Ee (9-3-48) 

TW 
ALILA I 
元 声 ]j= 四 加 加 (9-3-49) 
-oz vvoz on 35 
/二 + yi (9-3-50) 


在 式 (9-3-48) 中 ,分别 含有 沿 y 方 向 与 z 方 向 的 动量 方程 。 值 得 注意 的 是 ， 只 在 x 
方向 的 动量 方程 式 (9-3-50) 中 出 现 ， 因 此 可 以 由 式 (9-3-47)、 式 (9-3-48) 以 及 式 
《9-3-49) 所 构成 的 方程 组 得 到 P, 万 , 5 与 Ww 值 ， 然 后 再 由 下 式 求 出 x 值 ， 即 

加 er a +(w) | (9-3-51) 
这 里 式 (9-3-51) 是 由 总 烩 守恒 方程 出 发 ， 省 略 了 rz(z7? 项 后 得 出 的 。 今 考察 横向 平面 上 
的 非 定常 二 维 欧 拉 方 程 ， 即 
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ap ,3(po) ,3(pw) 0 
EE 

DD pd pio. 
EN 


(9-3-52) 
aw ap 9 


引进 如 下 量 纲 为 1 的 量 


(9-3-53) 


下 已 
本 
借助 于 式 (9-3-53)， 则 式 (9-3-52) 中 的 第 一 个 方程 可 变 为 
Bp ,9BD), 2 
Ea Em 
Se 
式 (9-3-47) 对 照 ,很 显然 如 果 假 定 


==f=—— (9-3-55) * 


=0 (9-3-54) 


x=V.1 (9-3-55) 
则 方程 式 (9-3-54) 与 式 (9-3-47) 
具有 相同 的 表达 形式 。 因 此 ， 如 果 
令 式 (9-3-55) 成 立 ， 则 方程 组 式 
(9-3-47) ~ 式 (9-3-49) 与 方程 
组 式 (9-3-52) 等 价 。 至 此 , 高 超 
声速 流 的 等 价 原理 可 叙述 如 下 : 绕 细 
长 体 的 定常 三 维 高 超声 速 流 等 价 于 二 
维 固定 平面 上 的 非 定 常 运动 。 现 在 对 
等 价 原理 作 如 下 物理 说 明 : 如 图 9.11 
图 9.11 高 超声 速 加 的 等 价 原 理 所 示 , 我 们 将 固定 平面 取 在 *= 0 处 并 
且 垂 直 于 x 轴 。 今 有 一 高 超声 速 物体 
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以 速度 V. 穿 过 该 平面 。 图 中 分 别 给 出 了 三 个 时 刻下 高 超声 速 物体 以 及 它 所 产生 的 激 波 在 yz 
平面 上 的 截 线 。 这 就 是 高 超声 速 等 价 原理 的 简要 物理 说 明 。 显 然 ， 等 价 原理 的 重要 作用 是 借助 
于 这 个 原理 由 已 知 的 非 定常 二 维 流 场 的 解 去 获取 未 知 的 三 维 定常 高 超声 速 绕 流 的 流 场 特性 。 


9.3.4 高 超声 速 无 粘 流 数值 计算 简介 


对 于 高 超声 速 无 粘 绝热 流动 ， 可 由 基本 方程 组 式 (1-4-39) 一 式 (1-4-41) 简化 得 
到 , 即 


加 +y. (pV)=0 


ev (pyy +P1)=pf (9-3-56) 


au Setv.[(pae+PJy]=pf.y 


式 中 ，VV 为 并 矢 张 量 ; 人 & 为 单位 质量 气体 具有 的 广义 内 能 (又 称 总 能 )， 即 
e@=e+V’/2 (9-3-57) 


为 了 减少 头 部 产生 的 热流 ， 高 超声 速 飞行 器 一 般 采 用 钝 的 形状 ， 如 图 9.12 所 示 。 图 9.12 


| 


U 


外 9 RE. 


图 9.12 钝 体 绕 流 
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(a) 给 出 了 钝 体 激 波 层 ; 图 9.12 (b) 给 出 了 零 攻 角 气流 时 的 灌 止 点 (又 称 驻 点 ); 图 9.12 (c) 
与 (d) 是 有 攻 角 时 的 流动 ， 显 然 这 时 驻 点 的 位 置 是 未 知 的 ， 是 要 通过 流 场 求解 而 决定 的 。 
求解 高 超声 速 钝 体 绕 流 曾经 是 高 超声 速 空气 动力 学 发 展 过 程 中 的 一 个 难题 8 "3， 尤 其 是 20 
世纪 60 年 代 人 们 一 直 探讨 用 定常 的 欧 拉 方程 去 求解 钝 体 绕 流 ， 结 果 遇 到 了 困难 。1966 年 
Moretti 和 Abbett (英利 蒂 和 阿 比特 ) 提出 了 用 时 间 相关 法 求解 钝 体 绕 流 而 使 问题 得 以 成 功 
的 解决 C3 。 目 前 ， 已 有 许多 求解 钝 体 无 粘 绕 流 的 优秀 数值 格式 ， 本 节 因 篇 幅 所 限 故 不 作 详 
述 ， 这 里 仅 介绍 一 下 发 展 趋势 ， 总 的 趋势 有 三 点 : @ 提高 捕捉 激 波 的 分 辩 率 ， 发 展 高 分 辨 
率 格式 。@ 发 展 快速 高 效 求解 方法 ， 发 展 高 效率 差分 格式 。@@ 发 展 非 结构 网 格 ， 使 网 格 点 
布局 更 合理 。 图 9.13 (a) 与 (b) 给 出 了 结构 网 格 下 钝 体 绕 流 的 网 格 布局 ， 显 然 ， 采 用 非 结 
构 网 格 后 布点 将 会 变 得 更 合理 些 〈 如 图 9.13 (c) 所 示 )。 


OKI 
WA) 
OAKE KP NY 


图 9.13 结构 网 格 与 非 结构 网 格 


$9.4 高 超声 速 粘 性 流动 分 析 


9.4.1 驻 点 的 层 流 边 界 层 方程 及 热流 计算 


完全 气体 粘性 流动 的 N-S 方程 组 已 由 式 (1-4-45) 给 出 ， 即 
aU 9(E-E,) a(F-F,) 3(G-G,)_ 
二 5 全 
式 中 U=[p,pVi,pV;, PVs] (9-4-2) 
速度 矢量 V =iV+jV,+kV,; E,F,G 分别 为 沿 x,y,z 方 向 的 无 粘 矢 通 量 :; E,,F, 与 G, 分 别 代 
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表 y 与 z 方 向 由 于 粘性 及 热传导 所 引起 的 矢 通 量 项 ， 其 表达 式 为 


0 0 0 
Te Ty Te 
[B,,F,,G,]=|t, rw Tt, (9-4-3) 
Tu Ty Te 
mm 
a A A 的 
四 |s|r rw Te koT/9y 赂 (9-4-4) 
@| |r re mr ko7/az||， 
Enda En Mish + Ei 
CAA 4 
= =A(VeV)+24 oa, (9-4- 
Te =Tu 4 全 :本 } = ( )+2p3 9-4-5) 
Vy, 9V, 
ee A ta 和 =AVV) 2p 


如 果 引 进 边 界 层 理论 的 两 个 基本 假设 : 
(1) 边界 层 厚度 5 与 物体 的 特征 尺度 ! 相 比 为 很 小 量 ， 即 
6<<1 (9-4-6) 


《2) 假设 雷诺 数 很 大 ， 大 到 足以 使 二 5 人 同一 量 级 ， 也 就 说 有 


1 _ |15 
去-o(9]| (9-4-7) 
在 上 述 两 个 假设 下 ， 对 NS 方程 组 式 (9-4-1) 进行 量 级 分 析 后 可 以 得 到 边界 层 方程 。 为 


便于 叙述 下 面 以 二 维 平 面 流动 为 例 ， 并 且 选 取 边 界 层 坐 标 系 ， 取 x 轴 沿 物 面 ，》 轴 与 物 面 垂 
直 ， 其 边界 层 方程 组 的 表达 式 为 


alpn) ,Apr) 


(9-4-8) 
ox 9 

ou du dp 3f ou 

i (9-4-9) 
PtP 引导 

Po (9-4-10) 


oy 
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oh dk4_9{,.9T7) dp 
Pas tpn Es CE 


au 了 
(9-4-11) 
他 


式 中 ，/ 为 静 烩 ; “与 分 别 为 沿 x 与 》 方 向 的 分 速度 ， 下 标 e 表 示 边 界 层 外 缘 处 的 参数 。 
正如 本 书 第 5 章 在 讨论 边界 层 问题 时 所 指出 的 ， 不 同 的 x 处 边界 层 的 速度 剖面 通常 是 不 


)| 物理 面 》 咱 变换 平面 
Different_| 
关上 | 上 。 
罗 
SE = 3 ») 芭 . 
看 扣 


图 9.14 和 


同 的 ， 例 如 u(x,y) zu(%,y) ， 

但 在 某 些 情况 下 通过 适当 的 变 
换 ， 例 如 由 (x,y) 坐标 系 变 到 
(6,) 坐标 系 后 能 够 使 得 不 同 的 
专 处 具有 相同 的 速度 前 面 ， 即 
(1)=u(2,) ， 如 图 9.14 所 
示 。 那 么 具有 这 种 性 质 的 边界 层 
便 称 为 自 相 似 边界 层 ， 该 问题 的 
解 称 为 相似 解 。 其 具体 做 法 如 
下 : 先 引进 李斯 - 德 罗 尼 津 (Lees- 
oponnumH) 变换 


5=jpundr "= 族 jps (9-4-12) 
U ’ 


式 中 ，p。、u 与 从. 分别 为 边界 层 外 缘 的 密度 、 速 度 与 粘性 系数 ， 它 们 仅 是 x 的 函数 ， 所 以 


有 =6(x); 而 n=n(x,y)， 于 是 微分 算 子 的 变换 是 


ee a Ee 


9xr 
9_pue 9 
3 VE 
引进 流 函 数 y ， 其 满足 使 -mm -po 
引进 函数 (6,) 与 g(,n)， 有 pe 
h 
s(n)=8 = 


+( 户 9 
向 (9-4-13) 
(9-4-14) 
(9-4-15) 
(9-4-16) 


式 中 ， 上 标 一 撤 表 示 对 了 了 求 偏 导 ， 户 代表 静 始 ;及 表示 边界 层 外 缘 处 的 静 烩 值 。 


因此 很 容易 建立 起 y 与 间 的 联系 ， 其 关系 式 为 
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3 (9-4-17) 
将 上 式 对 nn 积分， 得 


vw(En)= YE +f (8) (9-4-18) 
这 里 帮 (E) 是 上 的 任意 函数 。 对 于 没有 质量 交换 的 物 面 ， 当 然 应 有 yw(5,0)=0;， 为 了 满足 这 个 
条 件 ， 则 式 (9-4-18) 中 的 函数 /和 下 在 物 面 上 的 值 必须 分 别 为 零 ， 于 是 推 知 

vy(En)=f (Ey (9-4-19) 
由 此 得 到 


侍 -E+ 忘 / (9-4-20) 

将 式 (9-4-15)、 式 (9-4-17) (9-4-20) 代入 到 式 (9-4-9)， 并 注意 边界 层 外 
缘 的 如 下 关系 式 

dP = 一 psuedu。 (9-4-21) 


于 是 x 方向 的 动量 方程 变 为 
or du py Pe oF i 
(GF") + weal Ai 36 -六 7" (9-4-22) 


式 中 ，C= pn/(ps) 。 
y 方 向 的 动量 方程 变 为 


oP/9n=0 (9-4-23) 
能 量 方程 式 (9-4- 11) 变 为 


‘of ,Pele M2/ po 
(oj] + fo” -| 可- 人 2 ci (9-4-24) 


6 ph / aé 
式 中 ，Pr =JCs /1k，C 的 定义 同 式 (9-4-22)。 
变换 后 的 边界 条 件 为 : 
在 壁面 (m=0) 处 : f=0, f'=0, 8=8。( 给 定 辟 温 ) 或 a =0 (绝热 壁 ) (9-4-25) 
在 边界 层 外 缘 (n 一 一 ) 处 : f°=1, g=1 (9-4-26) 


高 超声 速 飞行 器 的 表面 摩擦 系数 和 气动 热 的 计算 具有 者 非常 重要 的 意义 20， 下 面 就 讨论 这 
方面 的 计算 问题 。 由 表面 摩擦 系数 C; 的 定义 


+= 


Tw 


- (9-4-27) 
peue /12 
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eC (9-4-28) 


式 中 ， 下 标 W 表示 壁面 ， 下 标 e 表 示 边 界 层 外 缘 。 
借助 于 式 (9-4-13) 与 式 (9-4-15)， 则 式 〈9-4-27) 变 为 


2pwhw po 
C= f°(€,0 (9-4-29) 
”ps (50) 
引进 Nusselt 〈 努 塞 尔 ) 数 Nu 与 Stanton (斯坦 顿 ) 数 St， 其 定义 为 
Nu = 一 -az (9-4-30) 
Ke(Tw -Tw ) 


gw 
RY (9-4-31) 
Petie (haw — hw ) 


式 中 ， 上 为 边界 层 外 缘 处 的 热传导 系数 ;gw 是 壁面 上 的 当地 热流 ; hw 是 绝热 壁 的 烩 值 ， 
hh 为 壁面 静 烩 。 


显然 
Nu=— -i | [9 [办 -weer (9-4-32) 
k (Tw -Tw) [pauCe (Tw Tw)) | A 大 
式 中 区 0 员 (9-4-33) 
Oly 


5 友信 全 g'(€,0) (9-4-34) 


现在 来 考虑 图 9.15 所 示 的 柱 体 ， 在 驻 点 
的 曲率 半径 是 R， 边 界 层 厚度 为 6， 并 假 
设 f 与 8 只 是 的 函数 ， 因 此 这 时 


和 0 FL0 BE0 (9-4- 
A 和 -0 让 -0 路 =0 (9-4-35) 


所 以 式 (9-4-22) 与 式 (9-4-24) 被 


图 9.15 驻 点 区 域 的 几何 参数 分 别 简 化 为 
"Pe |du 

CG 二 上 | (9-4-36) 
(GrJ+ 太 = 全 | (站 | 
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Ce i 二 
Ce (9-4-37) 
注意 ， 上 述 两 个 方程 仍然 与 有关。 但 对 于 驻 点 ， 还 可 以 有 下 列 关系 

@ 在 驻 点 附近 u. 很 小 ， 而 及 = 太 是 很 大 的 烩 值 ( 这 里 及 为 总 灶 )， 因 此 


2 
上 笃 -0 (9-4-38) 


@ 驻 点 区 域内 气流 速度 很 低 ， 在 驻 点 区 域 可 以 证 明 下 面 三 个 式 子 成 立交 


WL ce =0 (9-4-39) 


借助 于 式 (9-4-38) 与 式 (9-4-39)， 则 式 (9-4-36) 与 式 (9-4-37) 简化 为 


(GJ +H"=(f") -8 (9-4-40) 
(fs) +=0 (9-4-41) 


方程 式 (9-4-40) 与 式 (9-4-41) 就 是 驻 点 的 边界 层 方程 ， 显 然 它们 与 无关。 换言之 ， 
驻 点 的 边界 层 问 题 具 有 相似 性 解 。 类 似 地 还 可 以 推出 轴 对 称 驻 点 的 边界 层 方程 ， 其 表达 式 为 


A | 
(CF) + =3[(7) -s] (9-4-42) 
GaAs a 
(Es J*s =0 (9-4-43) 
式 中 
f=f(n)，g=g(n) (对 于 驻 点 区 域 ) 
= jour par = 入 jos (9-4-44) 


9(pur) 9(pzr)_ 
rn (连续 方程 ) 
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这 里 > 是 由 中 心 线 量 起 的 垂直 坐标 。 值 得 注意 的 是 ， 在 驻 点 区 域内 ，j 与 g 只 是 的 函数 ， 
而 一 般 情况 下 f 与 g 都 应 是 (6,n) 的 函数 。 显 然 ， 方 程式 (9-4-42) 与 式 (9-4-43) 具有 
相似 性 解 。 另 外 ， 文 献 [27] 还 分 别 给 出 了 圆柱 与 球 的 驻 点 热流 gw 表达 式 


gw =0.57Pr-5 (pe.) (hw 一 hh )(du。 /dx)'”( 柱 的 驻 点 ) (9-4-45) 


2 


gw =0.763Pr 人 5 (p.J) (hw 一 hw )(du. /dx)”〈 球 的 驻 点 ) (9-4-46) 


可 以 证 明 ， 在 驻 点 边界 层 的 区 域 和 内， 边界 层 外 缘 速 度 u 沿 x 的 变化 率 du./dx 可 以 用 式 
(9-4~47) 表示 ， 即 


(9-4-47) 


式 中 ， 下 标 0 表示 驻 点 处 的 值 ， RR, 代表 驻 点 处 的 曲率 半径 。 
显然 ， 将 式 (9-4-47) 分 别 代 到 式 (9-4-45) 与 式 (9-4-46) 后 ， 便 可 推出 


gw = 1/VR, (9-4-48) 


也 就 是 说 ， 驻 点 热流 与 头 部 半径 的 平方 根 成 反比 。 所 以 ， 为 了 减 小 飞行 器 头 部 的 热流 就 必须 
增加 头 部 的 半径 。 


9.4.2 激 波 与 边界 层 相互 干扰 的 数值 计算 


一 、 流 动 图 案 分 析 及 计算 域 网 格 生成 

在 高 超声 速 流动 中 ， 由 于 激 波 与 边界 层 的 相互 作用 而 使 得 干扰 区 产生 局 部 的 峰值 热流 ， 
甚至 发 生 局 部 结构 被 烧 坏 的 现象 。 例 如 1967 年 10 月 美国 X-15 研究 机 第 二 次 试飞 时 ， 虽 然 
对 飞机 构件 进行 了 烧 蚀 防护 ， 但 相 
互 干扰 产生 的 局 部 高 热流 仍 使 试飞 
的 发 动机 模型 和 模型 吊 架 产生 了 严 
重 的 损伤 。 为 了 分 析 激 波 与 边界 层 
干扰 的 流动 ， 我 们 先 考察 图 9.16 
所 示 的 入 射 激 波 引起 平板 上 边界 层 
分 离 的 算 例 。 由 该 图 可 以 看 出 ， 由 


lg 于 激 波 后 出 现 很 大 的 压力 增高 而 使 
得 边界 层 产生 局 部 的 分 离 。 激 波 后 
图 9%.16 激 波 与 边界 层 相 互 干 扰 的 流动 图 案 的 高 压 通过 边界 层 内 的 亚 声速 区 传 


到 上 游 ， 从 而 使 得 分 离 发 生 在 入 射 
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激 波 与 边界 层 撞击 点 的 上 游 。 另 外 ， 分 离 的 边界 层 诱导 出 一 个 分 离 激 波 ， 而 当 边 界 层 在 平板 
下 游 的 某 处 再 附 时 ， 又 形成 一 个 再 附 激 波 。 在 分 离 激 波 和 再 附 激 波 之 间 ， 产 生 一 系列 的 膨胀 
波 。 在 再 附 点 附近 ， 边 界 层 变 得 比较 薄 而 且 压 力 较 高 ， 因 此 这 是 一 个 局 部 高 热流 区 域 。 而 干 
扰 加 热 的 严重 程度 以 及 这 个 
局 部 区 域 的 范围 都 依赖 于 边 
界 层 是 层 流 还 是 测 流 状态 。 
层 流 边界 层 比 满 流 边 界 层 更 
容易 分 离 ， 因 此 层 流 边界 层 
更 易 产生 干扰 ， 并 形成 较 严 
重 的 局 部 加 热 。 图 9.17 给 


出 了 绝热 平板 8f 数 随 M. 与 和 
Re 的 变化 曲线 。 从 图 中 可 Re, 
以 清楚 地 看 出 ， 满 流 的 Sr 图 9.17 绝热 平板 St 数 随 M. 与 Re, 的 变化 曲线 ?7 


数 明 显 的 大 于 层 流 值 。 它 从 
另 一 个 侧面 也 表明 了 区 分 边 
界 层 气 流 的 流动 状态 〈 到 底 是 层 流 还 是 潮流 ) 还 是 非常 重要 的 。 
另 一 个 激 波 与 边界 层 干扰 的 例子 是 绕 压 缩 拐角 的 流动 。 高 超声 速 飞 行 器 襟 翼 附 近 的 流动 
就 属于 这 类 流动 。 图 9.18 给 出 了 美国 NASA 兰 利 (Langley) 研究 中 心 研制 的 HL-20 升力 体 风 
洞 的 试验 模型 。 对 于 这 个 构 形 ,， NASA 完成 了 马赫 数 从 0.1 到 20 的 广泛 试验 , 并 认为 HL-20 
升力 体 构 形 是 一 种 很 有 前 途 的 高 超声 速 飞行 器 构 形 C 2 。 
分 析 高 超声 速 飞行 器 襟 翼 附 
近 的 气体 绕 过 压缩 拐角 的 流动 ， 
可 以 发 现 : 由 于 压缩 拐角 引起 了 
逆 压 梯度 ， 导 致 了 边界 层 的 流动 
分 离 。 由 于 分 离 使 引起 了 分 离 激 
波 和 再 附 激 波 的 产生 。 显 然 ， 边 
界 层 外 的 无 粘 流动 与 边界 层 内 的 
粘性 分 离 流动 是 通过 压力 干扰 发 
生 相 互 作用 的 ， 图 9.19 给 出 了 绕 
压缩 拐角 引起 分 离 流 动 案 。 图 
中 压缩 拐角 的 偏转 角 为 6 ， 当 9 大 
灵 估 季 尾 剖面 到 某 个 值 时 ， 便 产 生 了 分 离 流动 。 
图 上 给 出 了 分 离 区 。 另 外 ， 在 分 离 
区 外 面 的 粘 流 层 ， 通 常 可 以 认为 是 
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图 9.18 HL-20 升力 体 的 风 洞 试验 模型 5" 


图 9.19 绕 压 缩 拐角 的 流动 图 案 


一 个 剪 切 层 。 图 9.20 给 出 了 层 流 与 灌流 两 种 状态 下 的 压力 分 布 。 由 该 图 可 以 清楚 地 看 出 
压力 扰动 可 以 传递 到 分 离 点 的 上 游 ， 并 且 在 再 附 点 出 现 最 高 压力 ， 相 应 的 最 大 热流 值 也 在 再 
附 点 处 出 现 。 值 得 一 提 的 是 ， 对 于 层 流 流动 ， 在 分 离 点 后 常 出 现 一 段 压 力 为 常 值 ( 又 称 作 平 
台 压 力 ) 的 现象 ， 而 对 于 灌流 情况 ， 分 离 区 明显 缩小 ， 而 且 平 台 压力 也 不 明显 。 综 上 所 述 
由 于 激 波 和 边界 层 的 相互 干扰 ， 使 流动 出 现 了 分 离 区 ， 所 以 如 果 采 用 边界 层 方程 和 无 粘 外 流 
和 迭代 的 方式 去 计算 这 类 流动 则 往往 会 遇 到 困难 ， 因 此 人 们 多 采用 求解 N-S 方程 组 去 获得 这 
类 流 场 的 数值 解 。 下 面 就 简 述 一 下 这 类 解法 的 主要 过 程 。 


图 9.20 两 种 流动 状态 下 沿 压缩 拐角 的 压力 分 布 


首先 ， 为 了 获得 激 波 与 边界 层 相互 作用 的 数值 解 ， 除 了 数值 格式 要 精心 选取 之 外 ， 网 格 
设计 也 至 关 重要 。 根 据 边界 层 理论 ， 物 面 处 的 层 流 边界 层 厚 度 6(x) 可 用 下 式 估计 
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VRe. 
例如 和 欲 在 边界 层 内 垂直 于 物 面 的 方向 上 设置 10 个 网 格 点 的 话 ， 则 物 面 网 格 尺寸 入 -有 显 


然 ， 若 来 流 马赫 数 M. 很 大 时 则 Ay 将 很 小 ， 如 M. =2.0 ， 工 =30 cm ， 对 空气 选取 Re, =105 
时 ， 则 这 时 物 面 网 格 尺 寸 Ay 应 为 


5CD = 


可 < 息 
= 一 -=-002 
YOUR 
通常 引进 网 格雷 诺 数 Res. 与 Rew ， 其 定义 为 
Rew = Pi, Re, mp 和 (9-4-49) 
Ge ly 
文献 [30] 建 议 取 : Res < 30~ 40, Rew < 3~4 (9-4-50) 


这 里 给 出 一 种 便于 求解 激 波 与 边界 层 干扰 问题 的 简便 代数 网 格 生成 方法 : 在 物理 平面 
〈 即 (x%, 妨 平面 ) 上 ， 令 x 沿 着 物 面 方向 ，y 沿 物 面 的 法 线 方向 ， 并 且 沿 y 方 向 取 高 度 为 bh 
的 计算 域 。 令 6 与 89 分 别 代表 预 估 的 边界 层 厚度 与 预 估 的 近 物 面 粘性 底层 区 的 高 度 ， 于 是 
便 可 将 计算 域 [0,b,] 分 成 三 个 区 域 ，@ [0,5] 为 近 物 面 粘性 底层 区 。 在 此 区 域内 ， 采 取 沿 y 
方向 取 等 间距 的 细 网 格 。@ [6,b] 为 无 类 区 。 在 此 区 域 取 等 间距 的 粗 网 格 ，@ 在 两 个 区 域 
之 间 的 [6,6] 区 域 则 采取 变 间 距 网 格 。 令 计算 平面 为 (6,n) ， 并 假定 两 个 坐标 系 间 的 变换 关 
系 为 
t=T T=t 
x= 上 或 者 15=x (9-4-51) 
y= y(n) n=n(y) 
我 们 希望 在 计算 平面 内 ， 整 个 计算 区 域 都 是 等 间距 网 格 。 此 外 ， 为 了 避免 坐 标 变换 影响 数值 
解 ， 因 此 还 必须 要 求 不 同 网 格 之 间 的 接点 处 例如 y=6 与 y=6 处 ， 坐 标 函数 值 分 别 相等 并 
且 导 数值 也 分 别 相等 。 于 是 利用 这 两 个 条 件 便 可 以 确定 坐标 变换 函数 中 的 系数 。 在 计算 中 如 
果 先 用 了 式 (9-4-51) 的 坐标 变换 ， 则 此 时 具体 表达 式 为 
a(y-bo)+1 (6< y<h) 
bln(l+by)+a, (6<y<6) (9-4-52) 
ay (Oo<y<5) 


= 
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-D+b (6<n<1) 
或 者 y= el (6 <n <é) (9-4-53) 
n/a (0<n <6,) 
式 中 
_ 好 __hb 
mI 于 声 ， 
@ =a6 se (9-4-54) 
+. EDD 5 项 
1+b6, 1+b6 + 入 


这 里 计算 平面 上 的 (0,6,6,1) 对 应 于 物理 
平面 上 的 (0,60,6,b) ，b 为 加 密 参 数 ， 用 
它 控制 细 网 格 的 尺度 。 图 9.21 给 出 了 物 
理 平面 (x,y) 与 计算 平面 (6,n) 上 的 网 格 。 

二 、 基 本 方程 组 及 隐 式 LU-SGS 格式 

在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ， 二 维 Navier- 
Stokes 方程 可 由 式 (9-4-1) 简化 得 出 ， 
即 


2 ,9E-E), dF-F) -0 (9-4-55) 


图 9.21 物理 平面 与 计算 平面 的 网 格 


oar ax By 
借助 式 (9-4-51) 及 式 (9-4-52) 定义 的 坐标 变换 有 
CA A 
Ezine (9-4-56) 
式 中 
a (6<y<%h) 
| 和 
Ny” Dp (6<y<6) (9-4-57) 
& (0<y <6) 


在 (6,n) 坐标 系 中 ， 经 过 量 纲 为 1 化 之 后 式 (9-4-55) 变 为 
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= (9-4-58) 
Tac! 
式 中 
p pu pv 
2 
yd 
a i SE est (9-4-59a) 
pv puv pv +P 
€ u(e+P) v(e+P) 
H, 
A Gu oa 
[Hah (9-4-59b) 
i EA 靶 吗 Ee | 
H, 
1=0 
a ce kar]， kar (9-4-59c) 
= [outs) + x] [es 霹 * 闻 | 
49u 2 ，ov 
(9-4- 
ai= 如 接 - 3 六 9-4-59d) 
aa 下 (4 ay 20u 
i (4 
ou = 和 ( 问 +* 半 ) own ($n 3 拉 | 9-4-59e) 


甬 近 方程 式 (9-4-58) 的 一 个 典型 显 、 隐 式 组 合格 式 为 
LU -hs [88E (Ur )+ N69F (Uv;)]- 
(1-0)a [opE(U’,)+ NoF (Us, )]+ (an) Hs, 

式 中 ， 如 与 名 分 别 为 遥 近 3/36 与 3/9n 的 中 心 差分 算 子 ，0 为 格式 加 权 因 子 。 

显然 当 9 =0 时 为 显 格式 ， 当 8=1 时 为 隐 格 式 ， 当 8=1/2 时， 该 格式 在 时 间 方 向 为 二 阶 
精度 ， 否 则 在 时 间 方 向 是 一 阶 精度 。 应 该 指出 ， 这 个 格式 的 基本 思想 是 对 无 粘 项 采用 显 、 隐 
式 组 合格 式 ， 而 对 粘性 项 则 采用 显 格式 。 为 了 简洁 起 见 ， 以 下 暂 将 下 标 (i, 站) 省略。 将 EE 与 
下 作 如 下 线 化 处 理 ， 即 


(9-4-60) 


E™ =E"+A"AU"+0(lAvF) 
(9-4-61) 
PF"™ =F"+B"AU" +0(lav[) 
这 里 4=3E/3U ，B=9F/3U ; 将 式 (9-4-61) 代 到 式 (9-4-60) 并 忽略 二 阶 和 高 阶 小 
量 后 可 得 到 
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[raar(584" +N5?B")]AU"+(AD)O=0 (9-4-62) 
式 中 Q=6E(U")+NOF(U")-H" (9-4-63) 


这 里 @ 为 残 差 〈 又 称 余 项 )， 它 是 由 第 m 时 间 层 的 解 尽 "所 决定 。 对 于 8=1 且 Ar 一 的 极限 
情况 ， 格 式 (9-4-62) 简化 为 Newton 和 迭代 ， 即 


(BA+NEB)AU"+0=0 (9-4-64) 
如 果 将 上 式 中 的 矩阵 4 和 B 按 其 正 、 负 特征 值 进行 分 裂 并 且 注 意 采用 迎风 格式 ， 于 是 有 
(6FA' +6:A +N6;B*+N6:B-)AU+Q=0 (9-4-65) 


这 里 6 与 6* 分 别 代表 向 后 差分 算 子 与 向 前 差分 算 子 。 对 于 定常 流 计算 ， 为 了 使 得 离散 化 后 
的 代数 方程 组 系数 矩阵 对 角 占 优 ， 可 采用 两 点 差分 算 子 。 另 外 ，4* 与 B: 可 作 如 下 分 解 ， 即 

AAA (9-4-66) 
式 中 ，L, 与 Ls 分 别 是 A 与 B 的 左 特征 向 量 矩 了 泗 ，R, 与 R, 则 为 4 与 BB 的 右 特征 向 量 和 矩阵 ; 
A 与 As 是 元 素 为 非 负 的 对 角 和 矩阵 A 与 Az 为 元 素 为 非 正 的 对 角 和 矩阵 ， 并 且 


AAA+A， As=AO+A (9-4-67) 
显然 满足 上 述 要 求 的 矩阵 分 裂 并 不 惟一 ， 这 里 仅 给 出 如 下 的 分 裂 形式 ， 即 
入 =3(A tn), Le =3(As tal) (9-4-68) 


式 中 
=K ,|%|,|%|,|%4| 
m= Ka mor (al, blll i By 
r= Ka max (Il, [1,12), a), 
这 里 7 为 单位 矩阵 KK, 与， 均 为 大 于 1 的 常数 。 另外， 在任 一 网 格 点 (i,j) 处， 差分 方程 式 
(9-4-65) 可 表示 为 


(AU, AuvAUL)+(AuAUeu — AAU )+N,, 


, > A (9-4-70) 
[(B%,AU,, -BsAU,,)+ (BuAU, i -Bi,AU,,)]+Q,, =0 
可 以 证 明 上 式 可 近似 分 解 为 (上 略 去 下 标 i,j ) 
(6FA* +N6;B* -A -NB )(6:A- +N6;B +A'+NB')AU" 
(9-4-71) 


=-(m+Ns) (28 已 +N50F -HY 
式 中 ，n 与 由 式 (9-4-69) 定义 。 
式 (9-4-71) 为 针对 式 9-4-58) 作 近 似 Newton 迭代 的 LU-SGS 格式 。 它 可 以 用 
于 高 超声 速 流动 中 激 波 与 边界 层 相互 干扰 问题 的 求解 ， 也 可 用 于 一 般 跨 声速 或 超声 速 流 场 的 
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N-S 方程 计算 3" 并。 式 (9-4-71) 的 求解 过 程 可 归结 为 如 下 两 步 : 
第 一 步 求解 
(6F A +N6;B* -A -NB ),AU;,=-(m+Nr)(6E+NOF-H), (9-4-72) 
即 
(m+ Nra)AU:) = A AUr + NB AU a (m+ Nra )Q,, (9-4-73) 
显然 ， 上 式 的 求解 是 一 个 向 前 扫描 的 过 程 ， 并 且 不 需要 进行 矩阵 求 逆 运 算 。 
第 二 步 求解 
(284 +N51B +A'+NB*), AU, =AU;, (9-4-74) 
即 
(m+ Nrs )AU’, =AU;, -AUAU2 — NB AUY,, (9-4-75) 
可 以 看 出 ， 上 式 的 求解 是 一 个 向 后 扫描 的 过 程 ， 而 且 也 不 需要 进行 矩阵 求 逆 运 算 。 应 该 指出 
的 是 : 为 了 更 好 的 捕捉 激 波 ， 抑 制 激 波 附 近 的 非 物 理 振 葛 ， 可 以 在 式 (9-4-73) 的 残 差 项 
Qj 中 显 式 加 入 适当 的 人 工 粘性 项 。 对 此 感 兴趣 的 读者 可 参阅 计算 流体 力学 方面 的 文献 ， 例 
如 文献 [30，33 一 44] 等 ， 这 里 因 篇 幅 所 限 不 予 讨论 。 


$9.5 高 温 效应 以 及 高 温 无 粘 气体 的 平衡 流 与 非 平 衡 流动 
9.5.1 高 温 气 体 的 性 质 及 真实 气体 的 概念 


空气 在 高 温 下 发 生物 理 与 化 学 变化 ， 使 它 的 状态 方程 偏离 量 热 完全 气体 。 图 9.22 给 出 
了 三 个 不 同 温度 区 域内 空气 的 物理 性 质 ， 下 面 扼要 地 说 明 一 下 。 

1. 区 

温度 在 800 K 以 下 ， 空 气 中 的 主要 成 分 N 和 0 分 子 的 运动 只 有 平 动 和 转动 。 从 统计 热 
力学 知道 ， 这 时 单位 质量 空气 的 内 能 e 为 


e=3RT+RT (9-5-1) 
这 里 R 是 空气 的 气体 常数 ，T 是 温度 ， 上 式 右边 两 项 分 别 为 分 子平 动 和 转动 的 能 量 。 由 此 可 
得 比 定 压 热 容 c, 与 比 定 容 热 容 c, 分 别 为 


5 7 5 
=c,+R= 二 R+R= 一 R， =>R (9-5-2) 
全 二 和 2 2 冬训 5 
因而 比 热 比 7 为 Y=c,/c, =715=1.4 (9-5-3) 
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一 一 一 量 热 完 全 气体 一 一 一 一 一 热 完全 气体 一 一 一 、 
800K. 


3K 2500K 
|- O @ 
0,,N, 分 子 有 平 动 和 O,, Ni 分 子 的 振动 
转动 自由 度 自由 度 被 激发 
7= 常 数 7Y=7(D 
(a) 
有 化 学 反应 多 组 元 混合 气体 
2 500K 4 000K 9 000K 
-~ @ @ ® 一 
O+P=20+P No+P 一 2N+P NoN’ +e- 
氧 离 解 N+O= NO OrO'+e” 
复 高 解 和 其 它 反应 | MO-NO Ye 
每 个 组 元 的 %=%(7) 
@) 


图 9.22 空气 在 不 同 温度 范围 内 的 物理 与 化 学 变化 在 1 个 大 气压 下 ) 


2. 区 
当 温度 在 800 K<T<2 500 K 范围 时 ，N, 和 0, 的 振动 自由 能 被 激发 ， 这 时 的 比 内 能 e 
为 
e=3RT+RT+ 9 (对 双 原 子 的 分 子 气体 ) (9-5-4) 
“起 
KoT 


式 中 ， 扩 是 普 朗 克 〈Planck) 常数 (及 =6.626 196x10*J.S ),， 5 是 分 子 振动 的 基 频 ;，K， 为 
波 耳 兹 曼 (Boltzmann) 常数 。 

上 式 等 号 右边 的 三 项 分 别 为 分 子平 动 、 转 动 和 振动 的 能 量 。 引 进 振动 特征 温度 Te ， 其 定义 
为 


T= (9-5-5) 


国民 = 
“= 这) (9-5-6) 


借助 于 式 〈9-5-4)， 对 于 双 原 子 的 分 子 气体 可 得 到 c, 为 


由 定 容 比 热 容 c, 的 定义 
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2 
GIR+R+R :全 ] (9-5-7) 
四 
G 


借助 于 定 压 比热容 c, 与 定 容 比 热 容 c, 间 的 一 般 关 系 〈 它 可 由 式 (1-5-24) 与 式 (1-5-25) 
得 到 )， 即 595) 
c, =(9h137)。 (9-5-8) 
cc, =[(9e/0v), + P](0v/37), (9-5-9) 
在 现在 的 温度 区 间 里 ， 内 能 e 仅 为 温度 7T 的 函数 ， 并 注意 到 无 论 是 量 热 完 全 气体 还 是 热 完全 
气体 ， 其 状态 方程 都 是 
P=pRT (9-5-10) 
这 里 R 为 常数 。 于 是 ， 式 (9-5-9) 此 时 可 以 简化 为 
c-c=R (9-5-11) 
图 9.23 给 出 了 用 统计 热力 
学 理论 计算 出 的 双 原 子 气体 的 比 
热 随 温度 的 变化 曲线 。 由 此 可 知 
c=c)，c =c,(T)， 它 们 仅 
仅 是 温度 的 函数 ， 也 就 是 说 在 @ 


区 内 ， 热 完全 气体 还 是 适用 的 。 
KK 2 000K 3. 区 


平 + 转动 平 + 转 + 振 动 
当 温 度 在 2500K<7< 


1 

1 

1 

1 

1 

! 
600i 


图 9.23 双 原 子 气体 的 比 热 随 温度 的 变化 曲线 9 000 K 时 ，0, 分 子 与 N, 分 子 
先后 产生 高 解 ， 即 

| 

(9-5-12) 
N,+MQo—=2N+M 

这 里 M 为 任意 粒子 。 另 外 ， 还 要 发 生化 学 反应 ， 如 

oO:+N=- 一 NO+O 

N,+0—=NO+N (9-5-13) 


Na: +0, 一 全 2NO 
如 果 温 度 继 续 升 高 ， 当 T >9 000 K 时 ， 还 会 发 生 电离 ， 即 
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N=N'+e 
Oo—=0'+e (9-5-14) 
NO 一 一 NO +e- 
这 里 e- 为 自由 电子 ; 总 之 ， 在 @@ 区 内 ， 空 气 是 一 种 多 组 元 变 成 分 带 有 化 学 反应 的 混合 气体 。 
处 在 高 温 下 的 离 解 电离 空气 通常 存在 有 11 个 气体 组 元 ， 即 0、0,、N,、NO、N0O*、0;、 
N:、0*、N*、N、e”; 其 中 每 一 个 组 
元 都 可 看 成 热 完 全 气体 。 至 于 各 个 组 元 
在 混合 气体 中 所 含 份 量 的 大 小 ， 不 仅 取 
决 于 该 系统 的 压强 P、 温 度 7， 而 且 还 。 这 a 
和 各 个 化 学 反应 的 速率 有 关 。 文 献 [2] 0 一 ~ 0'te 


9oook 电 高 开始 ; 
给 出 了 当 温度 在 2 500 K<T<9 000K N; 几 乎 完全 离 解 
时 所 发 生 的 16 种 反应 ， 例 如 N: 与 0， 让 
所 发 生 的 碰撞 离 解 反应 以 及 置换 反应 、 高 解 区 域 N, 开 始 商 姑 ; 
缔 合 电离 反应 、 碰 撞 电 离 反应 与 附着 反 4000K ;几乎 完全 离 解 “振动 激发 
应 等 。 图 9.24 给 出 了 在 各 个 温度 区 间 ， 2500K 二 天 的 商人 
空气 分 子 振动 激发 、 高 解 和 电离 的 示意 没有 反应 800K 
图 。 ok 
另外 ， 文 献 [2] 还 从 经 典 物理 化 学 图 9.24 各 温度 区 间 空 气 分 子 振动 激发 、 
中 的 基本 概念 出 发 9 ， 并 以 是 否 计 及 高 解 和 电 高 示意 图 


分 子 间 的 作用 力 为 界线 将 气体 介质 在 不 

同 条 件 下 所 呈现 的 热力 学 属性 划分 为 量 热 完 全 气体 〈Calorically perfect gas)、 热 完全 气体 
(Thermally perfect gas)、 化 学 反应 完全 气体 混合 物 (Chemically reacting mixture of perfect 
gases) 和 真实 气体 (Real gas) 这 四 种 气体 。 文 献 [2] 还 特别 重申 了 真实 气体 与 “真实 气体 
效应 ”之 间 在 概念 上 的 重大 区 别 ， 指 出 在 过 去 一 些 高 超声 速 气动 力学 书 上 所 讲 的 “真实 气体 
效应 ”实际 上 是 以 气体 是 否 视 作 量 热 完全 气体 为 界线 的 。 也 就 是 说 ， 凡 是 量 热 完全 气体 模型 
失效 的 情形 在 那些 书 上 均 被 称 为 “真实 气体 效应 ”。 而 通常 经 典 物理 化 学 上 所 定义 的 真实 气 
体 是 必须 计 及 分 子 之 间 相 互 作用 力 的 气体 ， 而 完全 气体 是 可 以 忽略 分 子 之 间作 用 力 的 气体 。 
事实 上 对 于 大 多 数 气体 动力 学 问题 ， 采 用 完全 气体 的 假定 是 合理 的 。 这 是 由 于 在 标准 大 气 条 
件 (P=1atm，7T=273.16 K) 下 ， 空 气 分 子 的 平均 自由 程 1 = 6.13x10” m ， 而 空气 分 子 的 平均 
直径 d=3.7xl0- m， 显 然 [ >> d ， 也 就 是 说 一 个 分 子 在 过 到 另 一 个 分 子 之 前 要 运动 相当 长 
的 距离 ， 因 此 在 一 般 情况 下 可 以 将 空气 视 为 完全 气体 。 只 有 在 某 些 情况 下 气体 才 呈 现 为 真实 
气体 ， 在 这 种 情况 下 分 子 之 间 的 相互 作用 力 才 对 气体 宏观 特性 产生 较 大 的 影响 四。 真实 气体 
的 状态 方程 有 多 种 形式 ， 最 著名 的 是 Van der Waals( 范 ， 德 * 瓦尔 斯 ) 方程 ， 即 
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Gr (9-5-15) 
vy 


其 中 a 和 b 是 依 闵 于 气体 种 类 的 常数 ， 式 中 a/v* 项 考虑 了 分 子 间 力 的 影响 ， 而 5 则 考虑 
到 气体 粒子 自身 体积 对 系统 体积 的 影响 ， 这 里 v 为 比 容 。 显 然 ， 如 果 a=0, b=0 时 ， 则 式 
(9-5-15) 便 退 化 为 完全 气体 的 状态 方程 。 


9.5.2 非 平衡 态 气体 的 振动 激发 与 化 学 反应 过 程 


所 有 的 振动 激发 和 化 学 反应 过 程 均 是 由 粒子 碰撞 或 辐射 引起 的 ， 这 里 暂且 略 去 辐射 的 影 
响 ， 即 先 不 考虑 光化学 和 光电 离 的 影响 作用 。 所 谓 平衡 态 是 指 粒子 经 过 足够 多 次 碰撞 之 后 才 
达到 的 一 种 状态 ， 例 如 逼近 振动 平衡 要 有 2 万 次 以 上 的 碰撞 ， 通 近 化 学 反应 平衡 要 有 20 多 
万 次 的 碰撞 才能 达到 平衡 态 。 这 种 从 系统 环境 的 变化 到 该 系统 达到 平衡 态 的 过 程 叫 作 非 平衡 
系统 的 分 子 弛 殉 过 程 ; 所 需要 的 时 间 称 为 弛 济 时 间 ; 过 渡 过 程 中 的 气体 特性 称 为 非 平衡 特性 ， 
偏离 平衡 态 的 气体 称 为 非 平衡 态 气 体 。 对 于 振动 松弛 过 程 ， 可 以 证 明 它 服从 如 下 方程 3. 2 
Es -l(c -e,) (9-5-16) 
式 中 ，e' 为 平衡 时 的 振动 能 ;， ee 为 振动 能 的 瞬时 非 平 衡 值 ，Y 为 振动 松弛 时 间 (又 称 振动 
弛 列 时 间 ); dew /dt 代表 非 平 衡 振 动能 的 时 间 变 化 率 。 因 此 式 (9-5-16) 又 称 作 振动 速率 
方程 。 另 外 ， 弛 耶 时 间 T 通常 是 压强 P 和 温度 的 函数 。 它 可 以 通过 实验 测 出 并 拟 合 为 曲线 ， 
其 拟 合 曲线 的 方程 为 9 
Int=(K,/T)’” -InP+InC (9-5-17) 
式 中 ， 系 数 , 与 C 对 于 不 同 的 气体 可 取 不 同 的 值 。 
同样 地 ， 对 于 给 定 的 化 学 反应 ， 例 如 
N+O= 人 NO+N (9-5-18) 


可 以 证 明 其 化 学 反应 的 速率 方程 为 8 习 


DB- KN OI -KNOINI (9-5-19) 


式 中 ，[N;] 代表 N; 的 摩尔 浓度 ， 对 其 他 组 元 也 采用 相应 的 符号 ， 即 用 [4] 表 示 组 元 * 的 摩尔 
浓度 Kr 和 K, 分 别 表示 该 反应 的 正 向 与 逆向 反应 速率 常数 ， 它 们 均 是 温度 T 的 函数 。 如 果 
上 式 处 于 平衡 态 ， 则 

Ki[N,J [OT -和 INOJTINJ =0 (9-5-20) 
式 中 ， 上 标 * 表 示 平 衡 态 时 的 值 。 
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于 是 
Kk (9-5-21) 
K, 


这 里 K. 称 为 平衡 常数 。 对 于 nn 个 组 元 的 化 学 反应 体系 ， 即 
Fax) < Sox) (9-5-22) 


这 里 民 为 系统 中 的 任 一 组 元 ; 4 与 分 别 为 反应 物 与 生成 物 的 化 学 计量 系数 。 反 应 式 
(9-5-22) 的 正 向 与 逆向 反应 速率 方程 分 别 为 


(名 ] - =(6 a)K, T(r) ( 正 向 反应 ) 
(9-5-23) 
( 墅 ]--e-o5meo) ( 正 向 反应 ) 
因此 任 一 组 元 的 净 生 成 率 为 
2 l(a, 并 &IICor)-&IIesy】 (9-5-24) 


从 本 质 上 讲 ， Ns 虽然 根据 分 子 运动 论 可 以 计算 出 化 学 反应 速 
率 常数 KK, 与 K,， 但 经 验 表 明 : 计算 出 的 值 与 实验 值 有 时 会 相差 几 个 量 级 ， 因 此 化 学 反应 速 
率 常 数 通 常 还 是 采用 实验 总 结 出 的 经 验 公 式 进 行 计 算 ， 例 如 选用 改进 的 Arrhenius〈 阿 伦 纽 
斯 ) 方程 为 29 
与 
K=CT°e™ (9-5-25) 
式 中 ，5, 为 反应 活化 能 ，(C,T") 为 频率 因子 ， 这 里 Ci ，w 与 为 的 值 可 以 从 实验 资料 中 找到 。 
文献 [47] 给 出 了 30 000 K 以 下 高 温 空气 的 化 学 反应 速率 常数 K 与 K, 值 ， 可 供 计 算 时 查 用 。 
在 未 结束 本 节 讨论 之 前 ， 我 们 先 重新 定性 地 回顾 一 下 高 超声 速 气流 绕 钝 体 流动 的 整体 图 
像 ， 如 图 9.25 所 示 。 当 高 超声 速 气流 绕 过 外 钝 体 时 ， 一 道 较 强 的 弓形 脱 体 激 波 在 钝 体 前 方 
形成 ， 如 图 9.25 (a) 所 示 ， 激 波 后 形成 的 激 波 边界 层 与 高 温 边 界 层 区 域 可 由 该 图 看 出 。 对 
于 钝 头 飞 行 器 头 部 的 弓形 激 波 〈 如 图 9.25 (b) 所 示 ) 是 正 激 波 或 接近 正 激 波 。 在 高 超声 速 
飞行 下 ， 这 种 强 激 波 波 后 的 温度 极 高 ， 例 如 Apollo 飞船 再 入 大 气 层 若 M =36 ， 则 头 部 温度 
高 达 11 000 K， 因 此 整个 激 波 层 都 被 化 学 反应 流动 所 控制 。 这 种 带 有 化 学 反应 的 高 温 流 动 ， 
使 得 激 波 前 后 密度 比 p,/p, 显著 提高 ， 有 的 高 达 22; 图 9.25 〈c) 给 出 了 采用 量 热 完 全 气体 
模型 与 采用 化 学 气体 模型 时 所 计算 出 的 钝 体 弓形 激 波 相对 位 置 的 比较 ， 显 然 ， 考 虑 化 学 反应 
的 激 波 更 靠近 壁面 。 图 9.25 (d) 定性 地 给 出 了 分 析 钝 体 非 平衡 绕 流 的 流动 图 像 。 考 虑 该 图 
所 示 的 流 经 驻 点 的 流 线 abc; 在 a 和 4b 之 间 ， 气 体 受 到 压缩 并 减速 ， 到 驻 点 b 处 速度 为 零 。 
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在 b 点 处 达到 当地 平衡 条 件 并 且 伴 随 有 很 高 的 高 解 度 和 电 高度。 然后， 气体 由 驻 点 向 下 游 迅 
速 膨胀 ， 而 且 速 度 〔 在 驻 点 由 零 沿 物 面 迅速 增 大 ， 在 c 点 处 流速 达到 了 声速 。 显 然 , 在 < 
点 附近 区 域 中 有 很 强 的 压力 梯度 和 温度 梯度 〈 这 里 dP/di 与 dT/di 为 负 值 )， 在 c 点 附近 有 
突然 的 冻结 流 。 因 此 物 面 声速 点 的 下 游 将 被 很 薄 的 并 且 具 有 很 高 离 解 和 电离 度 的 冻结 流 所 覆 
盖 。 这 里 我 们 不 妨 分 析 一 下 离 物 面 很 近 的 A 点 上 的 这 条 流 线 ， 由 于 它 通过 强度 很 高 的 弓形 
激 波 的 头 部 ， 因 此 ， 该 流 线 的 特性 与 abc 流 线 的 特性 类 似 ， 即 沿 该 流 线 的 流体 元 在 激 波 后 是 
具有 高 度 离 解 和 电离 的 、 具 有 平衡 特性 的 混合 气体 ;在 声速 点 附近 及 其 下 游 该 流体 元 变 成 冻 
结 流体 元 。 这 里 所 谓 冻结 流动 ， 是 指 它 的 化 学 反应 速率 和 振动 速率 都 趋 于 零 ， 也 可 认为 是 混 
合 气体 各 组 元 的 浓度 和 振动 能 的 变化 极其 迟缓 ; 或 者 说 这 类 气体 的 流动 不 随 环 境 温度 7 和 
压强 P 变化 。 最 后 ， 我 们 再 分 析 一 下 离 物 面 较 远 的 B 点 处 流 线 。 它 通过 己 形 激 波 上 强度 较 
弱 的 斜 激 波 ， 因 此 流体 元 的 离 解 度 和 电离 度 较 小 ， 并 且 斜 激 波 后 的 非 平衡 区 较 长 ， 经 过 B 
点 的 流体 元 在 斜 激 波 后 有 很 长 的 非 平衡 流动 区 ， 然 后 在 充分 远 的 下 游 处 趋 于 当地 平衡 。 


己 形 激 波 


图 9.25 高 超声 速 气流 绕 钝 体 流动 的 整体 图 像 
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9.5.3 无 粘 高 温 平 衡 流 


高 温 无 粘 平衡 流动 的 控制 方程 组 为 
总 的 质量 守恒 方程 如 +v.(pY)-=0 (9-5-26) 
动量 方程 p=-vP (9-5-27) 
DH 3P 
能 量 方程 pr (9-5-28) 
式 中 ， Haht3V 。 (9-5-29) 


应 注意 的 是 ， 虽 然 形式 上 高 温 效 应 并 没有 去 改变 控制 方程 组 的 基本 形式 ， 但 仔细 分 析 一 
下 方程 中 的 各 项 含义 便 会 感到 其 中 的 差异 。 这 里 连续 方程 给 的 是 总 体 的 质量 守恒 方程 ， 所 以 
与 流动 是 否 具有 化 学 反应 无 关 ; 动量 方程 基本 上 是 牛顿 第 二 定律 ， 与 流动 是 否 具 有 化 学 反应 
无 关 ; 在 能 量 方程 中 , 表面 上 好 像 没 有 考虑 化 学 反应 引起 的 能 量 附加 项 (例如 吸 热 或 者 放 热 )， 
其 实 我 们 在 烩 的 计算 时 已 作 了 考 虚 。 由 文献 [2] 知 道 ， 混 合 气体 的 h 可 由 下 式 给 出 
h= 〔 混 合 气 的 可 感 始 ) + (混合 气 的 有 效 零 点 能 ) (9-5-30) 
上 式 右边 第 一 项 对 于 每 一 个 化 学 组 元 的 可 感 烩 都 可 以 根据 统计 热力 学 求 得 ;第 二 项 有 效 零点 
能 ， 又 称 化 学 灼 ， 可 以 通过 查 表 获得 。 在 基本 方程 组 式 (9-5-26) 一 式 (9-5-28) 中 有 
四 个 未 知 数 P、P、Y 与 六 ， 因 此 方程 组 不 封闭 。 必 须 补充 平衡 热力 学 关系 式 
T=T(p,h) (9-5-31) 
P=P(p,h) (9-5-32) 
这 样 五 个 未 知 数 P、p、V、h、T， 五 个 方程 即 式 (9-5-26) ~ 式 (9-5-28) 以 及 式 
(9-5-31) 与 式 (9-5-32)， 方 程 组 封闭 。 这 里 值得 注意 的 是 ， 温 度 7 不 仅 在 这 里 必须 ， 
而 且 在 计算 平衡 常数 、 内 能 以 及 烩 时 也 都 需要 它 。 
例题 9.1 高 超声 速 气流 跨 过 一 维 定常 正 激 波 之 后 形成 了 无 粘 高 温 平衡 流动 ， 试 给 出 这 
时 激 波 前 后 物理 量 的 计算 步骤 ， 这 里 假定 高 超声 速 气流 为 空气 。 
解 : 正 激 波 前 后 条 件 为 
PY = paV 
R+pV =R+py? (9-5-33) 
月 43 歇 一 肥 4 克 
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式 中 ，P、p、W、 闫 分别 为 压强 、 密 度 、 速 度 、 烩 : 下 标 1 表示 波 前 ， 下 标 2 表示 波 后 。 
这 里 给 出 两 种 气体 模型 下 的 计算 步骤 : 一 种 是 量 热 完 全 气体 ， 另 一 种 是 高 温 平衡 空气 。 
对 于 量 热 完 全 气体 ， 激 波 前 后 物理 量 的 变化 可 由 本 书 $ 2.3 节 给 出 的 关系 式 定 出 


_27M? (7-D) 
7Y+1 


CA (9-5-34) 
P VW (7Y-DMr+2 
E27? -(r-))] [(-Dm?+2] 
1 (7+D mM? 
对 于 高 温 平 衡 空气 ， 则 只 能 采用 数值 方法 进行 迭代 求解 ， 为 此 将 式 (9-5-33) 改写 如 下 
W=pV/p, (9-5-35) 
a-atow (2] (9-5-36) 
p 
=hp+lvili (eo 二 
hh | 2] (9-5-37) 
以 及 两 个 补充 关系 
已 =P(p:) (9-5-38) 
T=T(p2,h) (9-5-39) 


这 里 吕 与 久 均 变 成 了 未 知 量 Pi1p; 的 函数 ， 其 求解 步骤 是 : 
(1) 假设 一 个 让 /1p; 的 值 ， 通 常 可 取 p/p, = 0.1; 
(2) 由 式 (9-5-36) 与 式 (9-5-37) 算出 中 与 必 ; 
(3) 由 及 与 有 值 ， 借 助 于 式 (9-5-38) 算出 记 值 ;也 可 由 及 与 久 值 查 高 温 平衡 空气 
特性 图 表 〈 例 如 可 查 本 书 附录 中 的 表 8 (b)) 得 到 温度 五 和 压缩 因子 Z, ， 然 后 由 
已 
RTZ, 


记 = (9-5-40) 


得 出 p, 值 : 

(4) 由 上 面 得 到 的 p, 值 便 可 得 到 一 个 新 的 m /1p; 值 ; 

(5) 用 新 的 pl1p: 值 重复 步骤 @ 一 步骤 @， 直 到 p, 的 迭代 达到 收 剑 。 通 常 p, 的 收敛 很 

快 ， 
(6) 借助 于 上 面 得 到 的 及 和 p; 值 先 由 式 (9-5-39) 算出 五 ， 再 由 式 (9-5-35) 算出 

叹 值 。 
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表 9-1 给 出 了 再 入 飞行 器 在 飞行 高 度 为 51 816 m， 飞 行 速度 为 10 972 m/s 时 两 种 模型 
下 正 激 波 气体 特性 的 比较 。 


表 9-1 正 激 波 气体 特性 的 比较 


重 热 完全 气体 模型 (y=1.4) 化 学 平衡 气体 模型 


已 /有 1 233 1 387 


Pa | 5.972 15.19 
hih 206.35 | 212.8 
T/T + 20635 | 41.64 
从 表 中 的 数据 可 以 看 出 ， 波 后 压力 与 气体 模型 的 选择 关系 不 大 ， 而 波 后 温度 与 气体 模型 
的 选择 关系 密切 。 事 实 上 ， 量 热 完全 气体 与 化 学 反应 气体 的 正 激 波 关系 之 间 存 在 着 实质 性 的 
区 别 。 对 于 量 热 完 全 气体 ， 正 激 波 的 函数 关系 为 
p/p1=f(M,), PB/IR=f,(M), h/h=f,(M,) (9-5-41) 
` 这 就 是 说 ， 激 波 前 后 的 特性 比值 完全 取决 于 来 流 马赫 数 M, 值 。 然 而 ， 对 于 化 学 反应 平衡 气 
体 ， 其 正 激 波 的 函数 关系 可 表 为 
Pilpi=f (VR,T), RIR=fV,R,D), h/h=f(V,R,T) (9-5-42) 
也 就 是 说 ， 激 波 前 后 的 特性 值 要 依赖 于 W, 有 与 五 这 三 个 参数 ， 对 于 正 激 波 波 后 的 高 温 气 体 


而 言 ， 来 流 马赫 数 M, 不 起 重要 作用 。 另 外 ， 对 于 高 速 流动 ， 正 激 波 前 后 有 : V, <<V， 并 且 
B >> 中 ， 因 此 可 以 认为 ， 在 高 超声 速 流动 中 ，P = pV 是 一 个 较 好 的 近似 。 


9.5.4 无 粘 高 温 非 平衡 流 


控制 表面 o da=mda 
对 于 无 粘 高 温 非 平衡 流 ， 表 示 混合 气体 全 部 组 元 的 总 
体 连续 方程 形式 上 与 式 (9-5-26) 相同 ， 即 
V 
B+v.(pv)=0 (9-5-43) 2 一 
式 中 ，Y 为 混合 气体 的 速度 矢量 ， 为 混合 气体 的 密度 。 控制 体 Q 


今 考察 一 个 固定 的 有 限 控制 体 ， 如 图 9.26 所 示 。 令 全 本 
pi 是 混合 气体 单位 体积 中 i 组 元 的 质量 ， 令 性 为 由 于 化 学 
反应 而 引起 p, 的 当地 变化 率 ， 所 以 固定 控制 体内 i 组 元 质 
量 对 时 间 的 变化 率 应 该 是 ;组 元 通过 控制 体 表面 的 质量 通 。 图 9.26 位 置 固定 的 有 限 控制 体 
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量 与 由 于 化 学 反应 而 引起 的 控制 体内 i 组 元 的 净 生 成 这 两 项 之 和 ， 即 


een =ov -err Wasn 


EA 


v 


(9-5-44) 


(9-5-45) 


注意 上 式 仅 对 无 粘 流 成 立 。 如 果 流 动 是 有 粘 的 ， 则 组 元 i 的 质量 连续 方程 还 应 该 加 上 质量 扩 


散 引 起 的 i 组 元 的 输 运 项 〈 见 式 (9-6-3))。 引 进 质量 比 数 也 ， 即 


= 
p 
将 式 (9-5-46) 代 到 式 (9-5-45) 中 并 注意 到 式 (9-5-43)， 便 得 
DY oar 
Fh sy +Y 。 i 
注意 到 YY=L Fp'= 
于 是 ， 高 温 、 无 粘 、 非 平衡 流动 的 基本 方程 组 为 
Q 总 的 连续 方程 如 +y.(oY)=0 
@ 组 元 ;的 连续 方程 好 +y,(oY)=q 
或 者 DE yy 入 
Dr 3 p 
@ 动量 方程 p=-vP 
DH op . 
@ 能 量 方程 po 
式 中 ， Haht3V ey 
@@ 状态 方程 P=pRT, R=, “| 于 ] 
m Tm 


(9-5-46) 


(9-5-47) 


(9-5-48) 


(9-5-49) 


(9-5-50) 


(9-5-51) 


(9-5-52) 


式 中 ，m 与 mm 分 别 表 示 混 合 气体 的 分 子 量 与 i 组 元 的 分 子 量 ; 导 为 通用 气体 常数 。 


烩 h=D,(Yh) 


(9-5-53) 
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这 里 及 为 i 组 元 的 单位 质量 烩 中 。 
现 以 正 激 波 波 后 的 一 维 定常 流动 为 例 ， 讨 论 化 学 非 平衡 流 。 这 时 控制 方程 组 变 为 


2(pv)=0 
dp dV 
Ei 
dr 四 
dp 

Ga 

dr 和 
上 述 方程 组 可 以 用 常 微分 方程 的 积分 方法 进行 数值 计算 (例如 采用 Runge-Kutta 法 )， 从 激 
波 出 发 向 下 游 推进 求解 。 在 非 平 衡 流动 计算 中 ， 常 常 还 会 遇 到 这 样 的 一 个 困难 : 当 一 个 或 多 
个 化 学 反应 极 快 〈 即 凶 的 计算 式 中 有 些 项 极 大 ) 时 ， Ax 必须 取得 极 小 ， 即 使 这 样 做 在 数值 
计算 时 还 很 容易 导致 数值 解 的 发 散 。 也 就 是 说 ， 组 元 的 连续 方程 在 化 学 反应 极 快 时 其 微分 方 
程 出 现 刚性 〈stiff) 方程 的 性 态 ， 它 容易 使 数值 解 产生 不 稳定 中。 另外 ,图 9.27 (a) 和 (b) 
分 别 给 出 了 正 激 波 与 斜 激 波 波 后 非 平衡 流 的 松弛 距离 。 在 图 9.27 (a) 所 给 的 计算 条 件 下 人 9， 
正 激 波 波 后 的 松弛 距离 在 1 cm 量 级 ， 而 图 9.27 (b) 所 示 的 30° 斜 激 波 波 后 的 松弛 距离 高 达 
700 cm 量 级 f%1。 可 见 ， 斜 激 波 波 后 的 松弛 距离 要 比 正 激 波 时 大 很 多 。 


(9-5-54) 
入 


100 计算 (第 1 组 ) 。 1000 


计算 (第 2 组 ) 
。 温度 


计算 (第 1 组 ) 
。 温度 

口 氧 原子 
人 复原 子 
计算 (第 2 组 ) 
温度 

4 氧 原子 

。 氨 原 子 


1 i EE EE 


松弛 距离 /cm 


图 9.27 激 波 波 后 的 松弛 距离 “1 
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§9.6 高 温 粘性 气体 动力 学 基本 方程 组 及 守恒 形式 
9.6.1 高 温 粘性 气体 的 基本 方程 


一 、 扩 散 速度 与 扩散 质量 流 
对 于 化 学 非 平衡 粘性 流 ， 组 元 i 的 连续 方程 应 该 考虑 该 组 元 的 质量 扩散 项 。 如 图 9.28 所 
示 ， 令 是 组 元 i 的 运动 速度 ，V 是 气体 混合 物 的 运动 速度 ，U 为 组 元 i 的 扩散 速度 ， 它 们 
间 的 关系 为 
V=V+U, (9-6-1) 


fd 移动 层 
a 扩散 通 量 
ps 全 (a 
质量 百分比 梯度 
(a) 人 人) 


图 9.28 扩散 速度 的 说 明 
类 似 于 式 (9-5-44) 的 推导 ， 对 于 所 考察 的 固定 控制 体 则 有 


子 册 pao=- 玫 ov .da+ 咱 ouo (9-6-2) 
a 0 a 
或 者 
py.(py)=0 < 
+ (PY)= 包 (9-6-3) 
显然 ， 将 式 (9-6-1) 代入 到 式 (9-6-3) 中 并 注意 到 总 的 连续 方程 
tv.(pv)=0, Ep,=p, 之 (oV)=pY (9-6-4) 
另外 ， 借 助 于 式 (9-5-48)， 则 式 (9-6-3) 还 可 以 改写 为 
pty(pU)=a (9-6-5) 
这 里 
D9y. 6 
pA (9-6-6) 
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引进 组 元 i 的 扩散 质量 流 ,= p,U,， 利 用 Fick 定律 
J =-paVY, (9-6-7) 


这 里 fw 为 多 组 元 扩散 系数 ， 它 与 二 组 元 扩散 系数 4 有 如 下 近似 表达 式 尼 习 


(9-6-8) 


my 
式 中 ，X, 为 组 元 i 的 摩尔 比 数 。 
本 书 附录 中 的 表 8(g) 给 出 了 空气 成 分 的 二 组 元 扩散 系数 ， 可 供 计算 时 查 用 注意 表 
中 将 51P 定 义 为 通常 的 二 元 扩散 系数 )。 应 该 指出 ， 对 于 无 粘 流 ， 由 于 不 存在 组 元 之 间 的 
相互 扩散 效应 ， 因 此 每 个 组 元 i 的 速度 VV, 与 混合 气体 运动 速度 V 相同 ， 于 是 这 时 式 (9-6-5) 
便 简化 为 式 (9-5-47)， 并 且 式 (9-6-3) 简化 为 式 (9-5-45)。 
二 、 能 量 方程 
传 热 的 形式 通常 有 4 种 : 热传导 、 对 流传 热 、 扩 散 传 热 和 辐射 传 热 ， 下 面 分 别 略 作 介绍 。 
(1) 热传导 是 最 常见 的 热能 传递 现象 。 固 体 的 传 热 是 通过 原子 的 振动 和 电子 移动 ; 液体 
和 气体 的 热传导 是 分 子 运动 的 能 量 转移 。 热 传导 的 能 量 通 量 由 傅 里 叶 公式 给 出 
4.=-kVT (9-6-9) 
(2) 对 流传 热 是 运动 流体 中 因 质 点 移动 所 引起 的 能 量 交 换 。 在 这 种 情况 下 ， 质 点 的 移动 
方向 不 一 定 是 沿 着 温度 下 降 的 方向 。 边 界 层 传 热 是 对 流传 热 的 重要 实例 29。 在 工程 应 用 中 ， 
经 常用 经 验 公 式 来 描述 对 流传 热 ， 即 所 谓 的 牛顿 (Newton) 冷却 公式 
gw =aAT = avAh (9-6-10) 
式 中 ， 或 者 m 分 别 表示 温差 换 热 系数 或 者 用 答 差 表 达 的 换 执 系数; AT 与 Ak 仅仅 是 表示 
温度 差 与 答 差 的 值 。 
注意 式 (9-6-10) 仅 是 给 出 对 流 换 热 系数 的 一 种 定义 ，a 并 不 是 一 个 物性 系数 。 
(3) 扩散 传 热 是 反映 多 组 元 气体 的 扩散 现象 。 例 如 对 于 多 组 元 化 学 反应 气体 ， 当 组 元 i 
从 一 个 位 置 扩散 到 另 一 个 位 置 时 ， 不 仅 携带 着 自身 的 能 量 ， 还 参与 了 当地 的 化 学 反应 ， 于 是 
形成 了 能 量 输 运 的 又 一 种 形式 即 扩散 传 热 并 用 go 表示 。 
(4) 辐射 传 热 ， 它 与 前 面 三 种 传 热 方式 即 热传导 、 对 流传 热 和 扩散 传 热 在 机 理 上 有 显著 
的 区 别 。 热 传导 、 对 流 和 扩散 传 热 都 是 以 分 子 为 载体 ， 是 通过 介质 实现 能 量 转移 ， 而 热 辐 射 
是 以 电磁 波 或 者 光子 为 载体 ， 光 子 的 运动 或 者 电磁 波 的 传播 并 不 依赖 于 介质 的 存在 与 否 ， 辐 
射 传 热 常用 gs 表示 。 因 此 对 于 有 温度 梯度 和 浓度 梯度 存在 的 高 温 化 学 反应 气体 系统 ， 其 总 
的 热 通 量 g 为 
g =4g.+go +qr + (对 流传 热 项 ) (9-6-11) 
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另外 ， 单 位 质量 混合 气 的 内 能 〈 即 比 内 能 ) e 为 


e=>(er) (9-6-12) 


e = (分子 移动 能 ) +〈 转 动能 ) + (振动 能 ) +〈 轨 道 电 子 能 ) + (零点 能 ) (9-6-13) 
这 里 了 由 式 (9-5-46) 定义 。 引 进 静 烩 /与 总 烩 妃 ， 即 


h=et2 (9-6-14) 
p 
H= tt (9-6-15) 
于 是 用 妃 表 达 的 能 量 方程 即 式 (1-3-23) 在 高 温 气 体 的 情况 下 仍 可 表示 为 
DH _aP 
p 融 =- 革 -Y， .4+V.(ILY) (9-6-16) 


式 中 ， 了 为 粘性 应 力 张 量 。 
在 直角 坐标 系 下 ，V.(IIL.Y ) 可 表 为 
(ur +zrv+wre】 9(ure+zry+wre) 9(ure+zro+wre) 
未 4 了 到 
类 似 的 ， 用 静 烩 表达 高 温 下 的 能 量 方程 为 
p 名 = 作 -V.gtp (9-6-18) 
这 里 4 为 耗 散 函 数 。 引 进 广义 总 内 能 E= pe,， 这 里 e 由 式 (1-4-13) 定义 ， 则 用 & 表达 高 
温 下 的 能 量 方程 为 


V.(ILY)= (9-6-17) 


9e 


Tt [(e+P)V]=V:(H.V)-v.g (9-6-19) 
式 中 ， 混 合 气 体 的 压强 P 为 
P= 了 有 (9-6-20) 
这 里 为 组 元 i 的 分 压强 (有 了 时 又 称 分 压力 )。 
三 、 动 量 方程 
动量 方程 式 (1-4-40) 在 高 温 下 为 
M0),v. (pVV)=V.T-VP+pf (9-6-21) 


式 中 ，/ 为 体积 力 RR 
这 里 暂 不 考虑 体积 力 ， 即 令 f=0。 
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9.6.2 高 温 非 平衡 粘性 气体 基本 方程 组 的 守恒 形式 


借助 于 式 (9-6-1) 与 式 (9-6-7)， 则 式 (9-6-3) 变 为 
各 +Y.(pY)-Y.(ppnyI)= 由 (9-6-22) 


式 中 ，fp, 为 多 组 元 扩散 系数 (与 组 元 i 相关 的 ); 已 由 式 (9-5-46) 定义 。 

本 书 附录 中 的 表 8 (g) 给 出 了 空气 成 分 的 二 元 扩散 系数 ， 表 8 (h) 给 出 了 空气 主要 组 元 

的 一 些 光 谱 数据 , 表 9-1 给 出 了 地 球 标准 大 气 层 表 , 可 供 计算 时 查 用 .将 连续 方程 式 (9-6-22)、 

动量 方程 式 (9-6-21) 与 能 量 方程 式 (9-6-19) 写 为 如 下 和 守恒 形式 
色 ,a(E-&)aE-P) 3aG-G)_， 


(9-6-23) 
ba ox oy 9z 0 
式 中 
Us=[pi,p2,..., pi pus pv, pw,e]” (9-6-24) 
E = [pu prs, put pu? + P, puv, puw, (e+ Pu] (9-6-25) 
F =[ pv, py0,…*, puv, puv, pv? +P,puw,(e+P)v] (9-6-26) 
G=[piw, pom, pew, puw, pw, pw + P,(E+ P)w] (9-6-27) 
oy 3 9 站 
已 spo- 全 op 全 pp- 呈 reroreal] (9-6-28) 
a 9%, oY, 
[oo 全 op- 强 op- 呈 rmvra] (9-6-29) 
oy oY, ay, 六 
6 = [pp 并 ,pp 六 pp rte | (9-6-30) 
$=[@,6,…,0,,0,0,0,0J (9-6-31) 
a| |r Tt, te koT/ar jy 
v 
a =|t, rz Te karfoy (9-6-32) 


w 


Tu To Te 大 97/9z 


这 里 4 表示 混合 气体 的 组 分 有 n 个 。 式 (9-6-23) 就 是 考虑 化 学 非 平衡 态 时 高 超声 速 气体 
动力 学 常用 的 守恒 型 基本 方程 组 ， 它 被 广泛 地 用 于 数值 计算 。 最 后 还 应 指出 的 是 ， 在 推导 上 
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述 方程 组 时 ， 忽 略 了 辐射 传 热 以 及 体积 力 〈 又 称 彻 体力 ) 的 影响 ， 关 于 辐射 传 热 方面 的 考虑 
可 参阅 文献 [50，51，52] 。 
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习 题 


1. 试用 完全 气体 激 波 关系 式 和 热力 学 关系 式 证 明 ， 当 来 流 马 赫 数 M. 满足 
(M2 -1)=O(e) 时 跨 过 正 激 波 的 炉 增 AS 满足 


冬 =oe) 
c 


式 中 ，O() 代表 量 级 ，e 为 一 个 小 量 ; c, 为 定 容 比 热 。 
2. 与 通常 中 等 超声 速 气流 (M. <3) 相 比 ， 高 超声 速 流动 有 哪些 特点 ? 高 超声 速 飞行 器 
的 外 形 有 哪些 主要 特征 ? 
3. 设 飞船 飞行 马赫 数 M_ =32.5, 来 流 温度 T. = 283 K， 并 假定 比 热 比 y 分 别 为 1.4、1.3、 
1.2 与 1.13 时 ， 分 别 使 用 完全 气体 的 激 波 关系 式 计算 正 激 波 后 的 温度 。 
4. 已 知 轴 对 称 、 锥 形 流 的 基本 方程 组 为 
dy ?(V, +V, cot0) 


dg “ WV-a 
V,=dy,/d0 (#2) 
边界 条 件 为 ， 锥 面 上 (9= 避 ) W=0 或 9 +2 =0 (93) 
激 波 处 (9=B) (V), =V, =V. cosB=(V,), (#4) 
(V.), < sinp =-(V, ), (x5) 


式 中 ，o 为 圆锥 半 顶 角 ， 有 为 激 波 角 ， 下 标 n 和 + 分 
别 表示 沿 激 波 的 法 向 和 切 向 的 物理 量 ， 下 标 % 与 2 
分 别 表示 波 前 与 紧 靠 激 波 后 的 物理 量 ， 图 9.29 给 出 
了 圆锥 轴 对 称 绕 流 图 。 试 证 明 : 在 高 超声 速 无 粘 流动 
下 ， 人 

i ~-a) 


(*6) 


-2(0- 
[CA (9-&) 
这 里 下 标 上 表示 锥 面 上 的 量 ; V, =V, (9)，V, =V, (0)。 图 9.29 圆锥 轴 对 称 绕 流 
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5. 试 证 明 : 当 Ms 与 Re 同一 量 级 时 ， 经 典 边 界 层 理论 中 关于 法 向 压力 梯度 为 零 〈 即 
aP/3y =0 ) 的 结论 不 成 立 。 能 否 给 出 这 时 边界 层 法 向 动量 方程 的 表达 式 ? 

6. 借助 于 式 (9-4-52) 给 出 的 生成 计算 网 格 的 方法 ， 试 用 FORTRAN 语言 或 者 C 语 
句 编制 绕 任意 二 维 物 面 的 网 格 生 成 程序 并 完成 几 个 算 例 。 这 里 物 面 形状 由 nn 个 离散 点 坐标 
(Gy)， i=1~n 给 出 。 

7. 真实 气体 的 概念 是 什么 ? 真实 气体 与 “真实 气体 效应 ”之 间 在 概念 上 有 什么 重大 区 
别 ? 叙述 一 下 高 超声 速 气流 绕 钝 体 流动 的 整体 图 像 以 及 高 温 效 应 在 哪些 区 域内 较 显著 ? 

8. 图 9.30 与 图 9.31 分 别 给 出 了 两 种 高 超声 速 飞行 器 。 图 9.30 是 某 飞 船 的 构 形 ， 该 飞 
船 的 外 形 是 关于 Z 轴 对 称 的 ， 这 里 仅 画 出 其 中 的 一 部 分 。 当 这 两 个 飞行 器 以 相同 马赫 数 作 
高 超声 速 飞行 时 ， 试 分 析 弓 形 激 波 后 平衡 流 区 、 非 平衡 流 区 以 及 近似 冻结 流 区 的 大 致 特点 ? 
哪 一 个 飞行 器 的 化 学 非 平衡 流动 区 域 更 大 些 ? 为 什么 ? 


. 柱 
| | 18.02R, 
20.0 2=0.85 Z=1.70Z 31.67R, 


图 9.30 某 飞 船 构 形 图 9.31 某 航天 飞行 器 外 形 
9. 高 超声 速 飞行 中 ， 高 温 是 一 个 很 重要 的 特征 ， 因 此 物体 表面 热流 分 布 的 计算 一 直 是 
人 们 关注 的 热点 。 试 分 析 用 通常 差分 算法 计算 热流 率 分 布 时 精度 不 高 的 原因 ? 如 果 方向 的 
热流 率 用 下 式 计 算 即 


06 


97 e- 97 
= 一 -一 一 一 上 
= opeh En ] (0%7) 


式 中 ， 久 为 质量 比 数 ， gp, 为 多 组 元 扩散 系数 ; 为 组 元 i 的 烩 。 如 果 不 考 虑 化 学 反应 ， 则 
式 (*7) 简化 为 
二 

2 Cr8) 
试问 如 何 才能 提高 式 (*8) 中 物 面 热流 率 的 计算 精度 ? 在 选用 同样 精度 的 格式 时 ， 用 有 限 体 
积 法 与 差分 法 分 别 去 求解 N-S 方程 组 并 得 到 相应 的 热流 率 分 布 ， 请 分 析 上 述 哪 一 种 方法 得 
到 的 热流 率 分 布 更 接近 实验 测量 值 ? 为 什么 ? 在 选用 有 限 体积 法 的 情况 下 ， 如 果 将 格式 的 精 
度 提高 ， 问 在 网 格 划 分 不 变 的 情况 下 ， 这 时 计算 出 的 物 面 热 流 率 分 布 ( 与 实验 值 比较 ) 是 变 
好 还 是 变 差 ? 为 什么 ? 
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气动 声学 是 建立 在 声学 与 流体 力学 基础 上 的 一 门 交叉 性 和 边缘 性 的 新 分 支 。 它 所 研究 的 

是 流体 自身 以 及 流体 与 固体 相互 作用 而 发 声 的 机 理 ， 建 立 气 动力 与 声 性 能 之 间 的 关系 式 ， 在 
此 基础 上 找 出 降低 气动 噪声 的 方法 。20 世纪 50 年 代 初 ， 莱 特 希 尔 (Lighthill M.J.) 采用 与 
古典 声学 趾 类 比 的 方法 ， 引 入 拟 声 源 的 概念 推出 了 Lighthill 基本 方程 商定 了 气动 声学 的 理论 
基础 。 最 初 的 Lighthill 方程 的 求解 是 在 自由 空间 的 假设 下 ， 针 对 那些 固 壁 边界 不 起 主要 
作用 的 问题 (例如 研究 喷 流 区 的 噪声 )， 采 用 Lighthill 的 基本 理论 进行 求解 ， 并 且 可 以 得 到 
较 满意 的 结果 。 他 指出 ， 这 种 由 湛 流 引起 的 喷 流 噪声 具有 四 极 子 声 源 特 性 、 与 速度 的 八 次 方 
成 正比 。 他 的 基本 理论 对 指导 喷气 发 动机 设计 、 降 低 气动 噪声 起 了 很 大 作用 中 。 然 而， 大 量 
的 试验 表明 在 许多 情况 下 ， 流 体 与 固 壁 边界 相互 作用 对 声音 的 产生 起 着 重要 的 影响 作用 ， 于 
是 1955 年 Curle ( 柯 尔 ) 应 用 Kirchhoff ( 基 尔 霍 夫 ) 方法 首先 将 Lighthill 基本 方程 进行 了 
推广 ， 考 虑 了 静止 的 固 壁 边界 所 带 来 的 影响 外 。 研 究 结果 表明 : 固 壁 边界 的 作用 相当 于 在 整 
个 固 壁 边界 上 分 布 着 偶 极 子 源 ， 并 且 在 每 一 点 上 偶 极 子 源 的 强度 等 于 固 壁 表面 在 该 点 处 作用 
在 流体 上 的 力 。 在 这 种 情况 下 ， 声 场 可 由 四 极 子 源 和 偶 极 子 源 迭 加 组 成 。Curle 成 功 地 解决 
了 潮流 中 静止 小 物体 的 风 鸣 声 ' 中 、 圆 柱 旋涡 脱落 诱发 的 噪声 中 等 问题 。 然 而 Curle 的 理论 并 
未 涉及 到 运动 的 固 壁 边界 与 流体 的 相互 作用 而 导致 的 发 声 问题 ，1969 年 Ffowcs Williams 和 
Hawkings〔 福 区 威廉 姆 斯 和 霍金 斯 ) 采用 了 广义 函数 法 将 Curle 的 结果 进行 了 拓展 ， 考 虑 了 运 
动 固 壁 边界 对 发 声 的 影响 ， 得 到 了 FW-H 方程 中。 之后，Farassar (法 拉 赛 ) 十 分 巧妙 的 变换 
了 FW-H 方程 的 积分 形式 ， 并 使 它 能 用 于 物体 的 运动 为 亚 声速 、 跨 声速 和 超声 速 的 情况 -2 。 
值得 注意 的 是 ， 无 论 是 Curle 方程 或 者 FW-H 方程 均 假定 声 源 传播 的 介质 为 静止 的 ， 显 然 这 
个 假定 限制 了 对 实际 问题 的 应 用 ， 例 如 轴 流 压气 机 或 者 涡轮 所 产生 的 声波 ， 它 们 都 是 在 运动 
的 介质 中 传播 的 ， 所 以 考虑 运动 介质 对 声波 传播 的 影响 是 非常 必要 的 。1974 年 Goldstein (区 
尔 欧 坦 ) 用 格林 函数 方法 研究 了 均匀 运动 介质 下 运动 物体 的 发 声 问题 031， 得 到 了 广义 的 
Lighthill 方程 "9 。 另 外 ,应 该 看 到 ,气动 声学 是 朝 着 多 个 方向 发 展 的 , 一 方面 可 以 按照 Lighthill 
的 基本 思想 继续 深入 研究 ， 另 一 方面 许多 学 者 也 从 不 同 的 角度 对 流体 所 产生 声音 的 机 理 ， 声 
波 与 淇 流 的 相互 作用 等 问题 进行 细致 的 研究 。 从 目前 文献 上 所 反映 出 的 这 些 学 者 的 工作 上 
看 ， 几 乎 都 毫 无 例外 地 显示 出 声波 的 产生 是 与 流体 中 的 旋涡 以 及 旋涡 之 间 的 相互 作用 密切 相 
关 ; 声波 能 量 的 形成 与 转换 也 是 通过 这 些 非 线性 的 相互 作用 来 完成 此 这 些 问 题 的 深入 研 
究 ， 是 目前 气动 声学 基本 理论 研究 的 又 一 个 重要 方向 中 。 对 于 FW-H 方程 ， 自 1969 年 提出 
至 今 已 三 十 多 年 过 去 了 ， 人 们 围绕 这 个 方程 已 作 了 许多 改进 与 进一步 完善 。 目 前 对 于 FW-H 
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方程 主要 有 时 域 解 与 频 域 解 两 大 类 形式 ， 它 们 各 自 具有 自身 的 特点 并 且 有 相应 的 应 用 范围 。 
Farassar 在 计算 螺旋 浆 辐射 声场 时 ， 考 虑 积分 表面 为 不 可 穿 透 即 积分 面 与 物 面 重 合 ， 并 且 给 
出 了 时 域 中 FW-H 方程 的 亚 声速 解 与 超声 速 解 。 在 此 基础 上 ， 美 国 NASA Langley 中 心 还 开 
发 了 一 套 预测 直 升 飞机 旋翼 离散 频率 噪声 计算 的 “WOPWOP” 程 序 ，2001 年 文献 [16] 从 延 
迟 时 间 出 发 ， 进 一 步 完 善 FW-H 方程 在 时 域 解 的 形式 ， 使 它 在 求解 运动 积分 网 格 时 更 有 效 。 
2002 年 文献 [17] 在 假设 声 源 作 亚 声速 匀速 直线 运动 的 情况 下 对 于 FW-H 方程 的 频 域 公式 进 
行 了 完善 , 并 对 飞机 起 落架 的 噪声 进行 了 计算 。 为 了 节省 计算 时 间 及 计算 资源 , 采取 将 FW-H 
方程 的 积分 方法 与 计算 气动 声学 (CAA) 的 数值 模拟 相 结合 ， 以 便 高 效 而 准确 的 去 预测 声 
远 场 ， 显 然 这 也 是 一 个 很 好 的 发 展 方向 。 

本 章 首先 扼要 的 介绍 Lighthill 方程 以 及 广义 Lighthill 方程 ， 然 后 介绍 航空 发 动机 两 个 
关键 部 件 压气 机 与 涡轮 的 噪声 问题 ， 最 后 讨论 一 下 声学 数值 计算 的 高 精度 格式 问题 。 


$10.1 运动 介质 中 声学 的 基本 方程 及 声场 中 的 能 量 关 系 
10.1.1 运动 介质 中 声学 的 基本 方程 


声音 是 一 种 弹性 波 ， 声 波 传递 的 过 程 中 必然 引起 介质 中 压强 的 交 痊 变化 ， 也 就 是 说 声波 
造成 了 介质 质点 的 振荡 。 如 果 质 点 振荡 的 方向 与 声波 传播 的 方向 相同 ， 则 这 种 波 叫 纵波 ， 如 
果 质 点 振荡 的 方向 与 声波 传播 的 方向 垂直 ， 则 这 种 波 叫 横 波 。 纵 波 是 靠 介质 的 压缩 与 膨胀 来 
传递 信息 ， 所 以 又 称 为 胀 缩 波 ， 而 横 波 是 靠 葛 切 应 力 传递 信息 故 又 称 切 变 波 ， 对 于 流体 ， 包 
括 气体 与 液体 ， 其 承受 剪 切 应 力 的 能 力 很 小 ， 因 此 流体 中 声波 的 表现 形式 主要 是 纵波 ， 因 此 
本 章 重点 讨论 的 也 就 是 这 类 纵 声波 。 设 声波 在 一 个 粘性 不 起 主要 作用 的 流体 中 传播 ， 因 此 描 
述 声波 运动 最 基本 的 方程 应 是 Euler 方程 组 ， 即 


+v.(pV)= pa (10-1-1) 
p+) -vet pr (10-1-2) 
rvVevs=0 (10-1-3) 


式 中 ，p、V、P 与 5 分 别 表示 流体 的 密度 、 速 度 矢量 、 压 强 与 炉 : 为 单位 质量 的 流体 所 具 
有 的 质量 力 ，go 为 外 部 作用 于 流体 的 质量 源 。 而 状态 方程 的 微分 形式 为 


op 1 fo9P 
EAL EA (10-1-4) 
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a? =(aP/3p), (10-1-5) 


对 于 定常 流动 ( 即 在 没有 任何 形式 的 非 定常 扰动 时 )， 则 式 (10-1-1) ~ 式 (10-1-4) 简 
化 为 


这 里 声速 a 定义 为 


VY.(pW)=0 
CO (10-1-6) 
VVs,=0 
Wi.YR=aV.Vp 
式 中 ， 下 标 1 表示 定常 流动 时 的 值 。 
下 面 引 进 流 场 的 扰动 量 p^、 P^ V5 与 a ， 其 定义 为 
"=p-puP=P-PV’=V -VW, 
pppP PRY SV Qe 
5’=5-5,(a) =a -(a) 
并 且 满 足 
a 站 > 
Ve Pe Pe Sr (a) i (10-1-8) 
人 
将 式 (10-1-7) 代 到 式 (10-1-1) 一 式 (10-1-4) 并 省 略 高 阶 项 后 ， 可 得 
Ey.(pV'+pV)= pg (10-1-9) 
phe joven =-VP'+p’f (10-1-10) 
35 yw.VS'+V'VS =0 (10-1-11) 


9 


or 

上 面 四 个 方程 便 构成 了 运动 介质 中 声学 的 基本 方程 组 。 其 实 这 个 结果 与 线 化 的 气体 动力 学 
Euler 基本 方程 组 是 完全 一 致 的 。 如 果 背 景 流 场 原来 是 静止 的 ， 即 V =0， 并 且 pi,R 与 a 都 
不 随时 间 变 化 (但 它们 可 以 是 空间 位 置 的 函数 )， 显 然 这 个 背景 流 场 本 身 不 产生 声波 ， 而 这 
时 流动 的 改变 全 是 由 于 外 界 的 扰动 所 造成 。 设 扰动 造成 的 声 压 为 PP ， 相 应 的 密度 变化 为 p”， 
并 认为 其 热力 过 程 是 绝热 的 ， 于 是 在 注意 到 经 典 声学 09 常 采用 的 近似 处 理 〈 即 认为 迁移 导 
数 项 与 非 定 常 导 数 项 相 比 是 小 量 ， 可 省 略 ) 以 及 仅 保留 扰动 量 的 线性 项 的 情况 下 式 
(10-1-9) 与 式 (10-1-10) 可 简化 为 


(0) (Btwevp'ry.v [COM AL (10-1-12) 
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ap’ 


a +V°(PV’)= pq 
(10-1-13) 
A pF -VP 
消去 速度 ， ee 则 有 
10P_ 0% pe er 
Fa VP=p V.(pT) (10-1-14) 
或 者 
1 92P ti » 
VE 起 二 | 阴 +o 癌 +p3e -VvV.(p'f) (10-1-14) * 


注意 上 面 两 式 应 用 了 小 扰动 时 P' 与 p' 之 间 满 足 P=a?*p’ 的 关系 。 如 果 无 质量 源 和 体积 力 ， 
则 式 (10-1-14) 可 简化 为 

SF-avp- 0 (10-1-15) 
这 里 V* =V.V 为 拉 普 拉 斯 算 子 。 式 (10-1-15) 就 是 经 典 的 齐 次 、 变 系数 波动 方程 90， 如 
果 背 景 流 场 是 均匀 的 ， 则 系数 变 为 常数 ， 也 就 是 说 这 时 式 (10-1-15) 又 可 简化 为 


ap 


Sr -AVP=0 (10-1-16) 


10.1.2 运动 介质 中 的 声 能 量 关 系 


在 声学 中 ， 声 波 伴 有 的 声 能 量 为 动能 与 内 能 之 和 ， 通常 将 单位 体积 里 的 声 能 量 称 之 为 声 
能 量 密度 并 记 作 EE ， 其 表达 式 为 "" 


1(P 
E=3pv? 人 jy 个 + + (10-1-17) 
声波 伴 有 的 声 能 量 通 量 即 声 强 ， 为 
1=PV’=pV (10-1-18) 
可 以 证 明 E 与 1 之 间 有 如 下 关系 %9， 即 
时 +V.1=0 (10-1-19) 


应 该 指出 ， 对 于 运动 介质 的 声学 问题 ， 给 出 合乎 物理 逻辑 的 声 能 量 密度 或 声 强 的 定义 仍 是 一 
个 有 待 进一步 探讨 的 问题 。 声 音 作为 一 种 波 ， 它 必然 有 频率 / 、 声 速 a 和 波长 和 4; 它 
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们 三 者 的 关系 为 4=a/f ; 频率 是 单位 时 间 内 的 振荡 次 数 ， 其 单位 为 Hz; 人 耳 能 听 到 的 声 
频 范围 是 20 Hz 到 20 kHz; 高 于 20 kHz 的 称 为 超声 波 ; 低 于 20 Hz 的 称 为 次 声波 。 当 前 技 
术 上 能 够 接收 到 的 声波 频率 在 10 一 10” Hz 之 间 ; 声速 的 大 小 随 介质 的 性 质 、 环 境 条 件 〈 主 
要 是 温度 ) 而 有 差异 ， 例 如 在 常温 下 ， 声 音 在 空气 中 传播 的 速度 约 为 330 m/s， 而 在 水 中 为 
1 500 m/s; 另外 ， 在 实际 工程 问题 中 ， 遇 到 的 大 都 不 是 单 频 的 纯音 ， 而 是 有 一 定 宽度 的 频 
带 ; 测量 的 也 不 是 声 压 ， 而 是 它 的 有 效 值 ， 其 定义 为 


1 rs 
Rg 
ae7e] (10-1-20) 
有 效 声 强 是 指 在 垂直 于 声波 传播 方向 的 能 量 通 量 按时 间 的 平均 值 ， 即 
1 au 
让 -7 Pv (10-1-21) 


式 中 ，j 为 声波 传播 方向 的 单位 矢量 。 所 以 通常 所 讲 的 声 强 其 实 就 是 指 有 效 声 强 ， 因 此 在 下 
文中 将 14 简 记 作 1 ， 在 声学 中 ， 度 量 声 压 和 声 强 多 采用 声 压 级 和 声 强 级 ， 其 定义 是 
1, 声 压 级 以 SPL 表示 


SPL=20lg (10-1-22) 
Pu 


这 里 Pu 为 参考 声 压 ， 一 般 取 2x10*Pa 。 


2. 声 强 级 以 SIL 表示 
sSL=I0g 广 (10-1-23) 


式 中 ， 1 为 参考 声 强 ， 一 般 取 10""? W/mz。 为 了 对 声 压 级 的 大 小 有 一 个 粗略 的 数量 概念 ， 
下 面 举 一 些 典型 例子 ， 人 耳 对 频率 为 1 kHz 声音 的 可 听 阔 为 0 dB 〈 分 贝 )， 微 风 轻 轻 吹 动 树 
叶 的 声音 约 14 dB; 在 房间 中 高 声 谈话 声 (相距 1 m 处 ) 约 68 dB 一 74 dB; 交响 乐队 演奏 声 
(相距 5 m 处 ) 约 84 dB; 飞机 大 功率 发 动机 的 声音 (相距 5 m 处 ) 约 140 dB; 通常 说 一 声 
音 比 男 一 声音 声 压 大 一 倍 指 的 是 大 6 dB; 人 耳 对 声音 强 弱 的 分 辨 能 力 约 0.5 dB; 


$ 10.2 ”运动 介质 中 的 广义 Lighthill 方程 及 其 解 
10.2.1 三 维 有 界 空间 中 声学 问题 的 Green (格林 ) 函数 法 
今 考虑 有 质量 源 、 无 质量 力 的 三 维 有 界 空间 的 声学 问题 。 此 时 式 10- 1- 14) 被 简化 为 
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opP'(r,t) 


Ea =aViP (rt)+fi(rt) (reQ) (10-2-1) 


其 初 、 边 值 条 件 为 
[eo 芝 +eoz]| -sea 


ap 
Po =9(7), 到 -yo 
式 中 ，99 是 域 Q 的 边界 。 


由 偏 微分 方程 基础 知识 可 知 中 ~ 站， 方程 式 (10-2~1) 连同 初 边 值 条 件 式 (10-2-2) 
的 求解 可 以 归结 为 求 下 列 特殊 定 解 问题 的 Green (格林 ) 函数 ， 即 
Gn rr) 


(10-2-2) 


Ea avViG(re r,t)+6(r-r’)6(t-r) (reQ) 
[cos*eoycl| =° (10-2-3) 
Gl。=0 


ler 


这 里 6 为 Dirac 函数 〈 又 称 5 函数 )。 一 旦 获得 了 式 〈10-2-3) 的 解 即 格林 函数 G(r,ert 
后 ， 则 原 定 解 问题 式 (10-2-1) 与 式 (10-2-2) 的 解 便 可 表达 为 


P(r,t)= jee mf Cd dr'+ We rv(r)- 

ln 

3G(r,t;r')| PA 88 

| 9p(r") | +a jgocer 1 C7 站 | 
式 中 ，dS "为 域 Q 边界 上 的 面积 积分 元 素 29，dr'= dxr'dy'dz 为 体积 积分 元 素 。 格 林 函 数 G 
具有 两 点 重要 的 性 质 : 一 点 是 场 点 与 源 点 的 对 称 性 ， 另 一 点 是 时 间 反 向 ， 即 

G(r,t; rf)=G(rt; r,t)= G(r r,t)=G(r,t-r; r',0) (10-2-5) 
上 式 表明 ， 在 点 B 处 观察 声 源 于 点 4 处 所 发 出 的 声波 与 把 同样 的 声 源 放置 于 B 处 而 在 点 A 
处 观测 该 声 源 所 发 声 时 的 结果 是 一 致 的 ， 这 就 是 常 讲 的 Helmholtz( 玄 姆 霍 兹 ) 互 反 定理 。 


(10-2-4) 


10.2.2 Lighthill 方程 及 其 在 均匀 运动 介质 中 的 推广 


Lighthill 方程 是 气动 声学 的 基本 方程 ， 它 可 由 连续 方程 与 动量 方程 导出 。 令 (3,y,,y,) 
为 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 ， 于 是 连续 方程 与 动量 方程 分 别 为 
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op 


EAA “(pV )= pqo (10-2-6) 
9--w.(oww+m-mDrpr=-y.(ory-m+oy (10-2-7) 
sen-pr-|-e+(w -Sa pera (10-2-8) 


式 中 ， 区 与 z 分别 为 粘性 应 力 张 量 与 应 力 张 量 2)，68 为 胀 量 ，7 为 单位 张 量 ，D 为 应 变速 率 
张 量 。 
将 上 面 三 式 在 直角 笛 卡 坐标 系 中 写 为 分 量 形式 便 为 
op 


续 + 汉 (ou)= pqo (10-2-9) 
9(pu 
We) (pan -ra)+ pf (10-2-10) 
Ka = = EE (2-$n )ps, -P8, =m 76, (10-2-11) 
( 


首先 将 〈10-2-7) 式 两 边 取 散 度 后 并 用 式 (10-2-6) 消去 Y.(PVY) 项 ， 然 后 将 所 得 
到 的 方程 两 边 同 减 去 Vz (a?p) 项 ， 便 得 到 


Pp -ozvz 30a) 


Ea Vip=——+V.(V.T)-V.(pf) (10-2-12) 
式 中 了 的 定义 为 
T=pVV -H+(P-ap)I (10-2-13) 
显然 如 果 省 略 粘性 应 力 张 量 ， 则 了 T 便 退 化 为 ， 其 表达 式 为 
T=pVV+(P-ap)I (10-2-14) 


相应 地 式 〈10-2-12) 简化 为 
Ye-avp- pa),y. (VT)-vV.(pf) (10-2-15) 


Ot 显然 它 是 个 非 齐 次 的 波动 方程 。 方 程 的 右 端 项 
起 着 声 源 的 作用 ， 统 称 为 声 源 项 ， 其 中 质量 源 g 、 质 量力 f 与 应 力 张 量 7 分 别 起 着 单 极 子 、 
偶 极 子 与 四 极 子 源 的 作用 。 在 不 考虑 q 与 的 情况 下 ，(10-2-12) 式 简 化 为 


- avzp=V.(V.T) (10-2-16) 
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显然 在 直角 笛 卡 儿 坐 标 系 (yy2,y3) 下 ，V.(V.T) 可 表达 为 
3 

Bay 

对 于 在 远 场 未 受 任何 扰动 的 流体 ， 总、 半生 -等 项 均 为 志 ， 因此 很 容易 由 式 (10-2-16) 
得 出 关于 p’ 的 波动 方程 ， 即 


V.(Y.T)= (10-2-17) 


po Te 
二 上 -avV2zp=V.(V.T)= (10-2-18) 
Bp 
式 中 
p'=p-p,, P=P-P (10-2-19) 
Ti =pvw ~ I +6a(P’-a?p’) (10-2-20) 


这 里 7T" 称 为 Lighthill 应 力 张 量 ， 方 程式 (10-2-18) 称 为 Lighthill 基本 方程 。 仔 细 分 析 该 
方程 可 以 发 现 ，P 是 一 个 很 小 的 量 ， 因 此 数值 求解 该 方程 时 会 对 数值 格式 提出 较 高 的 要 求 。 
另外 ， 必 须 看 到 ，Lighthill 关于 气动 声学 的 基本 方程 是 相对 于 观察 者 而 言 ， 介 质 为 静止 的 条 
件 下 得 到 的 。 在 有 些 情 况 下 ， 例 如 分 析 压 气 机 产生 的 声音 ， 这 时 运动 介质 对 声 传播 的 影响 是 
不 能 忽略 的 。 下 面 有 必要 讨论 Lighthill 方程 在 运动 介质 下 的 推广 问题 。 

假设 介质 平均 运动 速度 矢量 沿 着 y 方向， 其 速度 模 为 U， 引 入 一 个 随 介 质 运 动 的 坐标 
系 ( 六 兄 , 交 ) 即 


= -6uUt (10-2-21) 


Lighthill 方程 是 由 连续 方程 和 动量 方程 推出 的 ， 在 Calileo 〈 伽 利 略 ) 变换 下 ， 动 量 方程 
是 不 变 的 ， 因 此 在 运动 坐标 系 (yi,%, 3) 下 Lighthill 方程 仍 是 


dp’ 9 om 


SP (10-2-22) 
0 
式 中 
Tra pv -I +64 (P’-atp’) (10-2-23) 
v=0 -060 (10-2-24) 


也 就 是 说 ，T” 是 按 相对 速度 履 来 表示 的 应 力 张 量 ， 注意 这 里 上 标 ” 既 不 表示 扰动 量 ， 也 不 
表示 求 偏 导数 ， 它 仅仅 是 一 个 记号 ， 式 〈10-2-24) 与 式 (10-2-23) 给 出 了 带 上 标 ” 量 
的 物理 含义 。 另 外 ， 还 需要 指出 的 是 通常 人 们 习惯 于 在 固定 坐标 系 中 讨论 声学 问题 ， 因 此 引 
入 固定 坐标 系 (%,》,%)， 但 仍 保留 相对 速度 项 ， 于 是 式 〈10-2-22) 变 为 "1 
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(10-2-25) 


式 中 
(10-2-26) 


方程 式 (10-2-25) 被 称 为 广义 的 Lighthill 方程 ， 它 是 Lighthill 基本 方程 式 (10-2-18) 
在 运动 介质 中 的 一 种 推广 。 


10.2.3 考虑 固体 边界 影响 的 广义 Lighthill 方程 的 求解 


今 考 虑 一 个 体积 为 ， 边 界面 为 8 〈 即 39 ) 并 且 运 动 速度 为 双 的 运动 物体 发 声 问题 。 
假定 Tx 是 予 先 已 知 的 ， 则 由 运动 介质 声学 基本 理论 可 以 得 到 4 


eco 二 ca jj 本 [e 2)y- 
EE |se 站 


这 里 /Pr 的 定义 同 式 (10-2-26); G=G(r,t;r"!) 为 Green 函数 ， 它 为 满足 下 列 方程 


(10-2-27) 


1 D,G 


VG-— =-6(t-t)6(r-r’) 
a Dr (10-2-28) 
(| (< 的 
的 解 。 另 外 ， 式 中 
VaV’.n, V’=V,-iv 
Ca (10-2-29) 
ny 
显然 ， 适 当 整 理 式 〈10-2-27) 又 可 得 到 人 39 
olen eb as 
(10-2-30) 


gee 
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式 中 ， 太 定义 为 
fr =-nP’+nI, (10-2-31) 
(2 


这 里 fr 是 通过 固 壁 边界 作用 在 流体 单位 面积 上 沿 i 方 向 力 的 分 量 。 方 程式 (10-~2-30) 便 
是 考虑 固体 边界 存在 并 且 介质 运动 时 广义 Lighthill 方程 的 解 。 式 中 第 一 项 为 体积 源 所 产生 
的 声音 ， 该 项 为 四 极 子 源 ， 第 二 项 为 作用 在 流体 边界 上 脉动 力 所 产 生 的 声音 ， 这 一 项 为 偶 极 
子 源 ， 第 三 项 为 流体 体积 位 移 所 产生 的 声音 ， 它 是 单 极 子 源 。 


$ 10.3 声 辐射 点 源 的 基本 解 以 及 相关 的 Green 函数 
10.3.1 简单 源 及 其 相关 的 Green 函数 


这 里 简单 源 包括 单 极 子 点 源 与 脉动 球 源 。 设 点 源 位 于 坐标 系 的 原点 ， 从 原点 辐射 出 球面 
对 称 的 声波 。 在 球 坐 标 系 中 波动 方程 式 (10-1-15) 变 为 


sa 芝 让 10P’ 


= (10-3- 
Er Rp 10-3-1) 


为 寻求 形式 为 户 = 人 加 的 解 ， 将 其 代入 上 式 ， 可 得 


一 =Q: 一 了 (10-3-2) 

这 恰好 变 成 以 半径 + 为 坐标 变量 的 一 维 波动 方程 ， 这 个 方程 具有 下 面 形式 的 解 
f=f(r-a)+f(rtar) (10-3-3) 
式 中 ， 上 与 户 是 任意 函数 ， 乒 代表 外 行 波 ， 户 代表 内 传 波 。 对 于 辐射 点 源 ， 这 里 只 取 外 行 


波 ， 即 
i 
Ge dy 
r 


为 了 确定 函数 矿 的 具体 形式 ， 需 要 特定 的 物理 条 件 与 初 、 边 值 条 件 。 因 此 ， 这 里 想象 在 坐 
标 系 原点 处 放置 一 个 脉动 球 源 ， 其 球 心 与 坐标 系 原点 重合 。 现 在 研究 这 个 脉动 球 源 所 导致 的 
声 压 P 值 。 设 一 平均 半径 为 的 球体 其 表面 作 均 匀 的 微小 涨 缩 振动 ， 因 此 在 周围 介质 中 辐 
射 了 声波 ， 如 图 10.1 所 示 。 因 为 球面 的 振动 过 程 具 有 各 向 均匀 的 脉动 性 质 ， 所 以 这 时 的 辐 


586 


第 10 章 气动 声学 基础 vy 


射 是 均匀 的 球面 波 。 另 外 ， 球 体 表面 的 微小 涨 缩 振 
动 使 得 它 表 面 上 的 径 向 速度 处 处 都 是 关于 时 间 的 同 


一 函数 U(r) ， 于 是 气体 离开 球面 的 流 率 为 1 
4mU(D)=5() (10-3-5) 从 
由 径 向 的 线 化 动量 方程 


Pr 110-3-6) 图 10.1 脉动 球 源 的 声波 辐射 


令 V=5/(4nmz)， 并 将 式 (10-3-4) 代入 式 〈10-3-6)， 得 到 


了 | 

1 3 Mh WD P 35 

a =-- 上 一 (在 r= Ciag 
7 3 在 r= 厂 上 ) 10-3-7) 


如 果 前 面 所 述 的 振动 球 很 小 (更 确切 的 说 ， 如 果 比 所 辐射 声波 的 波长 小 得 多 时 )， 这 时 的 
脉动 球 便 为 声 的 简单 源 。 对 于 这 种 情况 ， 当 r= 时 抬 /r 比 df /1dr 大 得 多 ， 由 此 可 得 到 


ps (10-3-8) 
因此 在 距离 坐标 原点 为 + 处 并 且 时 间 为 :时 声 压 P(r,1) 为 "9 


zeo0 -如 s(] (10-3-9) 


示 


其 中 S(Z)=dS(Z)/dZ ; Za 这 里 函数 5 给 出 了 离开 声 源 中 心 的 气体 总 流量 。 显 然 ， 


如 果 离 开 声 源 中 心 的 流动 是 突然 开始 向 外 的 ， 即 1:<0 时 为 0， 而 + >0 时 为 1， 则 这 时 所 发 生 
的 压力 波 应 为 脉冲 波 6[1-(r/a)]p/(4rr); 如 果 是 稳定 的 向 外 流动 ， 则 这 时 不 产生 声音 ， 这 


也 就 是 说 仅 当 流动 变化 时 才 发 出 声音 。 下 面 讨论 当 单 极 子 源 分 布 在 某 一 个 体积 Q 域 时 ， 场 
点 (r,t) 处 声 压 P'(r,t) 的 计算 。 该 问题 的 求解 可 借助 于 Green 函数 法 ， 其 具体 表达 式 为 


~ 6{1-r-® 
Pr)=p| pe er dr 


4nR(r,r’") 
(10-3-10) 


q| rr- 
-=o 呆 RCTJ Or) 
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式 中 ，g 为 质量 源 ，R 表示 源 点 (r) 到 场 点 (r) 的 距离 ， 即 

R=|r-r1 (10-3-11) 
引进 函数 g(r,t;r!)， 它 代表 了 单 极 子 源 的 本 质 ， 并 且 是 波动 方程 的 、 具 有 球面 对 称 问题 的 
基本 解 。 这 里 函数 8 的 定义 为 


6 tt-® 
gH) = 4 (10-3-12) 
如 果 声 源 是 简 谐 的 ，5 = Se ， 则 借助 于 式 〈10-3-9) 得 到 
P= Fe -pasoexp[ktr-an] 
/a (10-3-13) 
A 
式 中 ， 包 为 
已 =- Mpes, explikr] (10-3-14) 
可 以 验证 户 满 足 Helmholtz 方程 。 因 此 
el 3- 
gan0) = (10-3-15) 
或 者 
y= ew 3 
8o(rnr) PR (10-3-16) 


可 以 看 出 它 是 Helmholtz 方程 球面 对 称 问题 的 基本 解 。 式 中 R=|r~r|， 式 (10-3-16) 是 
声 源 放置 在 处 的 情况 ， 而 式 (10-3-15)》 的 声 源 放 置 在 坐标 系 原点 。 另 外 ， g。 满足 方程 

Vigo(r,r’)+kg, (r,r’)=6(r-r’) (10-3-17) 
这 说 明 g。 也 是 格林 函数 。 事 实 上 如 果 假 设 声 场 作 简 谐振 荡 ， 声 压 用 式 (10-3- 13) 给 出 ， 
于 是 将 它 代入 到 一 般 非 齐 次 的 波动 方程 


让 -VP =-f (rn) (10-3-18) 
并 且 假 设 源 项 也 是 谐振 的 ， 具 有 因子 e-” ， 因 此 立即 可 以 得 到 
VP +RP =f,(r), k= (10-3-19) 
a 


这 个 方程 就 是 Helmholtz 方程 。 于 是 源 点 在 r" 处 ， 测 量 点 为 r 时 该 处 的 声 压 为 


588 


第 10 章 气动 声学 基础 | 


P(r,t)=-ikpaSsgo(r,r ee (10-3-20) 
最 后 讨论 一 下 单 极 子 源 作 匀 速 直 线 运动 时 产生 的 声场 。 设 单 极 子 源 以 速度 册 作 匀速 直线 运 
动 ， 源 的 强度 为 
gr"t) = qo(D6(r’ -VD (10-3-21) 
式 中 ，6() 为 Dirac〔 狄 拉克 ) 函数， 又 称 5 函数 〈 或 单位 脉冲 函数 )。 
由 式 (10-1-14) 可 知 ， 该 问题 所 服从 的 波动 方程 为 


vp- 让 名 [os(r-v)] (10-3-22) 
引进 函数 y 使 P=9y/9r， 因 此 
Vy 让 给 =p O50 (10-3-23) 
该 方程 所 对 应 的 格林 函数 为 
-去 s+ (10-3-24) 
4TR a 


式 中 ，R=|r-r1 为 声 源 点 到 观察 点 r 之 间 的 距离 。 


10.3.2 偶 极 子 声 源 


对 于 声 源 为 简 谐振 荡 的 情况 ， 将 强度 为 5。 的 源 放 在 b/2 处 ， 而 强度 为 -S。 的 源 放 在 -8/2 
处 ， 并 且 两 源 之 间 的 矢量 距离 b 的 模 比 波长 勾 小 得 多 。 借 助 于 式 (10-3-20) 便 有 
Pir) =R (0)e™ =ikpas, [eo(r,35) -sot | 
(10-3-25) 
=-ikpa[D, Vogalr,r)], ee =-E2D 全 eeol HH 二 je-ia 


式 中 ， 丸 是 简 谐 偶 极 子 源 的 声 压 幅 值 ; D, 是 频 域 中 讨论 的 偶 极 子 强 度 矢量 ，D, = 5,b， 而 

疙 是 其 幅 值 ，V。 是 关于 源 点 位 置 的 梯度 算 子 〈 这 是 为 便于 区 别 对 场 点 的 梯度 ); 6 是 偶 极 

子 矢 量 与 从 偶 极 子 点 指向 场 点 的 矢 径 r 之 间 的 夹 角 。 

对 于 偶 极 子 的 远 场 ， 即 杂交 1 时 ， 则 有 

Pp 3-pat De (eos0)er (10-3-26) 

值得 注意 的 是 ， 偶 极 子 声 源 辐 射 声场 与 脉动 球 源 辐射 声场 有 一 个 很 重要 的 区 别 在 于 偶 极 子 声 

源 辐射 与 6 角 有 关 ， 即 在 声场 中 同一 距离 不 同方 向 的 位 置 上 声 压 不 一 样 ， 例 如 在 6= 土 90* 的 
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方向 上 ， 从 两 个 小 球 源 来 的 声波 恰好 幅 值 相等 ， 相 位 相反 ， 因 而 全 部 抵消 ， 合 成 声 压 为 零 ， 
而 在 9=0° 或 180° 的 方向 上 ， 从 两 个 小 球 源 来 的 声波 幅 值 及 相位 都 近 于 相等 ， 因 而 选 加 加 
强 ， 合 成 声 压 最 大 。 最 后 ， 简 单 介 绍 一 下 偶 极 子 源 作 匀速 直线 运动 时 产生 的 声场 。 令 偶 极 子 
源 以 速度 多 作 匀 速 直线 运动 ， 该 问题 所 遵循 的 基本 方程 为 

1 92P 


计生 -Y-- 二 [oOac- VD (10-3-27) 
令 P=V.B， 并 且 假定 B 为 B 的 分 量 ， 则 上 式 变 为 
VB 一 二 强 -71ose- -VD (10-3-28) 


因此 ， 很 容易 得 到 式 〈10-3-28) 所 对 应 的 Green 函数 ， 进 而 得 出 B, 的 表达 式 。 
10.3.3 四 极 子 声 源 


这 里 采用 这 样 一 种 约定 : 用 由 汇 到 源 的 方向 矢量 来 表示 偶 极 子 的 方向 ， 因 此 四 极 子 源 可 

以 看 作 两 个 反 向 偶 极 子 并 列 ， 所 以 这 样 组 成 的 四 极 子 

[ol “Qs 站。 源 应 该 是 一 个 二 阶 张 量 Q, ， 图 10.2 表示 了 位 于 xz 

a 平面 内 的 四 极 子 。 在 三 维 空间 中 有 九 个 可 能 存在 的 四 

a 极 子 并 可 以 表示 为 一 个 类 似 于 应 力 张 量 的 矩阵 

Wy WE 0，0。，0， 

| On | nl Q: Qn Qn 

| ! | | QO Qa Qs 

|- 应 当 指出 ， 上 述 相 互 之 间 的 类 似 绝 不 是 偶合 ， 它 是 一 

种 很 好 的 表达 方法 。 在 气体 动力 学 发 声 的 理论 研究 

图 10.2 在 xx; 平 面 的 四 极 子 。 ”中 , 四 极 子 声 源 是 相当 重要 的 39” ,事实 上 由 Lighthill 
方程 ( 即 式 (1.9.81)) 


; 
Sev (ep)= B+ y(n)-v.(p7) (10-3-29) 


式 中 T=pVV+(P-ap)l (10-3-30) 
在 式 (10-3-29) 中 , 质量 源 go 与 质量 力 了 分 别 起 着 单 极 子 源 与 偶 极 子 源 的 作用 ; 而 Lighthill 
应 力 张 量 T 则 为 四 极 子 源 ， 它 是 流动 噪声 的 根源 。 

对 于 作 匀 速 直线 运动 的 四 极 子 源 ， 它 产生 的 声场 所 满足 的 基本 方程 为 
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1 0pP 时 
VaP = 一 一 人 -V Dy Js 
OO5C 人 | (10-3-31) 


Ro 
式 中 ， 几 为 四 极 子 源 作 匀速 直线 运动 时 的 速度 矢量 。 
令 P=V.B， 则 式 (10-3-31) 变 为 
1 0°B, 9 
EA = 6 -VD] (10-3-32) 
因此 很 容易 得 到 式 (10-3-32) 所 对 应 的 Green 函数 ， 并 获得 马 的 表达 式 。 


8$10.4 距 流 的 声场 及 降 品 分 析 


气体 喷 流 在 航空 技术 中 广泛 应 用 ， 涡 轮 喷气 发 动机 的 排 气 温度 通常 在 800 一 1 200 K， 
其 流速 大 约 为 500~600 mls， 对 于 超 音速 喷 管 则 接近 于 当地 声音 传播 的 速度 。 如 果 发 动机 尾 
喷 口 处 的 压 降 高 于 临界 ， 则 出 口气 流 处 于 欠 膨 胀 状 态 。 对 于 涡轮 风扇 发 动机 ， 它 的 排 气 形成 
了 两 股 气流 ， 内 涵 的 气流 参数 与 普通 喷气 发 动机 的 相当 ， 而 外 涵 的 气流 速度 与 温度 要 比 普通 
喷气 发 动机 低 ， 速 度 大 致 在 300 一 400 m/s 而 温度 在 300 一 500 K 左右 。 显 然 ， 这 种 发 动机 对 
降 品 有利。 事实 上 ， 喷 气 发 动机 的 排 气流 是 强 的 噪声 源 。 在 接近 喷 口 处 ， 噪 声 级 高 达 160 一 
165 dB， 即 使 远 在 离开 发 动机 100 m 处 也 有 130 一 135 dB 左右 。 

非 均 介质 的 波动 方程 已 由 式 (10-2-18) 给 出 。 如 果 将 瞬时 速度 w 分 解 为 平均 速度 芯 
与 脉动 速度 vt 时 ， 即 v= 款 +v/， 则 式 (10-2-18) 右 端 留 下 来 的 只 有 反映 济 流 产生 噪声 的 
项 即 

Op’ 1290p _ oT 98 


一 上 (10-4-1) 
3 
PT _ ,9°(vv) 
= (10-4- 
式 中 a da (042 
ap _ auau 
一 三 2 PR 
Eset (10-4-3) 


这 里 式 (10-4-2) 包含 了 脉动 速度 的 空间 导数 ， 反 映 了 “洋流 一 湛 流 ”形式 的 相互 作用 ， 
它 体现 了 江 流 的 “固有 ”噪声 。 式 (10-4-3) 包含 了 平均 速度 的 梯度 与 脉动 速度 的 空间 导 
数 ， 这 相应 于 “平均 速度 变化 -潮流 ”形式 的 相互 作用 ， 它 体现 了 “移动 ”噪声 。 在 考虑 了 
固 壁 边界 的 影响 之 后 ，Curle 〈 柯 尔 ) 给 出 了 式 10-2-18) 的 解 ， 即 


P| ba Ti 9 ppvv + 
P -去 做 厢 Ro + 到 搓 Rd)= 
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a 

Pp") 
拖 ds(r) (10-4-4) 
六 


R 


这 是 用 Kirchhoff ( 基 尔 堆 夫 ) 方法 表达 的 积分 形式 。 式 中 ，dr’=dx'dyidz’; R=|r-r|; v 
为 固 壁 边界 的 法 向 分 速度 ;五 为 固 壁 边 界 对 流体 在 ;方向 单位 表面 积 上 作用 的 力 。 显 然 ， 式 
(10-4-4) 右 端 第 一 项 为 著名 的 Lighthill 方程 的 解 ， 它 描述 了 四 极 子 声 源 在 容积 为 Q 中 的 
分 布 ; 第 二 项 代表 了 面 力 所 产 生 的 声 ， 它 描述 了 偶 极 子 声 源 在 表面 积 3 上 的 分 布 ; 第 三 项 描 
述 了 由 于 表面 移动 和 由 此 引起 流体 的 流出 时 所 产生 的 声场 ， 它 代表 了 多 极 子 声 源 的 分 布 。 如 
果 仅 考虑 “潮流 - 漠 流 ”型 的 相互 作用 ， 则 式 (10-4-1) 可 简化 为 


Fp’ oa (10-4- 
Ea 10-4-5) 


显然 这 个 非 齐 次 波动 方程 Cauchy ( 柯 西 ) 问题 的 解 为 


Ss "(a),, 
Pe 骨 Rd (10-4-6) 
式 中 及 = 一 r]，r= (三 ,为 )， 严 =( 对 双双) (10-4-7) 


式 (10-4-6) 是 用 推迟 势 52 给 出 的 表达 形式 。 注 意 到 


9 (HN Ga- 敬 [3 区 3 a ,3 a 
(全 R’ Rar aRa!R (10-4-8) 
在 离开 容积 域 很 远 的 距离 时 ( 即 考虑 远 声 场 )， 则 
R=|r-r|arl (一) (10-4-9) 


于 是 借助 于 式 (10-4-9) 并 且 仅 考虑 式 (10-4-8) 中 的 第 一 项 时 ， 则 式 (10-4-6) 可 
退化 为 

Dr 人) 

p= 一 于 一 一 dr (10-4-10) 
由 上 式 获得 六 后 ， 便 可 以 去 计算 喷 流 问题 的 声 强 以 及 声 功率 W; 可 以 证 明 : 对 涡轮 喷气 发 
动机 喷 流 问题 ， 它 的 声 功率 与 喷射 气流 速度 的 八 次 方 成 正比 3' 纹 。 另 外 ， 分 析 喷 流 的 噪声 
谱 可 以 发 现 内 : 靠近 喷 口 处 主要 发 出 的 是 高 频 的 噪声 ， 而 远离 喷 口 处 为 低频 的 噪声 。 当 
Sr=0.3 一 0.5 时 ， 喷 流 的 声 功率 级 最 大 ， 这 里 Sr 为 Strouhal (斯 特 劳 哈 尔 ) 数 。 喷 流 声场 的 
试验 研究 也 表明 : 喷 流 远 声场 的 噪声 谱 是 连续 的 ， 而 且 带 有 微弱 的 变化 。 当 喷 流 轴线 与 测 点 
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方向 之 间 的 夹 角 减 小 时 ， 噪 声 谱 上 低频 成 分 便 增 大 ， 而 且 谱 的 最 大 值 也 有 明显 变化 ， 随 着 喷 
流速 度 的 增 大 ,噪声 谱 中 的 高 频 成 分 增加 ; 随 着 喷 口 直径 的 增 大 ,这 时 低频 成 分 也 相应 增加 。 
20 世纪 80 年 代 以 来 ， 作 为 降低 民航 飞机 发 动机 噪声 的 一 个 有 效 而 且 较 为 经 济 的 方案 便 
是 大 力 发 展 涡轮 风扇 发 动机 。 图 10.3 给 出 了 带 吸 声 结构 的 风扇 发 动机 简 图 。 吸 声 结构 可 以 
降低 发 动机 总 的 声 功率 ， 而 大 涵 道 比 风 肩 2 
发 动机 的 使 用 可 以 依靠 减 小 排 气 速 度 使 喷 
气 噪声 急剧 降低 ，( 如 图 10.4 所 示 )， 图 
中 m 为 涵 道 比 ，m 的 定义 为 m=w /14， 
这 里 4 与 避 分 别 为 内 涵 道 与 外 涵 道 气流 
的 流速 。 另外， 对 于 共 轴 喷 流 而 言 ， 如 果 
将 共 轴 喷 流 的 声 功率 与 贺 形 内 涵 喷 流 的 声 
功率 相 比较 ， 其 下 降 值 是 随 着 直径 比 万 
的 增 大 而 增 大 ， 图 10.5 给 出 了 这 个 问题 图 10.3 带 豚 声 结构 的 风 广发 动机 简 图 
的 变化 曲线 。 这 里 =D,/D,， 式 中 ，D, 
与 D, 分 别 为 内 涵 与 外 涵管 道 的 直径 。 
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0 05 10 15 20 25 30 
wali 
图 10.4 ”发 动机 排 气 噪声 与 气流 速度 的 关系 ”图 10.5 ” 共 轴 喷 流 与 辆 形 内涵 喷 流 声 功率 的 
1 一 纯 排 气 噪 声 ，2 一 总 噪声 差别 随 流速 比 wz/ui 的 变化 曲线 
1—5=12: 2—D=14: 3—D=20; 
4 一 万 =2.7; 5 一 外 涵 贺 形 喷 流 
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§10.5 ”压气 机 与 涡轮 的 噪声 以 及 降 噪 分 析 


航空 噪声 主要 是 由 于 气动 声 源 。 飞 机 和 直升机 的 产生 使 人 们 对 航空 声学 产生 了 兴趣 并 对 
降 噪 问题 予以 了 重视 。 喷 气 式 飞机 动力 装置 的 噪声 主要 产生 于 尾 喷 口 流出 的 气流 ， 以 及 叶片 
机 (风扇 、 压 气 机 、 涡 轮 ) 和 燃烧 室 所 产生 的 噪声 。 尽 管 喷气 发 动机 的 噪声 谱 有 很 宽 的 频带 ， 
从 10 一 20 000 Hz， 但 主要 的 声 能 集中 在 50 一 10 000 Hz 之 间 。 在 此 频段 内 通常 用 1/3 倍 频 程 
频谱 测 发 动机 的 噪声 。 通 常 喷气 发 动机 的 叶轮 机 噪声 谱 集 中 在 2 000 一 5 000 Hz 的 频率 范围 
内 ， 而 喷 口 处 的 喷 流 在 100 一 400 Hz 之 间 。 


10.5.1 风扇 与 压气 机 的 噪声 


风扇 与 压气 机 的 噪声 取决 于 一 系列 气动 力 所 形 成 的 声 源 ， 其 中 首先 应 该 是 工作 轮 叶片 气 
流 的 不 均匀 性 交汇 ， 以 及 动 叶 与 静 叶 不 均匀 气流 的 相互 作用 。 另 外 还 有 一 系列 叶片 通道 中 的 
各 种 涡 从 叶片 通道 流出 ， 这 种 由 于 叶片 的 旋转 而 导致 的 噪声 叫 旋转 噪声 。 另 外 ， 在 通常 情况 
下 转子 与 静 子 相互 作用 所 产生 的 扰动 是 沿 着 叶 杨 前 方 的 法 线 方 向 按 指数 关系 衰减 的 ,而 当 “ 中 
断 现 象 ”( 又 称 “ 截 止 现象 ”cut-off)) 发 生 时 ， 由 扰动 所 引起 的 声 能 却 不 能 向 前 传播 由。 
中 断 的 条 件 〈 不 考虑 轴 向 气流 的 马赫 数 时 ) 为 
|mza/ma + kz lu <a (10-5-1) 
式 中 ，m 为 谐 波 数 ;， 上 为 整数 例如 取 k=0,+1,+2,… ); w 为 工作 轮 轮 缘 周 边 的 圆周 速度 ; 
a 为 声速 ，z 与 2 分 别 为 工作 轮 与 导向 器 的 叶片 数 。 
由 式 (10-5-1) 可 知 ， 在 一 定 的 工作 轮 圆 周 速 度 下 ， 用 适当 地 选择 工作 轮 与 导向 器 叶 
片 数 之 比 的 方法 可 以 导致 叶片 尾 流 的 任 一 个 m 阶 谐 波 频率 的 中 断 ， 以 此 达到 降低 风扇 的 噪 
声 。 为 此 z,/z 之 值 应 稍 超 过 2m (车 考虑 wu =a 时)， 特 别 是 要 中 断 频 谱 中 主要 的 离散 分 量 
(m=1 时 )， 这 时 导向 器 的 叶片 数 应 比 工作 轮 叶片 数 的 两 倍 还 要 多 些 。 显 然 ， 要 满足 这 项 要 
求 存 有 一 定 的 困难 , 因为 要 保持 在 导向 器 叶 杨 通道 中 气动 力 的 相似 性 , 需要 保持 叶 杨 的 稠度 ， 
于 是 僻 将 导向 器 的 叶片 数 增加 1 倍 ， 就 必须 将 其 长 度 增加 1 倍 ， 这 通常 会 造成 叶片 的 展 弦 比 
超过 5， 因此 要 保证 这 种 叶片 的 振动 强度 便 成 为 一 个 复杂 的 问题 9， 而 且 叶 片 再 加 长 也 是 不 
现实 的 。 应 该 指出 ， 中 断 现象 只 能 用 来 降低 由 高 次 谐 波 与 定常 不 均匀 流 相互 作用 而 产生 的 噪 
声 。 事 实 上 ， 对 于 设计 低 噪声 的 风扇 来 说 ， 正 确 的 选择 设计 的 圆周 速度 更 显得 重要 ， 通 常 风 
扇 的 设计 圆周 速度 取 在 3530 一 450 m/s 的 范围 内 。 
理论 上 求解 风扇 或 者 压气 机 的 噪声 问题 可 归结 于 求解 非 齐 次 波动 方程 ， 该 方程 的 右 端 
包括 风扇 或 者 压气 机 叶片 旋转 所 导致 的 气流 淇 流 脉动 和 叶片 转动 排挤 介质 所 产生 的 声 源 。 然 
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而 ， 这 些 非 定常 气流 的 准确 数据 是 很 难 提供 的 。 即 使 在 噪声 源 比较 简单 的 螺旋 桨 上 ， 也 不 可 
能 得 到 理论 结果 与 试验 数据 非常 吻合 的 精确 解 〈 或 数值 解 )， 因 此 工程 实践 中 ， 风 扇 与 压气 
机 噪声 的 计算 ， 更 多 的 还 是 采用 工程 处 理 的 方法 59 。 


10.5.2 涡轮 噪声 


随 着 高 涵 道 比 发 动机 的 使 用 ， 喷 气 噪声 相对 减 小 ， 而 涡轮 噪声 变 得 重要 起 来 。 与 压气 
机 和 风扇 相 比 ， 涡 轮 试验 成 本 高 、 更 困难 。 尤 其 是 涡轮 温度 高 ， 噪 声 的 测量 就 更 困难 。 对 于 
涡轮 中 的 单 音 ， 也 像 压 气 机 中 所 出 现 的 那样 ， 对 于 “中 断 值 ”是 敏感 的 ， 只 有 亚 声速 转子 与 
气流 中 的 非 均匀 性 干涉 产生 的 单 音 才能 够 无 衰减 地 传播 。 恰 当地 选择 转子 和 静 子 叶片 的 数 
目 ， 才 可 以 使 它们 的 干涉 所 得 到 的 涡轮 单 音 沿 轴 向 传播 时 中 断 。 一 般 说 这 要 比 压气 机 或 风扇 
来 得 容易 ， 而 且 在 理论 上 静 子 叶片 的 数目 可 以 不 到 转子 叶片 数 的 二 倍 就 能 够 使 涡轮 单 音 “中 
断 ”， 然 而 在 工程 中 通常 不 会 这 样 特意 设计 。 涡 轮 发 声 的 又 一 个 特点 是 它 的 噪声 与 旋转 速度 
直接 有 关 。 在 压气 机 中 ， 随 着 旋转 速度 的 增 大 ， 一 般 说 气流 的 相对 速度 增 大 ， 因 而 产生 的 品 
声 增 大 ; 但 在 涡轮 上 ， 旋 转速 度 的 增加 ， 反 而 引起 工作 轮 叶片 上 的 相对 气流 速度 稍 有 下 降 
结果 会 使 涡轮 发 出 的 噪声 也 稍 有 降低 。 另 外 ， 燃 烧 室温 度 的 脉动 以 及 涡轮 的 轴 向 间隙 ， 对 涡 
轮 噪声 的 强度 都 会 产生 较 大 的 影响 。 轴 向 间 阶 加 大 ， 则 测 得 的 噪声 下 降 ， 燃 烧 室 产生 的 温度 
脉动 加 大 ， 则 涡轮 的 噪声 增加 。 在 通常 情况 下 ， 由 于 工作 轮 与 导向 器 的 叶片 数 较 多 ， 因 此 涡 
轮 噪 声 频 谱 中 的 离散 分 量 多 处 于 高 频 区 域 。 因 篇 幅 所 限 ， 关 于 涡轮 噪声 更 多 的 分 析 这 里 就 不 
再 介绍 了 。 


$ 10.6” 计算 气动 声学 中 的 高 精度 、 高 分 辩 率 、 
保持 色散 关系 的 差分 格式 
计算 气动 声学 (Computational Aeroacoustics) 简称 CAA 是 1992 年 国际 上 刚 确 认 的 气 
动 声学 新 分 支 b71。 本 节 想 扼要 介绍 一 下 计算 气动 声学 所 研究 的 主要 内 容 、 采 取 的 主要 方法 
并 准备 概括 介绍 时 间 上 与 空间 上 的 高 精度 低 色散 格式 ， 特 别 是 紧 致 格式 B9、 强 紧 致 格式 091、 


DRP (Dispersion Relation Preserving) 格式 Co、TVD 格式 0、 加 权 ENO ( 即 WENO) 格式 [61、 
以 及 非 结构 网 格 下 双 时 间 步 长 选 代 格式 (等 。 


10.6.1 计算 气动 声学 与 计算 流体 力学 之 间 的 关系 及 区 别 


计算 气动 声学 (简称 CAA) 与 计算 流体 力学 简称 CFD) 至今 两 者 各 自 尚 无 一 个 确切 
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的 定义 ， 因 此 它们 之 间 的 关系 只 能 按 通 常 的 一 些 观点 予以 探讨 。 两 者 颇 有 点 象 气动 声学 与 气 
体 动力 学 之 间 的 关系 那样 既 密 切 联系 ， 又 存 有 区 别 。 按 昭通 常 的 观点 ，CFD 的 对 象 更 侧重 
于 定常 流 和 非 定常 流动 的 流体 动力 学 特征 ， 而 CAA 的 重点 在 于 产生 噪声 的 非 定 常 流动 机 理 、 
声 源 的 确定 、 声 与 流动 的 相互 作用 等 问题 。 涡 、 声 干扰 问题 的 研究 把 流体 力学 或 气体 动力 
学 ) 与 气动 声学 之 间架 起 了 密 不 可 分 的 桥梁 。 涡 量 波 是 横 波 ， 而 声波 是 纵波 ， 二 者 在 气体 运 
动 过 程 中 的 能 量 转换 以 及 相互 的 作用 即 为 涡 、 声 干扰 。 涡 运动 是 流体 中 最 普遍 存在 的 一 种 运 
动 形式 ， 尤 其 是 Prandtl ( 普 朗 特 ) 创立 的 边界 层 理论 把 流体 力学 推进 到 一 个 新 阶段 ， 它 揭 
示 了 涡 量 在 物 面 上 如 何 生成 和 扩散 并 汇集 于 物 面 附近 流域 内 的 物理 机 制 ， 解 释 了 流动 分 离 现 
象 ， 而 涡 旋 《集中 涡 ) 的 生成 是 与 流动 分 高 密切 相关 的 。 对 于 洋流 ， 现 已 认识 到 ， 济 流 兼 有 
随机 性 和 拟 序 性 ， 其 基本 结构 之 一 是 各 种 尺度 的 涡 (eddy)， 既 有 大 最 的 随机 的 小 涡 构成 背 
景 流 场 ， 又 有 大 尺度 的 拟 序 涡 结构 在 统计 意义 上 存在 。 因 此 ， 流 体 的 运动 是 有 涡 运 动 ~ 的 ， 
“流体 的 本 质 就 是 涡 ，(Prandtl 的 学 生 、 我 国 著名 流体 力学 家 陆 士 嘉 教授 这 样 说 )”， 涡 是 “ 流 
体 运 动 的 肌 腿 英国 著名 空气 动力 学 家 D. Kiichemann 1965 年 的 一 名 名言)”， 从 涡 量 到 涡 层 
和 旋涡 ， 它 们 的 产生 一 一 通过 扩散 进入 流体 内 部 并 形成 边界 层 一 一 边界 层 向 自由 涡 层 的 转化 
一 一 旋涡 的 形成 和 结构 一 一 涡 层 与 旋涡 的 运动 、 扩 散 、 失 稳 、 破 裂 、 转 换 、 汪 流 涡 结 构 以 及 
涡 与 波 的 相互 作用 等 这 样 一 个 基本 物理 过 程 的 研究 ， 尤 其 是 流体 中 固 壁 边界 条 件 对 搂 出 旋涡 
所 起 的 作用 ， 都 将 加 深入 们 对 流体 流动 本 质 的 认识 与 提高 。 不 仅 如 此 ， 涡 还 是 流体 运动 的 声 
音 ""， 许 多 基本 涡 运 动 发 出 的 声音 已 经 被 实验 所 证 实 9' 名， 尤其 是 在 低 Mach 数 下 的 非 定 
常 涡 运动 ， 已 被 证 实 它 是 惟一 的 流体 声波 源 ' 外 。 在 亚 声速 射流 中 ， 初 始 的 大 尺度 相干 结构 
是 主要 的 噪声 源 "4;， 在 射流 流 场 中 ， 任 何 一 个 脉动 总 可 以 分 解 为 相干 脉动 和 随机 脉动 两 部 
分 ， 而 前 者 较 之 后 者 是 更 重要 的 声 源 。 从 数值 计算 的 角度 来 看 ， 计 算 流 体力 学 是 计算 气动 声 
学 的 基础 ， 许 多 CAA 方面 的 工作 恰好 是 探讨 CFD 在 非 定常 波动 计算 问题 中 的 适用 性 !501 。 
然而 ， 应 该 看 到 在 计算 中 气动 声学 的 物理 特征 使 得 CAA 较 之 CFD 会 遇 到 更 多 的 困难 。 首 先 
是 计算 区 域 ， 对 于 同一 个 绕 流 问 题 而 言 前 者 要 比 后 者 大 的 多 。 这 是 由 于 CAA 不 仅 要 计算 近 
场 而 且 还 要 计算 远 场 ， 并 且 通 常情 况 下 远 场 区 域 要 比 近 场 大 得 多 ， 例 如 射流 问题 ， 通 常情 况 
下 远 场 的 距离 要 大 于 12 倍 的 喷 口 直径 50。 另 外 ， 在 所 考虑 的 尺度 上 ， 流 体 运动 中 涡 的 尺度 
是 从 边界 层 厚度 到 Kolmogorov 微 尺度 ， 在 Re 取 为 10: 时 上 述 尺 度 的 范围 包括 了 3 个 量 级 ; 
而 且 微 尺度 每 减 小 一 个 量 级 ， 计 算 机 内 存 和 计算 时 间 就 分 别 需 要 提高 10; 和 104 倍 。 在 声学 
中 ， 声 强 从 听觉 闪 到 痛觉 阔 的 量 级 跨度 为 10%， 频 率 范围 为 20 一 20 000 Hz， 因 此 要 模拟 所 
有 这 些 尺 度 的 运动 的 确 是 非常 困难 的 事 。 从 CFD 到 CAA， 如 果 仅 仅 想 通 过 提高 差分 方程 的 
截断 精度 那 还 是 不 够 的 ， 为 了 说 明 这 一 点 ， 下 面 我 们 不 妨 把 两 者 作 些 比较 就 会 清楚 了 。 事 实 
上 ， 用 时 间 推 进 法 求解 定常 问题 ， 实 际 上 是 一 个 消除 误差 波 的 过 程 。 在 数值 求解 过 程 中 ， 只 
要 此 误差 波幅 值 不 断 减 小 并 最 终 达到 人 允许 的 误差 ， 则 便 可 以 认为 达到 了 定常 解 ， 因 此 这 只 是 
要 求 差分 方程 是 相 容 的 、 稳 定 的 、 并 且 人 允许 具有 较 低 精度 的 频 散 、 耗 散 和 各 向 异性 ， 在 有 些 
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情况 下 甚至 要 人 为 地 加 入 耗 散 以 获取 稳定 的 间断 解 ( 例 如 激 波 问题 )，Taytor 展开 截断 项 阶 
次 越 高 ， 其 相应 的 计算 精度 也 就 越 好 。 另 外 ， 对 于 定常 问题 而 言 ， 其 数值 解 只 要 求 具有 高 的 
空间 分 辩 率 ， 而 对 时 间 精 度 的 要 求 稍 低 53。 但 是 ，CAA 所 要 模拟 的 是 实际 过 程 中 的 物理 波 ， 
因此 差分 方程 应 该 准确 的 去 反映 物理 过 程 中 的 波 模式 (其 中 包括 涡 、 声 、 热 等 ) 和 波 传播 的 
特征 〈 即 色散 性 、 耗 散 性 、 方 向 性 、 相 速度 、 群 速度 等 )， 也 就 是 说 CAA 对 数值 计算 方法 
至 少 要 提出 以 下 三 个 方面 的 要 求 : 

(1) 要 准确 的 去 逼近 物理 波 的 幅 值 。 为 此 可 借助 于 相 容 的 、 稳 定 的 和 高 阶 Taylor 截断 
的 CFD 格式 去 保证 。 

(2) 要 较 精 确 的 模拟 高 波 数 运动 ， 也 就 是 说 要 求 差分 方程 具有 较 小 的 格式 频 散 ， 其 截 
断 误差 可 由 Fourier (或 者 Laplace) 截断 式 去 作 判 断 。 值 得 注意 的 是 ， 相 同 Taylor 精度 的 格 
式 ， 其 Fourier 精度 不 一 定 相同 。 事 实 上 ， 为 了 计算 涡 演 化 过 程 ， 近 些 年 来 在 CFD 领域 内 大 
力 研 究 与 发 展 的 紧 致 格式 、 强 紧 致 格式 或 其 它 高 精度 格式 也 都 是 力求 模拟 高 波 数 运动 ， 这 些 
格式 也 为 计算 气动 声学 问题 的 求解 提供 了 选择 的 机 会 。 

(3) 要 求 时 间 上 、 空 间 上 的 差分 格式 同时 进行 设计 以 便 满足 原 方程 所 包含 的 色散 关系 。 
事实 上 ，CAA 中 的 差分 方程 对 上 述 三 点 的 要 求 是 各 有 侧重 的 ; 首先 ， 与 Taylor 截断 有 关 的 
精度 是 局 部 性 的 ， 它 影响 波幅 值 的 计算 误差 ， 但 总 的 来 说 并 不 影响 解 的 总 特征 ， 有 时 甚至 会 
因 加 入 人 工 粘性 增强 计算 稳定 性 而 使 波幅 计算 值 比 实际 值 小 。 其 次 ， 模 拟 高 波 数 运动 可 以 提 
高 解 的 分 辨 力 ， 只 要 在 误差 允许 的 范围 内 时 、 空 波 数 匹配 ， 那 么 就 可 以 获得 具有 一 定 精度 的 
物理 解 。 值 得 注意 的 是 ， 在 上 述 三 方面 要 求 中 满足 色散 关系 ， 这 是 CAA 格式 设计 中 最 为 重 
要 的 内 容 。 色 散 误差 是 全 局 性 、 积 累 性 的 误差 。 事 实 上 ， 差 分 方程 所 描述 的 数值 波 的 运动 与 
微分 方程 所 描述 的 物理 过 程 并 不 一 定 相同 。 即 使 是 无 色散 的 微分 方程 其 差分 方程 也 往往 具有 
色散 性 。 差 分 方程 的 色散 关系 往往 具有 周期 性 并 且 是 非 线性 和 多 值 的 ， 它 所 描述 的 相位 往往 
是 以 异 于 物理 相 速度 的 数值 相 速度 进行 传播 ， 不 同 的 波 数 对 应 于 不 同 的 相 速度 ;其 波 包 、 寄 
生 振 荡 、 波 动 的 能 量 等 以 所 谓 的 群 速度 传播 着 ; 对 于 多 维 问题 ， 差 分 方程 在 不 同方 向 上 群 速 
度 效应 的 差异 还 会 引起 数值 的 差异 。 所 有 这 些 都 说 明 差分 离散 可 能 会 引起 波 性 质 的 变化 。 因 
此 在 CAA 中 需要 采用 保持 色散 关系 的 差分 方程 ， 这 里 所 谓 的 “保持 ”是 指 在 相应 的 误差 范 
围 内 ， 因 为 差分 方程 与 微分 方程 的 色散 关系 必定 存在 着 差别 。 

关于 边界 条 件 ， 数 值 模拟 真实 的 波 运动 给 边界 条 件 的 处 理 提出 了 更 高 的 要 求 。 所 谓 人 
工 边界 就 是 有 限 计算 域 的 边界 ， 此 边界 的 差分 处 理应 使 整个 算法 不 产生 非 物 理 的 数值 反射 ， 
也 既是 无 反射 边界 条 件 。 这 里 顺便 说 明 的 是 : 除了 用 “无 反射 边界 ”一 词 之 外 ， 不 同文 献 还 
用 了 其 他 名 称 ， 如 吸收 式 边界 、 开 边界 、 穿 透 边界 、 辐 射 边界 等 ， 其 含义 基本 上 相同 。 处 理 
人 工 边 界 的 方法 很 多 ， 但 多 数 是 要 求 物理 上 无 有 入 射 波 ， 也 就 是 说 抑制 甚至 消除 入 射 波 。 这 
里 仅 给 出 两 类 处 理 方法 :一 类 是 使 用 过 渡 区 吸收 出 射 波 字 ' 入 ， 它 多 用 于 多 维 粘性 问题 的 出 
口 边界 ， 另 一 类 是 特征 分 析 法 ~ 小。 特征 分 析 法 的 理论 是 基于 Riemann 不 变量 ， 它 假设 对 
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应 于 每 一 条 特征 线 的 子 波 都 是 相互 独立 的 , 也 就 是 说 , 特征 分 析 法 本 质 上 只 适用 于 线性 问题 。 
对 于 非 线性 问题 则 需要 采用 局 部 线 化 。 应 该 指出 ， 无 反射 边界 条 件 的 特征 分 析 法 对 低 精 度 格 
式 较为 合适 , 然而 它 不 能 处 理 有 物理 波 入 射 的 问题 。 而 文献 [58] 发 展 的 “有 限 波 ”边界 (Finite 
wave model) 的 处 理 方法 确 没有 这 个 限制 ， 它 借助 于 精确 地 处 理 出 射 波 和 入 射 波 之 间 的 非 线 
性 关联 ， 在 人 工 边界 和 远 场 条 件 之 间 建 立 了 若干 有 限 振幅 波 以 模拟 其 间 的 物理 过 程 ， 所 以 这 
种 方法 不 会 影响 内 点 差分 方程 的 精度 ， 它 可 以 用 于 高 精度 算法 及 多 维 问题 ， 可 以 作为 计算 声 
学 的 人 工 边界 条 件 。 

最 后 分 析 一 下 声 与 涡 的 尺度 以 及 计算 所 需 的 网 格 。 计 算 气 动 声学 对 物理 问题 刻 划 的 深入 
程度 是 随 着 计算 方法 以 及 计算 机 的 内 存 与 计算 机 的 速度 逐步 提高 的 。 显然， 用 数值 方法 去 精 
确 描述 一 个 波 时 ， 在 一 个 波长 上 必须 要 有 足够 的 离散 点 数 ， 例 如 采用 至 少 5 个 离散 点 描述 一 
个 正弦 波 时 ， 令 网 格 间距 为 Ar ， 波 数 和 与 波长 分 别 为 与 4， 于 是 在 上 述 情 况 下 则 要 求 4 
三 4Ax，Ax < nn/2k ; 根据 这 样 一 个 原则 ， 下 面 粗略 分 析 一 下 声波 与 涡 问 题 的 计算 网 格 。 首 
先 以 中 等 流速 的 射流 "为 例 ， 该 问题 所 含 的 90% 声 能 量 的 声波 其 量 纲 为 1 的 频率 Sr 约 为 
0.2 一 3， 射 波 速度 为 300 m/s 时 对 应 的 最 高 频率 为 36 kHz， 由 此 可 以 估计 最 小 网 格 间距 Ax 
和 2.3 mm。 为 了 与 实验 进行 比较 ， 计 算 区 域 往往 要 取得 很 大 ， 例 如 取 100DX100D (D 为 喷 
管 直 径 ) 的 域 ， 此 时 对 二 维 问题 将 需要 105 个 网 格 点 ， 所 需 内 存 随 着 所 用 的 差分 格式 而 有 所 
不 同 , 初步 估计 大 约 需 要 320M 左右 , 显然 这 将 超出 了 一 般 计算 机 的 能 力 。 如 果 取 25DX25D 
的 计算 域 ， 则 需要 7X 104 左右 的 网 格 点 ， 所 需 内 存在 20M 左右 ， 显 然 这 是 可 以 承受 的 。 对 
于 如 型 流动 的 噪声 ， 其 宽频 噪声 主要 由 尾 涡 脱落 引起 ， 此 时 声波 中 心 频率 与 尾 涡 脱落 频率 一 
致 ， 约 为 上 =0.2815 ， 这 里 去 为 平均 流速 ， 6 为 尾 迹 厚度 ， 例 如 6 取 为 3 mm 时 ，f 大 约 为 
1 000 Hz 左右 ， 显 然 该 问题 相对 于 射流 问题 而 言 所 需 内 存 要 少 一 些 。 对 于 声控 流动 过 程 ， 由 
于 外 加 声波 频率 一 般 都 较 低 〈<1 000 Hz)， 因 此 对 于 上 述 的 网 格 已 满足 了 要 求 ， 网 格 可 以 不 
用 再 加 密 。 另 外 ， 涡 的 尺度 要 比 声波 尺度 小 得 多 ， 它 的 波 数 分 布 可 以 从 大 尺度 涡 K, = 2r/ 了 


(这 里 为 大 涡 尺 度 ) 一 直 变 到 Kolmogorov 微 尺度 涡 Kx =(e/*) (这 里 为 耗 散 率 ，v 为 


运动 粘性 系数 )， 在 一 般 情况 下 要 模拟 出 上 述 所 有 这 些 尺度 的 涡 那 是 很 难 做 到 的 。 然 而 应 该 
指出 的 是 ， 射 流 中 产生 噪声 的 主要 过 程 是 大 涡 结构 的 产生 与 发 展 。 它 们 与 激 波 的 相互 作用 、 
旋涡 的 切割 与 重组 (cut and connecl)、 注 流 能 量 的 串 级 过 程 (cascade process〉 等 都 给 噪声 
的 产生 起 重要 作用 。 另 外 ， 声 控 过 程 大 涡 也 起 主要 作用 。 因 此 计算 声控 过 程 的 噪声 问题 也 可 
以 用 大 涡 模 拟 计 算出 它 的 近 场 与 远 场 的 声波 。 对 于 尾 迹 与 叶 栅 干扰 问题 ， 如 果 取 尾 迹 宽度 
6=3 mm， 最 小 网 格 间距 Ax < 6/4=0.75 mm， 并 且 取 栅 距 为 0.05 m， 蓄 长 为 0.1 m 时 ， 则 
描述 这 种 大 涡 所 需 的 网 格 大 致 为 70X400=2.8X104 左右 ， 显 然 这 在 一 般 计 算 机 《〈 例 如 586 
微机 ) 上 还 是 可 以 完成 上 述 计算 的 。 

综 上 所 述 ，CFD 与 CAA 两 者 密切 相关 但 各 自 又 有 侧重 ， 相 比 之 下 计算 气动 声学 所 过 到 
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的 困难 要 比 CFD 大 得 多 ， 概 括 起 来 计算 气动 声学 的 重要 特点 及 主要 困难 是 : @ 声场 的 计算 
域 要 比 流 场 的 大 得 多 ; @ 整个 声场 中 存在 着 多 种 尺度 ， 而 且 声 能 量 相对 于 流 场 能 量 要 小 很 
多 。 因 此 对 于 这 种 多 尺度 的 场 做 数值 计算 困难 很 大 ， 例 如 马赫 数 M=1.5 的 射流 ， 当 远 场 声 
强 达 124 dB 时 ， 声 脉动 速度 与 流 场 平均 速度 之 比 大约 为 1.5X 10*， 所 以 在 作 数 值 计 算 时 如 
此 悬殊 的 差异 很 可 能 造成 声学 量 被 数值 误差 所 掩盖 ; @@ 为 了 模拟 波 运动 ， 需 要 发 展 高 精度 
并 且 尽 量 保持 色散 关系 的 差分 格式 ; @ 要 发 展 与 内 点 差分 格式 精度 相 匹配 的 多 维 无 反射 边 
界 条 件 。 毫 无 疑问 ， 计 算 气 动 声 学 是 一 个 急 待 发 展 与 完善 的 新 分 支 。 


10.6.2 五 节点 模板 的 Harten 二 阶 TVD 格式 


考虑 非 线性 标量 模型 方程 
2 时 入 
t=0 (10-6-1) 
这 里 讨论 对 它 构造 TVD 格式 。 令 TVD 格式 的 一 般 形式 为 
mht 7 2 
Wn = (7 万 ] (10-6-2) 
或 者 uw uC (wu)+D, 1 (wu ) (10-6-3) 
2 2 


其 中 下 1 为 数值 通 量 ， 一 般 节点 模板 stencil) 的 形式 为 


drei ) 《这 里 1 之 0) (10-6-4) 


并 要 求 地 满足 相 容 性 条 件 ， 即 


Flu et) = (WwW) = f(u) (10-6-5) 


+ 
通常 选取 的 节点 模板 都 较 小 ， 例 如 取 1=0,k=1 即 三 节点 模板 ， 这 时 式 (10-6-4) 所 表达 的 


数值 通 量 天 ， 变 为 
上 
f= fw) (10-6-6) 


按照 Harten 提出 的 总 变 差 概念 定义 总 变 差 为 
TV(w)=ArD lo -wl 


599 


| 气体 动力 学 


所 谓 TVD 〈Total Variation Diminishing) 也 即 要 求 满足 
TVCe 和 TV) (10-6-7) 


或 者 She -ur |< Dl -ur (10-6-8) 
5 


可 以 证 明 c, 9- 的 ， 格 式 式 (10-6-3) 为 TVD 的 一 个 充分 条 件 是 对 于 任意 的 整数 i， 式 
(10-6-3) 中 的 系数 C、D 都 满足 


(10-6-9) 


0<C ,+D ,<1 
中 


为 了 构造 二 阶 精度 的 TVD 格式 ，Harten 将 单个 守恒 律 方程 式 (10-6-1) 的 一 阶 TVD 格式 
( 它 是 三 节点 模板 的 一 阶 格式 )， 即 


Ct CA ja (10-6-10) 


1 -外 Oreo-ielias | ur )| 


用 于 修正 通 量 后 的 单个 守恒 律 方程 ， 即 
+0, 1* = 00+T 0) (10-6-11) 
并 且 选 择 适当 的 修正 量 g 〈 它 具有 某 种 反 扩 散 项 的 意义 ) 使 得 所 得 到 的 差分 格式 为 


a a (10-6-12) 


nt Sree rts) dele) -toler je 可 (10-6-13) 


va 


对 于 修正 通 量 的 守恒 律 方程 式 (10-6-11) 来 讲 ， 格 式 式 (10-6-12) 虽然 仍 是 一 阶 TVD 
格式 ， 但 差分 格式 式 〈10-6-12) 对 于 原 守 恒 律 方程 式 (10-6-1) 却 是 二 阶 的 TVD 格式 。 
为 此 ， 取 修正 项 g 具有 如 下 形式 


(10-6-14) 
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另外 ， 上 面 式 中 必 1,7,1,Q(z) 以 及 min mod(a,b) 的 定义 分 别 为 
和 和 


Ff (ui)-f (ur) 


OT (um ~ #0) 
CA (10-6-15) 
”| 妆 |, Cs 
Ne 
LA hes (10-6-16) 
”lo (u%, =u") 
1zh， (zl>e) 
= (10-6-17 
Q(z) L(e+e) Wl 10-6-17) 
, _ [sgn(ojmindablpD) (ab>0) 和 
min wmode = 全 20 (10-6-18) 


由 于 引进 了 辅助 通 量 g, = g(w1,w,uw) ， 因 而 om 已 包含 (wwwsousa) 这 四 个 节点 ， 也 就 
5 


是 说 差分 格式 式 〈10-6-12) 的 节点 模板 已 经 扩展 为 (4,,wijiu,uiw,u2) 这 五 个 节点 。 这 里 
还 应 该 需要 指出 的 是 ， 通 常 高 阶 精度 的 TVD 格式 仅仅 是 在 光滑 区 域 中 才能 达到 。 事 实 上 ， 
激 波 间 断 附近 ， 上 述 格式 的 精度 仍然 降 为 一 阶 。 对 于 TVD 格式 ， 可 以 有 下 面 的 定理 成 立 : 
所 有 的 TVD 格式 ， 在 函数 的 极 值 点 附近 要 降 至 一 阶 精度 (9 。 


10.6.3 ENO 与 加 权 ENO 格式 


文献 [62] 指 出 ，TVD 格式 的 精度 最 多 只 能 达到 二 阶 ， 并 且 一 般 说 来 TVD 格式 的 精度 全 
场 不 是 一 致 的 ， 在 个 别 点 《〈 极 值 点 ) 处 精度 只 有 一 阶 。 为 了 进一步 提高 格式 精度 并 改善 格式 
在 极 值 点 处 的 性 态 ，1986 年 Harten 首先 提出 了 无 振荡 格式 (non-oscillatory) 的 概念 31，， 然 
后 于 1987 年 提出 了 本 质 无 振荡 (essentially non-oscillatory) 格式 的 方案 和 方法 '%%1。 于 是 
在 守恒 律 方程 的 高 阶 和 高 分 辩 率 数值 方法 的 设计 上 找到 了 一 条 统一 而 有 效 的 途径 。 这 类 格式 
是 守恒 的 ， 从 实质 上 讲 它 是 一 种 高 阶 精度 的 广义 Godunov 格式 。 这 种 格式 全 场 具有 一 致 的 
高 精度 ， 并 且 基 本 上 是 TVD 的 ， 即 

TV(u™) < C.TV(u®) (10-6-19) 

这 里 C 是 与 空间 步 长 Ar 、 时 间 步 长 Ar 无 关 的 常数 。 上 式 表 明 ，ENO 格式 是 总 变 差 有 界 的 。 
比较 式 (10-6-7) 与 式 (10-6-19)， 显 然 ENO 较 TVD 的 确 放松 了 对 总 变 差 施 加 的 约束 ， 
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但 由 此 确 换 来 了 进一步 提高 格式 的 精度 以 及 全 场 具 有 一 致 高 阶 精度 的 可 喜 效果 。 下 面 首先 扼 
要 的 介绍 一 下 一 维 标量 方程 的 有 限 体积 型 ENO 格式 ， 然 后 再 讨论 加 权 ENO 格式 。 

一 、 有 限 体积 型 ENO 格式 

考虑 一 维 标量 守恒 律 方 程 


aa _ 
网 ER (10-6-20) 


u(x,0)=u(x), xel[a,b] 
设 网 格 剖 分 为 


a= < 
二 


单元 厂 =[x wx， 单元 中 点 为 五 =( +x ID/12， 步 长 为 Ax, = 这 里 i=12…,N ; 
3 "3 3 "3 3 


1<x 1=b (10-6-21) 
让 


日 


并 且 定 义 
Ax= max Ax, (10-6-22) 


JeieN 


将 式 (10-6-20) 在 单元 区 间 1, 上 积分 并 整理 为 


全 过 

Cri ht hed (10-6-23) 

式 中 z= 『 uk.0d5 (=12.,N) (10-6-24) 
Me 


下 面 分 两 个 小 问题 进行 讨论 : 

1. 在 选 定 的 模板 上 构造 插值 多 项 式 p(x) 

这 里 所 谓 选 定 的 节点 模板 ， 又 可 以 称 为 固定 模板 (fix stencil)。 取 定 一 个 模板 ， 例 如 取 
包括 三 个 单元 的 模板 5={7,1,7.,1.w}， 构 造 一 个 多 项 式 p(x) ， 使 其 满足 


| p= = 


a 

p=BE) otas tab ,b= (10-6-25) 
式 中 = 志 - 由 6 声 ，0,=16 声 
如 = 四 Cd 2 2 


1 (10-6-26) 
pC 
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令 ui PC (10-6-27) 
POL 


于 是 将 式 (10-6-26) 代 到 式 〈10-6-25) 后 并 注意 到 上 式 便 得 


和 
5 =-6% + + (10-6-28a) 


选择 不 同 的 模板 ， 可 得 不 同系 数 的 组 合 ， 例 如 选 S ={1, .757} 时 ， 则 
6 (10-6-28b) 


如 果 5S={,4wo7wz}， 则 


CR (10-6-28c) 
在 一 般 情况 下 ， 如 果 模 板 包含 r+ g+1=k 个 单元 ， 即 
SOa{l ls} (gak-r-br=0,,k-l) (10-6-29) 
则 这 时 利用 模板 5 可 以 构造 -1 次 插值 多 项 式 〈 例 如 Newton 多 项 式 或 者 Lagrange 多 项 式 ) 
Pi(x)， 它 在 单元 1 区 间 通 近 函 数 u(x) 满足 下 列 条 件 


P(x)=u(x)+O(Ax:) (ze l,i=L,2,.,N) (10-6-30) 
同样 地 ， 类 似 于 式 (10-6-28) 还 可 得 到 
wi =$ (cm,,) (10-6-31) 
2 j=0 
式 中 ， 系 数 C， 为 
上 | 和 
> II 


Ci=(es) 守 | 全 呈 ， (10-6-32) 
可 二 Cr- he 


A 
| ] 


py 
lem 


这 里 0<i<N，-1<r<k-1，0<j<k-1。 可 以 看 出 式 (10-6-32) 是 采用 Lagrange 多 项 式 
时 得 到 的 结果 。 如 果 网 格 是 均匀 的 即 Ar =Ar 时 ， 则 式 〈10-6-32) 变 简化 为 
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| 
站 -| 
{=0 | 9=0 
C= (10-6-33) 


Ed [Hm-) 
fm 
令 k=3，r=1 时 ， 则 由 式 (10-6-33) 便 直接 得 到 
a 1 


1 
Co=-6 Ce=5 Cn=3 


将 上 式 代入 式 (10-6-31) 便 得 到 式 (10-6-28a)。 再 如 令 k=6, r=5 时 , 则 由 式 (10-6-33) 
计算 出 C, 值 并 且 代 入 式 (10-6-31) 得 到 
dE 四 二 3 
4 =-37 + -i -号 + +0(Ax) (10-6-34) 
2. 逐次 扩展 节点 模板 的 优化 过 程 
为 了 提高 格式 的 分 辩 率 ， 避 免 数值 结果 出 现 Gibbs 振荡 现象 ， 我 们 自然 会 想到 利用 可 调 
节 模 板 〈adaptive stencil) 代替 固定 模板 ， 尽 量 避 免 在 所 选择 的 模板 中 包含 间断 ， 也 就 是 说 
ENO 采用 了 差 商 极 小 化 的 方式 去 扩展 模板 节点 的 优化 过 程 ， 以 便 实现 “本 质 无 振荡 ”的 效 
果 。 要 扩张 节点 模板 ,始终 有 两 种 可 能 ， 即 由 当前 基准 点 向 左 扩展 一 点 ,或 者 向 右 扩展 一 点 。 


Si = Sa = 全 (10-6-35) 
相应 的 阶梯 函数 值 为 {7)",,(z)]}, 与 人 (x ， 


(i}: 图 10.6 给 出 了 rm ( 简 记 为 ") 时 


间 层 上 的 阶梯 函数 分 布 图 。 这 里 到 底 是 选择 
CR 3 作为 %$， 还 是 选择 Siw 作为 5, ， 这 需要 
图 10.6 时 间 层 xm 上 阶梯 函数 的 分 布 。 ”比较 它们 的 斜率 之 后 才能 决定 ， 即 由 一 阶 


Newton 差 商 
N =D yy DD (10-6-36) 
于 


取 上 面 两 式 的 绝对 值 较 小 者 作为 扩展 后 的 两 节点 模板 5,: 也 就 是 说 ， 如 果 
[Nl IMsl 
时 则 取 Su 作为 5,， 并 且 
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Ot 
2: : 


然后 在 5, 模 板 的 基础 上 用 类 似 的 办 法 去 构造 5, 模 板 ， 即 向 左 增加 一 个 节点 记 作 5,, 或 者 向 右 

增加 一 个 节点 记 作 $,。 ;比较 它们 的 2 阶 Newton 差 商 ， 如 果 |N,| < |N,s|， 则 选择 5, 作为 

$, 并 且 作出 2 阶 的 Newton 插值 公式 ， 生 成 相应 的 值 ， 否 则 选择 Se 作为 5,， 也 有 类 似 
! 


的 过 程 。 一 般 来 讲 ， 如 果 上 述 的 过 程 一 直 进行 下 去 可 得 到 Su_ 模板。 在 Su_， 模板 的 基 上 ， 
向 左 增加 一 个 节点 记 作 5 或 者 向 右 增 加 一 个 节点 记 为 Ss ， 这 时 要 比较 它们 的 了 阶 Newton 
差 商 ， 如 果 |wz| 太 |wx| 时 则 取 Sz 作为 8， 否则 取 SA 作为 8， 并 且 算出 阶 的 Newton 插 
值 公式 ， 生 成 相应 的 w , 值 ， 进 而 得 到 边界 点 处 的 近似 值 


0s} 必 =o (5, (10-6-37) 
2 3 上 日 


因此 ， 对 于 所 讨论 的 守恒 律 方程 组 的 积分 形式 (10-6-23)， 便 可 得 到 如 下 的 守恒 格式 
En ol Ce 和 | (10-6-38) 
式 中 ， (wus) 为 ENO 方法 的 数值 通 量 ， 它 满足 如 下 三 点 性 质 ，CD 名 (,) 是 Lipschitz 连续 ; 


回 具有 相 容 性 ， 即 f(u,u) = f(w): @@ 具 有 单调 性 AT, 上) ， 即 对 第 一 个 变量 非 减 ， 对 第 二 变量 
非 增 。 

二 、 半 离散 的 ENO 格式 

通常 有 两 类 重要 类 型 的 ENO 格式 , 一 类 是 MUSCL 型 的 ENO 格式 , 另 一 类 是 非 MUSCL 
型 的 ENO 格式 。 所谓 MUSCL 型 的 ENO 格式 ， 简 单 地 说 它 是 规定 以 某 种 方式 由 网 格 中 心 处 
的 原始 变量 值 来 确定 网 格 界面 处 的 原始 变量 值 ， 然 后 借助 于 界面 处 的 原始 变量 值 算出 网 格 界 
面 处 通 量 的 一 种 计算 格式 。 所 谓 非 MUSCL 型 的 ENO 格式 ， 简 单 地 说 它 是 直接 规定 以 某 种 
方式 由 网 格 中 心 处 的 通 量 值 来 确定 网 格 界面 处 通 量 值 的 一 种 计算 格式 。 可 以 证 明 ， 对 于 非 线 
性 的 守恒 律 方程 ， 高 于 二 阶 精度 的 MUSCL 型 格式 是 不 存在 的 。 因 此 人 们 为 了 获得 高 于 二 阶 
精度 的 ENO 格式 ， 多 去 构造 非 MUSCL 型 的 ENO 格式 。 这 里 首先 介绍 一 下 数值 通 量 的 一 种 
直接 构造 方法 ， 然 后 再 介绍 Runge-Kutta 型 时 间 离 散 格式 。 考 虑 守恒 律 方程 


否则 取 Sis 作 5S,， 且 w 1 =D + Ne(x-xn) 
3 


(10-6-39) 
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它 的 半 离 散 守恒 型 格式 为 


| 
由 An 


这 里 半 离 散 格 式 中 的 w(t) 可 以 看 作 是 关于 u(x,t) 的 某 种 形式 的 近似 值 。 另 外 ， 如 果 


1 

二 -加 }] 
则 方程 式 (10-6-39) 的 半 离 散 守恒 格式 式 〈10-6-40) 对 空间 变量 具有 r 阶 精度 。 如 果 
令 广 1 为 数值 通 量 并 且 有 


0 (人 -了 


中" (10-6-40) 


+0(Ax’) (10-6-41) 


re 


， -小 ER oem (10-6-42) 
日 好 


2 


‘ | 国人 (10-6-43) 


注意 到 将 ‘:, 上 /:, 此 不 处 展 为 Taylor 级 数 ， 于 是 有 
2 


借助 于 式 〈10-6-43) 与 式 (10-6-42) 并 令 a,=1, 便 有 
PS RAC 92 mt el 
hh - + 
显然 如 果 ,al,…,aaw_ 满 足 如 下 方程 组 
上 本 
Sa (k=12,,m-l) 10-6-45) 
则 式 (10-6-44) 变 为 
站， 一， -0 (¥] +0(Ax™") (10-6-46) 
3 Or hs 


由 式 〈10-6-45)， 用 递 推 法 容易 求 得 


a We (10-6-47) 


24 
至 此 ,满足 式 (10-6-42) 于 一 了， 与 的 构造 问 是 就 变 成 计算 | > 过 | ,项 的 问题 
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这 里 1=1,2,…,m-1; 该 项 的 计算 ， 可 以 用 紧 致 格式 或 者 强 紧 致 格式 得 出 ， 也 可 以 先 去 构造 
插值 多 项 式 ， 然 后 再 借助 于 插值 多 项 式 求偶 次 导数 项 的 办 法 去 逼近 39”7/ar* 项 ， 例 如 常 可 
以 采用 ENO-LF 算法 或 者 其 它 方法 得 到 数值 通 量 ， 对 于 构造 符合 高 精度 要 求 的 插值 多 项 式 ， 
通常 最 有 效 的 办 法 之 一 是 借助 于 ENO 格式 中 可 调节 模板 (又 称 移动 模板 的 思想 。 
下 面 扼要 介绍 一 下 具有 TVD 保持 性 质 的 Runge-Kutta 法 。 首 先 将 式 〈10-6-39) 改写 为 
du/dr =L(u) (10-6-48) 
这 里 Cu) 是 逼近 af /ax 的 离散 算 子 。 可 以 证 明 ， 具 有 TVD 保持 性 质 最 优 的 二 阶 精度 Runge- 
Kutta 格式 为 7 
ud =u"+(Ar)L(u") 
mon Lo 
w= + + (A )L(u®) 
这 里 CFL 数 取 为 1。 可 以 证 明 , 具有 TVD 保持 性 质 最 优 的 三 阶 精度 Runge-Kutta 格式 为 9 
uv =u" +(Ar)L(u") 


CC A) (10-6-50) 


(10-6-49) 


a = +3u" +3(a)L(u®) 


这 里 CFL 数 取 为 1。 

三 、 加 权 ENO 格式 

ENO 格式 的 主要 思想 是 在 若干 个 可 能 的 插值 单元 区 域 中 选择 一 个 最 光滑 的 插值 区 域 ， 
用 它 来 进行 插值 计算 以 便 高 精度 地 逼近 网 格 界面 处 的 通 量 ， 并 且 同 时 可 避免 激 波 附近 的 虚假 
振荡 。 也 就 是 说 ，ENO 是 通过 比较 差 商 的 绝对 值 大 小 自 适应 地 选择 模板 。 当 然 ， 对 于 这 样 
一 种 重 构 方法 ， 还 有 很 多 地 方 有 待 改进 : 例如 ， 解 及 其 导数 在 零点 附近 产生 的 含 入 误差 可 能 
会 改变 模板 的 选择 ， 在 进行 模板 选择 时 ， 为 了 得 到 k 阶 精度 的 格式 需要 上 个 单元 ， 于 是 总 体 
上 便 覆 盖 了 (2k 一 了 ) 个 单元 ， 然 而 在 最 终 计算 时 却 仅 能 有 一 种 形式 的 模板 被 使 用 。 如 果 覆 盖 
的 (2k 一 了) 个 单元 都 利用 上 ， 则 在 光滑 区 域 可 得 到 (2k 一]) 阶 精度 ， 另 外 ， 在 ENO 模板 选择 的 
源 程序 中 使 用 了 许多 逻辑 语句 ， 因 此 就 不 便于 进行 并 行 运算 。 加 权 ENO 方法 以 ENO 方法 
为 基础 ， 同 时 消除 了 上 面 几 点 不 足 。 其 主要 思想 是 将 原来 ENO 格式 中 仅 用 一 个 最 光滑 的 
插值 区 域 去 提供 网 格 界面 处 数值 通 量 的 近似 做 法 改 成 将 每 一 个 可 能 的 插值 区 域 所 提供 的 网 格 
界面 处 的 数值 通 量 作 加 权 平 均 。 也 就 是 说 ， 它 不 是 选择 其 中 的 一 种 节点 模板 ， 而 是 利用 所 谓 
模板 的 凸 组 合 。 具 体 来 讲 ， 假 定 上 个 参 选 的 模板 为 

3 四 = 人 =01-D 
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在 x=x 处 可 以 得 到 k 个 不 同 重 构 方式 的 , 值 ， 即 
3 3 
40 = (cy) =01…k-D (10-6-51) 
各 
加 权 ENO (又 可 记 作 WENO) 格式 是 和 用 所 有 全 的 上 组 人 去 计算 v[ 即 


,8 | (10-6-52) 
为 了 满足 稳定 性 和 相 容 性 ， 还 要 求 
wz>0， So,-1 (10-6-53) 


另外 ， 如 果 函 数 u(x) 在 所 有 的 模板 中 是 光滑 函数 ， 则 存在 常数 c; 使 得 


HL 人 1 4]- ss, jo (10-6-54) 


例如 若 k=1 时 ， 则 c=1; 若 k=2 时 ， 则 c=2/3，c?=2; 若 k=3 时 ， 则 ci=3/10 ， 
cj =3/5，G;=1/10; 在 WENO 格式 中 ， 权 函数 应 该 光滑 ， 并 且 当 模板 包含 间断 时 ，ow, 应 
该 取 为 零 。 0 


Oo = 


(r=0,1…,k-1) (10-6-55a) 


i 


(e+ 有 
式 中 ，e >0 的 引入 是 为 避免 分 母 为 零 ， 这 里 可 以 取 e=10*; p, 称 作 “ 光 滑 因子 ”。 
假设 模板 5, (i) 上 的 重 构 多 项 式 为 p,(x)， 则 大 量 的 数值 计算 证 实 B, 可 以 按 下 式 选 择 's9 "0] 


| fy” Ea (r=0,1,k-D) (10-6-56) 


对 
日 


(10-6-55b) 


各 


. 例如 当 k=2 时 ， 则 
B=(E -RH), B=(m i) (10-6-57) 
当 k=3 时 ， 则 
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I Le ,te 
B= -2 t+ 
B= 2 +i) + i) (10-6-58) 


B= 
作为 一 个 典型 算 例 ， 文 献 [71] 中 详细 讲述 了 在 非 结构 网 格 下 一 类 三 阶 加 权 高 分 辩 素 格 式 
的 构造 过 程 ， 可 供 感 兴趣 者 参考 。 


10.6.4 紧 致 格式 与 强 紧 致 格式 


紧 致 格式 的 深入 研究 与 应 用 是 当前 高 精度 格式 研究 的 主要 方向 之 一 ， 它 以 精度 高 且 格 
式 所 用 点 数 少 的 特点 而 受到 重视 。20 世纪 90 年 代 以 来 ， 紧 致 格式 有 了 新 发 展 ， 文 献 [ 38] 给 
出 了 不 限于 三 点 的 对 称 紧 致 格式 如 五 点 的 六 阶 精度 格式 、 七 点 的 十 阶 精度 格式 等 ， 并 给 出 了 
高 阶 导数 的 紧 致 逼近 公式 ， 同 时 也 对 这 些 逼 近 格式 所 能 正确 模拟 的 波 数 做 了 近似 分 析 。 应 该 
看 到 ， 这 些 紧 致 格式 〈 又 称 Hermitian Compact Scheme) 仍 有 不 足 之 处 即 格式 涉及 的 点 数 还 
嫌 多 ， 它 会 导致 在 边界 上 及 在 邻近 边界 的 内 点 上 处 理 边界 问题 的 困难 ， 为 此 文献 [72，73] 对 
上 述 紧 致 格式 进行 了 改进 ， 提 出 了 迎风 紧 致 以 及 超 紧 致 的 思想 ， 然 而 上 述 文献 未 给 出 混合 导 
数 的 处 理 过 程 以 及 边界 点 上 如 何 具体 进行 高 精度 处 理 的 措施 。 文 献 [39] 在 紧 致 格式 的 基础 
上 ， 在 三 点 模板 的 框架 下 ， 给 出 了 构造 各 奇 次 偏 导数 与 偶 次 偏 导数 以 及 混合 偏 导数 的 高 精度 
差分 逼近 通用 公式 ， 并 给 出 了 内 点 及 边界 点 上 高 精度 处 理 的 具体 方法 。 文 献 [39] 称 这 种 格式 
为 强 紧 臻 格式。 因此， 下面 主 要 介绍 强 紧 致 格式 。 首 先 考虑 针对 Euler 与 N-S 方程 的 模型 方程 


du A Ss 
+ 一 =0 (f=au,a=const) (10-6-59) 
du of _ ou 四 -6-60 
+ 一 =A= (M4=const,f =au,a=const) (10-6 ) 


令 G 为 任意 函数 ， 引 进 差 分 逼近 式 C“>” ， 注 意 这 里 上 标 <*> 具 有 式 〈10-6-61) 所 赋予 的 特 
殊 含 义 ， 即 对 于 在 i 点 处 的 任意 函数 G 来 讲 ，G;“ 的 定义 式 为 
Gm (YG = (A DS. (10-6-61) 
如 果 用 G 代替 模型 方程 式 (10-6-59) 与 式 (10-6-60) 中 的 u， 则 它们 的 半 离 散 化 差分 
逼近 式 为 
9G, a 


一 + 一 Ce = 和 (10-6-~ 
3 Ee A 0-6-62) 
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3G ,ace LG” 所 
站 二 cr = (10-6-63) 
下 面 分 三 个 小 问题 进行 讨论 。 
一 、 构 造 奇 次 导数 的 2N 阶 精度 差分 通 近 
1. 对 于 内 点 
引进 两 个 中 心 差分 算 子 8" 与 8 ， 其 作用 于 G, 时 分 别 为 
6526,=3(8: +67)0, =3(G -G02), (10-6-64) 
5G =5:6:G; =(G -2G+G-)， (10-6-65) 
式 中 ，5+ ，6; 的 定义 与 目前 流行 的 计算 流体 力学 书 中 所 采用 的 定义 相同 0+ "H， 即 
6:G,=G,-G, 6:G,=6,-G, (10-6-66) 
将 式 (10-6-65) 在 i 点 作 Taylor 级 数 展开 ， 各 项 分 别 用 算 子 (Anj””5 作用 ， 并 注意 


式 (10-6-61) 的 定义 ， 得 到 
soa™ _2G2P+ Ga] 
(10-6-67) 


-oolen™) EN 
名 [ci 


当 r=N-1 时 ， 上 式 变 为 

BG» =GevP+O 人 (ADewm) (10-6-68) 
将 式 式 (10-6-68) 代入 到 式 (10-6-67) 得 到 
Ne 
? [re G+ 0-6-0) 

O((A)™®)=0 =12…N-2) 

另外 , 将 式 (10-6-64) 在 i 点 作 Taylor 级 数 展开 并 注意 到 式 (10-6-61) 与 式 (10-6-68)， 
得 到 


9 > 1 2 2N-3> N+ 0 
Has has’ +0((Ax)®""®)=6°G, (10-6-70) 
显然 式 (10-6-70) 与 式 (10-6-69) 中 共 含有 (N-D 个 未 知 函 数 ， 即 G ,Gu,G2 >， 
而 且 式 (10-6-69) 与 式 (10-6-70) 也 共有 (N-]1) 个 方程 ， 因 而 该 问题 可 以 统一 求解 ， 
它们 反映 了 内 点 格式 的 强 紧 致 特性 。 

2. 对 于 左边 界 点 

现 针对 左边 界 点 讨论 构造 奇 次 导数 2N 阶 精 度 差分 逼近 的 具体 过 程 。 引 进 向 前 差分 算 子 87 
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61G,=G;, -GG, (10-6-71) 


将 式 (10-6-71) 在 i 点 作 Taylor 级 数 展开 ， 并 注意 用 算 子 (A)”" 2 作用 各 项 ， 得 到 


So] =o((Anerm)-C， Cr=12…,N_D (10-6-72) 
气 L(25)! 

= |_1 <ar2i-2> 
式 中 C= > [ese ] (10-6-73) 


特别 是 当 r=N-1 时 ， 式 (10-6-72) 变 为 
trGev-m = Jo +Cwi-o((Anewm) (10-6-74) 
将 式 (10-6-71) 在 i 点 作 Taylor 级 数 展开 ， 并 注意 到 式 (10-6-74)， 又 可 得 到 


AT 1 
Care B+G nN- 
Has y je -D! 0 


-0((Ax)™""") 


(10-6-75) 
=6:G, t+ Di 


式 是 b Si "| (10-6-76) 
将 式 (10-6-74) 代入 式 (10-6-72)， 得 到 
S| _ 1 a 2 san- StC rb -2Cn- 
-一 GP OG = 一 全 ML CI 
扣 | 吉 J 证“ EN- 员 ”10-6-77) 
O(An2") =12…N-2) 
可 看 出 ， 式 〈10-6-75) 与 式 (10-6-77) 中 共 含有 (N-D 个 未 知 函 数 ， 即 G4 ,Ge 
GW>， 而 且 式 (10-6-75) 与 式 (10-6-77) 共 含有 (N-1 个 方程 ， 它 们 构成 了 对 左边 
界 点 上 奇 次 导数 2N 阶 精度 的 差分 逼近 。 
3. 对 于 右边 界 点 
引进 向 后 差分 算 子 5- ， 其 作用 于 G; 时 有 
6;7G; =G,-G,, (10-6-78) 
类 似 于 左边 界 点 的 推导 过 程 可 以 得 到 下 面 的 公式 


by 1 _Gorp|- 2 gg-Gans 
[2s-D! (2N-D! 5G 


2Cy4 
[2N—1]! 


=65G; -hb— —O((AD)®") (r=L2,,N-2) (10-6-79) 
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I Ga > <2N-3> <2r-l> 
[we | 上 pe 站 (10-6-80) 
CC __2Cw- enwrD Ey 
=C; BY ) C=12…N-2) 
符号 bh,C, 与 Cw 的 定义 同 前 。 显 然 式 (10-6-79) 与 式 (10-9-80) 共 含 有 (N -D) 个 未 知 
函数 ， 即 GT*,G 了,…,G“* 了 ， 并 且 式 (10-6-79) 与 式 (10-6-80) 共有 (N-D 个 方程 ， 
同样 它们 的 确定 也 依赖 于 方程 组 的 统一 求解 。 式 (10-6-69)、 式 (10-6-70)、 式 
(10-6-75)、 式 (10-6-77)、 式 (10-6-79)、 式 (10-6-80) 构成 了 针对 奇 次 导数 的 高 
精度 强 紧 致 三 点 差分 逼近 格式 ， 并 且 它 们 对 内 点 具有 2N 阶 精 度 ， 对 边界 点 也 具有 2N 阶 精 
度 ， 另外， 以 G*,G*,…,G*-” 为 未 知 函数 的 方程 组 ， 其 系数 矩阵 具有 典型 的 块 三 对 角 阵 
特征 ， 它 的 每 一 个 块 元 素 均 为 (N -])x(N -1) 的 小 和 矩阵， 因此 G™,G*”,…,G*-” 的 求解 可 用 
Chakravarthy 发 展 的 块 三 对 角 阵 追 赶 法 进行 快速 求解 。 

二 、 构 造 偶 次 导数 的 2N 阶 精度 差分 通 近 

1. 对 于 内 点 

引进 算 子 68? ， 其 作用 于 G, 时 为 

55G = Gh ~2G, + Gi 


将 上 式 在 i 点 作 Taylor 级 数 展开 


上 
划 训 or| oo 二 52G， (10-6-81) 


将 上 式 用 算 子 (Ax)*” 站 作用 后 得 


a 
| |okeo)-; 562G°™ (=12…N-D (10-6-82) 
所 
当 r=N-1 时 ， 上 式 变 为 
Gew> = 52Gz0D> -O((AnDzom ) (10-6-83) 
将 式 (10-6-83) 代入 到 式 (10-6-82) 中 得 
nm 1 1 
_L_Genm| 15zGec+ 532Gav- + 
[而 |3 Eo (10-6-84) 


O 人 (An )=0 =12…N-2) 
将 式 (10-6-83) 代入 式 (10-6-81) 得 


a 0 +o(Aor)=25G (10-6-85) 
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显然 , 式 (10-6-84) 与 式 (10-6-85) 共 含 有 (N 一 ]) 个 未 知 函 数 ， 即 G,G*,…,G** >， 
而 且 式 (10-6-84) 与 式 (10-6-85) 也 含有 (N 一 了 ) 个 方程 ， 故 内 点 问题 适 定 。 
2. 对 左边 界 点 的 处 理 
引进 向 前 差分 算 子 6: ， 
6:G,=Gn -6G, (10-6-86) 
a” 


将 上 式 在 i 点 作 Taylor 级 数 展 开 ， 并 用 算 子 (Ax)” Ea 作用 各 项 ， 可 得 


be x0™™|- -6:G2” =e, +0((A0)**™) (r=12…,N-D (10-6-87) 
ys 


式 中 


和 -中 二 mio"| (10-6-88) 
当 r=N-l 时 ， 式 (10-6-87) 变 为 
So =51G20> +evi+O 人 (non) (10-6-89) 


将 式 (10-6-89) 代入 到 式 〈10-6-87)， 得 到 


入 [而 1 Gearom 


Gen StGem 
Go hmm DG 


(10-6-90) 
EY NY 2N+1 = J ~ 
=6, Bm + (A ) (=12…,N-2) 
另外 ， 将 式 (10-6-86) 在 i 点 作 Taylor 级 数 展开 ， 并 注意 到 式 (10-6-89)， 又 可 得 
Sf_L oa Ce an 
中 二 ] Ge +t hit CC) 01036:91) 


式 中 


ef_1 G4 
b, -Ses (10-6-92) 


气 
式 (10-6-90) 与 式 (10-6-91) 含有 (N-D 个 未 知 函 数 ， 即 G 人 ,G 人 ,Ge 2 ， 而 式 
(10-6-90) 与 式 (10-6-91) 也 共有 (N-D 个 方程 ， 它 们 构成 了 对 左边 界 点 上 针对 偶 次 导 
数 2V 阶 精度 的 差分 逼近 。 
3. 右边 界 点 的 处 理 
引进 后 差分 算 子 6- ， 作 用 于 G; 有 
5 =G-G- 
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类 似 于 左边 界 点 的 推导 过 程 ， 可 得 到 如 下 两 个 方程 


(| Tp I Te 
中 |- 配 sc =-6;G, -b+ 


2 
(2N)! 


evit+O((A0)™*") (10-6-93) 


为 1 Garms|_ 2 5-Gawm+5-Gan 
气 LC29! [2N-A 6 


二 
[CN-n]! 


方程 式 (10-6-93) 与 式 (10-6-94) 含有 (N-D 个 未 知 函 数 ， 即 G*,G*,…,G*"”， 
而 且 式 (10-6-93) 与 式 (10-6-94) 由 (Nl) 个 方程 组 成 ， 因 此 右边 界 点 问题 也 适 定 。 
至 此 , 式 (10-6-84)、 式 (10-6-85)、 式 (10-6-90)、 式 (10-6-91)、 式 (10-6-93) 
与 式 (10-6-94) 构成 了 针对 偶 次 导数 的 高 精度 强 紧 致 三 点 差分 过 近 格 式 。 它 们 对 内 点 具 
有 (2N+1) 阶 精度 ， 对 边界 点 具有 2N 阶 精度 。 另 外 ， 以 G,G*,…,G“" ”为 未 知 函 数 的 方 
程 组 的 系数 矩阵 也 属于 块 三 角 阵 ， 它 的 每 个 块 元 素 也 均 为 (N -1)x(N -1) 的 小 矩阵 ， 也 可 以 
用 Chakravarthy 算法 快速 求解 。 

三 、 构 造 混合 导数 的 2N 阶 精 度 差 分 逼近 

假设 C 为 任意 函数 ， 为 了 得 到 混合 导数 之 人 的 商 精度 差分 通过 ， 首先 要 获得 混合 导数 
的 高 阶 精度 三 点 强 紧 致 格式 ,文献 [39] 中 提出 了 如 下 措施 ;第 1 步 : 首先 采用 上 面 第 1 节 中 
给 出 的 关于 构造 奇 次 导数 2N 阶 精 度 差 分 逼近 的 办 法 在 x 方 向 上 构造 强 紧 致 2N 阶 精度 的 差 


分 通 近 ， 入 到 [ 问 ]: 第 2 步 : 以 (9( 强 ] 取 代 第 1 步 中 的 任意 数 G， 并 且 在 y 方 向 上 


(10-6-94) 
ew-e, +O((AO)™™) (r=1,2,…,N-2) 


构造 强 紧 致 2N 阶 精 度 的 差分 逼近 ， 便 得 到 了 站 全 的 商业 度 强 紧 到 格式 。 下 面 以 内 点 为 例 


具体 的 说 明 上 述 过 程 : 为 简便 起 见 ， 令 Ar= Ay = 户 ， 引 进 中 心算 子 8 与 5; ， 它 们 作用 于 G) 
时 分 别 为 


5 =3(8; +6;)6, =3(6 6,) (10-6-95) 


52G =6:6;G, =G 


时 A kei 


-2G, +G, (10-6-96) 


(和 全 代替 式 (10-6-96) 中 的 G 之 后 ， 将 其 在 了 点 作 Taylor 级 数 展开 ， 并 用 算 子 


er 
ha 作用 各 项 ， 可 得 
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Nr| r+ ar+) 
[|| -$B, +O("") =0 (10-6-97) 
a lj 


气 


92G 92G 90”G 
| 


a (10-6-98) 
| Cr=12…,N-D) 
于 Dxby2 D) 有 
当 r=N-1 时 ， 式 (10-6-97) 变 为 
DG | 

"| +O(h"")=B,, (10-6-99) 

[ea] som. 
将 式 (10-6-99) 代入 式 (10-6-97) 后 得 到 

| "m9G ] 1 
rn | ty ne 
(25)! dxay |, [2N-D! i0100 


$8, +O("")=0 (r=12…,N-2) 


Ga 代替 式 (10-6-95) 中 的 G, 之 后 ， 将 其 在 7 点 作 Taylor 级 数 展开 ， 并 注意 使 用 
Sh 


式 (10-6-99)， 可 得 到 
a pa"G 
[| (2N-D! 


DG 9'G A HG 


式 (10-6-100) 与 式 (10-6-101) 共 含有 和 9， 5 ,3 这 (W- D 个 未 知 函 数 ， 


而 且 式 〈10-6-100) 与 式 (10-6-101) 也 恰巧 有 (N-D 个 方程 ， 内 点 的 混合 导数 问 
题 是 适 定 的 ， 于 是 式 〈10-6-100) 与 式 (10-6-101) 便 构成 了 内 点 上 混合 导数 的 2N 阶 
精度 强 紧 致 三 点 差分 逼近 格式 。 


一 一 一 B ,+O(h"")=6° MC)| (10-6-101) 


10.6.5 关于 计算 声学 中 保持 色散 关系 的 相关 问题 


满足 色散 关系 是 计算 声学 差分 格式 设计 中 最 为 重要 的 内 容 之 一 ， 正 如 文献 [76] 所 指出 
的 ， 波 包 和 能 量 的 传播 均 以 群 速度 进行 ， 波 形 以 相 速度 传 播 ， 寄 生 振 荡 则 是 由 于 不 同 的 波 数 
有 不 同 的 传播 速度 ， 因 而 引起 散射 而 导致 的 后 果 ; 色散 误差 是 全 局 性 的 、 积 累 性 的 误差 ; 一 
且 选 定 了 一 种 差分 格式 ， 它 便 相应 的 决定 了 一 种 数值 色散 关系 w=w'(k") 〈 这 里 @ 与 分 
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别 为 数值 频率 与 数值 波 数 )，CAA 所 希望 的 是 选择 那 种 差分 格式 ， 它 能 够 较 好 的 逼近 物理 色 
散 关系 w=w(k) ， 换 句 话说 它 能 够 在 频 一 谱 空间 去 逼近 原 物理 问题 。 因 此 ， 所 谓 优化 差分 格 
式 的 过 程 也 正 是 要 寻找 这 样 一 种 较 满 意 的 差分 格式 的 过 程 。 因 篇 幅 所 限 ， 这 里 不 可 能 去 介绍 
如 何 构造 出 一 个 满足 CAA 要 求 的 最 优 差分 格式 的 全 过 程 ， 而 仅 能 就 其 中 所 涉及 的 重要 概念 
和 某 些 措施 分 成 几 个 小 问题 讨论 如 下 : 
一 、 耗 散 项 、 站 
Ou 


考虑 模型 方程 守 * 美 =0 或 者 号 + 六 =0 (a>0,a=const,f =au) (10-6-102) 


该 方程 的 理论 解 为 
u(0onD = B(t)e™ =emete 0)，BG) 一 ee (10-6-103) 
这 里 ow 与 上 分 别 为 频率 与 波 数 ， wx 反映 了 系数 的 耗 散 。 将 上 式 代 到 模型 方程 中 便 有 
a+ti(ka-w)=0 
于 是 模型 方程 式 (10-6-102) 的 色散 关系 为 w=ak 
耗 散 关系 为 w=0 


相 速 度 V, 为 V, =w/k=a 
群 速度 V, 为 V, =dw/dk=a 


对 于 模型 方程 式 (10-6- 102)， 如 果 采 用 FTBS 时间 向 前 差分 ， 空 间 向 后 差分 ) 格式， 则 
方程 式 (10-6- 102) 被 离散 为 


WwW" =W -0 (wy -i ) (10-6-104) 


Ar 
其 中 CC=a 一 (10-6-105) 
a 105 


对 (10-6-104) 式 作 von Neumann 误差 分 析 "。 设 E 是 数值 解 的 合 入 误差 ， 考 虑 到 
方程 的 线性 性 质 ， 因 此 8 也 满足 式 (10-6-104) 即 


-ol(e’-e’,) (10-6-106) 


设 e(x,1) 可 表示 为 
2(m1) = [b, (De™"] (10-6-107) 
该 式 表明 ， 误 差 函 数 e(x,t) 中 包含 了 多 种 频率 的 波 ， 上 , 是 第 m 种 成 分 的 波 数 ，b,(?) 是 其 振 


幅 。 由 于 式 〈10-6-106) 是 线性 方程 ， 由 和 迭 加 原理 ， 故 可 分 别 研究 单个 成 分 的 增长 规律 ， 
即 研究 如 下 形式 
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> 


E=b, (fe (10-6-108) 
的 解 。 注 意 到 
a tl) ike) a Pr 
. =b,(1")er”, e’ =b,(t")e oe 
Ee 
将 式 〈10-6-109) 代 到 式 (10-6-106) 便 得 到 放大 因子 g8 ， 它 是 振幅 的 增长 倍数 。 这 里 
8 的 表达 式 为 
8=1-0(l-e™*)=1-o[l~cos(k,Ax)]—ic sin(k,Ax) 
于 是 放大 因子 的 模 平 方 是 
sf =1-20G -Ncos(k, A)] 
因此 ， 差 分 格式 的 稳定 性 条 件 要 求 
lgl<1 (10-6-110) 


也 就 是 要 求 = 人 < <1 (10-6-111) 


这 就 是 格式 (10-6-104) 式 应 该 满足 的 稳定 性 条 件 , 常 称 它 为 Courant-Friedrichs-Lewy(CFL) 
准则 ， 即 o 称 为 CFL 数 或 者 Courant 数 。 引 进 PPW (Points Per Wavelength) 数 的 概念 并 定义 
2r 
PPW = (10-6-112) 


因此 放大 因子 8 是 CFL 数 o 和 PPW 的 函数 〈 对 于 多 维 问题 ， 放 大 因子 还 与 波 的 运动 方向 角 
有 关 ， 这 时 要 涉及 波 矢 57"' 虽 的 概念 )。 差 分 格式 的 理论 研究 表明 : (10-6-102) 式 的 任何 
一 种 差分 计算 格式 都 可 以 用 如 下 形式 的 修正 方程 (Modified PDE) 来 描述 ， 即 


史 2 we (10-6-113) 
2mi Ep a 
-到 = 深 Ble | 
式 中 
_ (A0” AT] (oO” 
je 
(10-6-114) 


人 (区 ja 


这 里 愉 (Z) 与 CO.(Z) 是 Z 的 m 次 多 项 式 。 当 差分 格式 与 微分 方程 无 条 件 相 容 时 ， 则 PP, 与 @。 
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的 常数 项 为 零 ， 当 它们 为 条 件 相 容 时 ， 则 ,与 @, 的 常数 项 不 为 零 。 设 修正 方程 式 的 解 是 单 
一 的 Fourier 分 量 ， 即 

u(x,t) =w exp{-p(R)e ti -ok)] } (10-6-115) 
这 里 K(k) 叫做 耗 散 系数 ， 它 只 影响 波 的 振幅 ，A(b) >0 叫 做 正 耗 散 ，A(b <0 叫 做 负 耗 散 ， 
Ab =0 叫 做 零 耗 散 。 w(k) 叫做 波 的 频率 (又 称 为 色散 系数 )，k 称 为 波 数 。u 是 方程 式 
(10-6-102) 的 初 值 ， 即 

ut0)=u(9 (10-6-116) 

将 式 (10-6-115) 代 到 式 (10-6-113) 便 可 得 到 修正 方程 的 色散 关系 式 


p(k) io -a = [CD kp + [Dk] (10-6-117) 
比较 上 式 两 边 的 实 部 与 虚 部 ， 便 得 到 
n= [CD ke", ] (10-6-118) 


ok) =ak+ [CD mp ] (10-6-119) 
EE 


上 面 两 式 表明 ， 波 型 的 耗 散 系数 只 依赖 于 修正 方程 右 端的 偶 次 导数 项 ， 而 与 奇 次 导数 项 的 系 
数 无 关 。 相 反 ， 波 型 的 频率 只 依赖 于 奇 次 导数 的 系数 ， 而 与 偶 次 导数 项 的 系数 无 关 。 因 此 ， 
式 (10-6- 113) 右 端 第 一 个 和 式 叫做 耗 散 误差 项 ， 第 二 个 和 式 叫 色散 〈 或 称 弥 散 ， 也 叫做 
频 散 ) 误差 项 。 前 者 涉及 到 差分 格式 的 稳定 性 ， 影 响 到 波 的 幅 值 ， 后 者 涉及 到 差分 格式 的 相 
位 误差 或 者 频率 的 变化 。 下 面 以 u=e* 为 例 ， 说 明 不 同 的 差分 格式 将 导致 不 同 的 数值 波 数 
和 不 同 的 数值 相 速度 a" ;首先 由 u=e= 计 算 u 的 精确 一 阶 导数 

Ce 

(10-6-120) 
如 果 采 用 二 阶 中 心 差分 算 子 (8,4), 去 通过 (3w/ax)  ， 这 时 (5u) 为 


ee itae -Dia 
(G1)) = = =isinkADew -itow (10-6-121) 


2Ar 2Ax Ar 
这 里 数值 波 数 上 为 


Sin(kAD) -keAC 
Ar 6 
通常 ， 差 分 算 子 总 可 以 写 为 如 下 的 形式 ， 即 


(6.), =(5:) +(6:), (10-6-123) 


有 (10-6-122) 
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这 里 (8:) 与 (5:) 分 别 为 反对 称 算 子 与 对 称 算 子 ， 例 如 
(6 -=x[a (ww) ta (aa) ta (sa -us)] (10-6-124) 


(6iu), =- 云 [am +b (wa tu ) tb (watua)+h (ua tw)] (10-6-125) 


借助 于 式 〈10-6-124) 与 式 (10-6-125)， 则 式 (10-6-123) 表达 的 算 子 作 用 于 e* 后 
得 到 这 时 相应 的 认 'e* 值 ， 这 里 数值 波 数 k" 为 


认 ” = 去 [w+2 人 8 cosE+ 包 cos25+ 包 cos35)+2i(asin5+awsin25+asin35)] 


(10-6-126) 
式 中 ，& =kAx 。 
当 采 用 四 阶 Pade 格式 ， 即 
(Ga), +4(5ua)) + (Ba) = (wm -us) (10-6-127) 
时 ， 数 值 波 数 k* 满 足下 式 ， 即 
et + Aik + (ee ee) (10-6-128) 
式 中 ， 上 为 
-iGsing)  ., 6 
2+ cosE) ar €=kAx (10-6-129) 


图 10.7 给 出 了 几 种 差分 格式 下 k 与 上 "之 间 的 关系 
曲线 ， 显 然 不 同 的 差分 格式 有 不 同 的 数值 波 数 k 
的 表达 式 。 下 面 讨论 数值 相 速 度 。 令 方程 式 
(10-6-102) 具有 如 下 形式 的 解 ， 即 

u(xt)= f(De™ (10-6-130) 
其 中 fpD) 满足 如 下 的 微分 方程 


iag (10-6-131) 
由 上 式 精 确 的 解 出 f 并 代入 式 (10-6-130)， 得 到 
atn= (OOjese (10-6-132) 


如 果 用 二 阶 中 心 差分 格式 逼近 空间 导数 项 〈 依 照 式 
《10-6-121))， 可 得 到 如 下 形式 关于 f(t) 的 常 微 


图 10.7 几 种 差分 格式 下 的 数值 波 数 
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-os io (10-6-133) 
df Ar 


由 上 式 精确 的 解 出 f 并 注意 代 到 式 (10-6-130)， 于 是 便 得 到 v 的 数值 解 并 记 作 wm(xD ， 
即 


Wn (Ht) = f (Oe (10-6-134) 
这 里 w 叫 数值 相 速度 ， 它 满足 
a /a=k"/k (10-6-135) 
对 于 上 面 的 例子 ， 则 有 so(kAn) (10-6-136) 
a kAx 


图 10.8 给 出 了 上 面 二 阶 中 心 差分 格式 的 a'/a 随 着 (kAx) 的 变化 曲线 ， 显 然 对 于 二 阶 中 心 差 
分 格式 来 讲 ， 如 果 欲 使 相 速度 的 误差 小 于 0.1% 时 ， 
则 要 求 PPW=80《〈 即 每 个 波长 要 有 80 个 网 格 点 ); 
如 果 采 取 5 点 四 阶 中 心 差分 格式 ， 也 达到 上 述 相 速 
度 的 误差 时 ， 则 要 求 PPW=15， 如 果 采 用 四 阶 Pade 
格式 09， 则 要 求 PPW=10; 从 上 面 列举 的 几 个 简 
单 差分 格式 的 例子 可 以 看 出 ， 发 展 高 精度 算法 ， 并 
进行 格式 优化 还 是 十 分 必要 的 。 

下 面 在 未 进一步 讨论 高 精度 对 数值 解 行为 的 
影响 之 前 ， 首 先 介绍 几 个 紧 致 格式 ， 然 后 再 根据 数 
值 解 的 群 速度 特点 定义 三 种 类 型 的 格式 ， 最 后 对 这 


2mdCentral 


48Central 


49pPade 


rr 


ds 由 三 种 类 型 格式 数值 解 的 行为 作 进一步 分 析 。 现 在 介 
绍 几 个 紧 致 格式 ， 首 先 引 进 符号 下 ， 使 它 具 有 特 

有 的 含义 其 定义 为 
F=G™ (10-6-137) 


式 中 ，G*” 的 定义 同 (10-6-61) 式 中 j=1 时 的 情况 。 在 前 面 的 叙述 中 G 代 表 任 何 函数 ， 
但 这 里 考虑 到 所 讨论 的 方程 仍 是 式 (10-6-102)， 因 此 在 下 面 的 讨论 中 便 将 G 定 义 为 4; 
通常 ， 紧 致 格式 的 一 般 表 达 式 为 


PD(0s Fn)= Db usm 一 wa 
于 a = 于 bh。 ( 相 容 性 条 件 ) 


可 以 证 明 ， 具 有 三 阶 精度 的 迎风 紧 致 格式 为 


(10-6-138) 
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-a WS pp 

3 rE (a>0) (10-6-139) 

和 本 (这 -这 Ca<0) (10-6-140) 
具有 五 阶 精 度 的 迎风 紧 致 格式 为 


a ls 
5 +5 (uatllujn tau +3u4) Ca>0) (10-6-141) 


2 7 +3 Fr = (a tl + AT + 34) (a<0) (10-6-142) 

具有 四 阶 精度 的 紧 致 格式 为 
站 tw (10-6-143) 

具有 六 阶 精度 的 紧 致 格式 为 


站 t+ 二 -au 站 [as (10-6-144) 
可 以 采用 文献 [38] 中 所 使 用 的 办 法 ， 在 Fourier 空间 讨论 上 述 差分 格式 的 耗 散 特性 。 这 时 可 
令 w =ilt)exp(ikx,) ， 下 =k(t)explikx,)， 代 入 上 述 差分 格式 中 使 可 得 到 相应 的 k* 值 ， 注 意 
态 为 数值 波 数 。 这 里 此 为 复数 ， 它 的 实 部 为 上 ， 虚 部 为 后 ;例如 与 式 (10-6-139) 相对 
应 的 心 与 后 分 别 为 

(1-cosé) 已 -= (8+cos5jsin 

-5S+4cosE ” “ 5+4cose 
式 中 上 = kAx ;注意 这 里 心 反 映 了 格式 的 耗 散 性 , 乒 则 反映 了 格式 的 色散 性 。 图 10.9(a) 与 10.9(b) 
分 别 给 出 了 六 种 差分 格式 的 扩 与 怠 随 上 变化 的 曲线 。 图 10.9(a) 中 0 号 曲线 为 忆 = 的 曲线 ， 
它 对 应 于 微分 方程 的 精确 解 。1 号 曲线 是 一 阶 精 度 的 两 点 迎风 格式 ，2 号 曲线 是 二 阶 精度 的 
三 点 迎风 格式 ，3 号 是 三 阶 精度 的 四 点 迎风 格式 ，4 号 是 五 阶 精度 的 六 点 迎风 格式 ，5 号 是 
三 阶 精度 的 三 点 迎风 紧 致 格式 ，6 号 曲线 是 五 阶 精度 的 五 点 迎风 紧 致 格式 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 
对 于 低 波 分 量 ， 各 种 格式 都 能 较 好 的 逼近 精确 解 。 从 图 中 还 可 以 看 出 ， 与 低 阶 精度 相 比 ， 高 
精度 格式 在 逼近 中 高 波 分 量 时 有 较 好 的 模拟 能 力 。 比 较 曲 线 3 号 与 5 号 以 及 4 号 与 6 号 曲线 
时 可 以 发 现 ， 对 于 同 阶 精 度 的 差分 格式 ， 紧 致 格式 比 传统 的 差分 对 高 波 分 量 有 更 高 的 模拟 能 
力 。 图 10.9(b) 反 映 了 格式 的 耗 散 性 ， 可 以 看 出 高 精度 格式 有 着 更 宽 的 低 耗 散 波段 ， 而 且 对 
于 同 阶 精度 的 格式 ， 紧 致 格式 的 低 耗 散 波段 更 宽 。 

考虑 线性 标量 方程 (10-6- 102) 式 ， 令 其 解 为 
u(x,t)=expli(kx—wn)] 


(10-6-145) 
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令 色散 关系 为 
@= 0@(k) 
群 速度 的 定义 为 
v= (10-6-146) 
尼 


这 里 双 为 群 速 度 。 按 照 数值 群 速度 的 大 小 ， 差 分 格式 通常 可 以 分 为 三 种 类 型 : 一 种 是 快 型 
格式 (FST)， 一 种 是 慢 型 格式 (SLW)， 还 有 一 种 是 混合 型 格式 (MXD)。 正 如 前 面 所 述 ， 
在 低 波 段 上 面 三 种 格式 数值 解 的 群 速度 通常 还 能 够 逼近 物理 的 群 速度 。 而 在 高 波段 上 ，FST 
型 格式 通常 是 数值 群 速度 大 于 物理 上 的 群 速度 ，SLW 型 格式 通常 是 数值 群 速度 小 于 物理 上 
的 群 速度 ， 而 MXD 型 格式 情况 稍 复杂 ， 它 在 较 低 的 高 波 分 量 范围 内 ， 其 数值 群 速度 大 于 物 
理 上 的 群 速度 ， 而 在 较 高 的 高 波 分 量 范围 内 ， 其 数值 群 速度 小 于 物理 上 的 群 速度 。 为 了 说 明 
上 述 概 念 并 分 析 这 些 差分 格式 数值 解 的 行为 ， 下 面 首先 介绍 以 下 五 个 格式 ， 即 


(a) 人 
图 10.9 几 种 差分 格式 的 巡 及 对 值 随 扣 的 变化 


(1) 二 阶 精度 的 Pade 格式 ， 它 属于 FST 型 格式 
3(5, + En)=w ua (10-6-147) 


(2) 二 阶 精度 的 中 心 格式 ， 它 属于 SLW 型 格式 

F)=60, (10-6-148) 
(3) 二 阶 精度 的 迎风 格式 ， 它 属于 MXD 型 格式 
E =26; (ww,) (10-6-149) 
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(4) 二 阶 精度 宽 网 格 模 板 的 中 心 格 式 ， 它 属于 SLW 型 格式 


1 
万 = 二 Cr -wa) 


(5) 五 阶 精度 的 迎风 紧 致 格式 ， 即 式 (10-6-141)， 它 属于 MXD 型 格式 
利用 上 面 的 五 种 格式 ， 并 且 取 式 〈10-6-102) 中 的 a=1， 取 初 值 分 布 为 


(10-6-150) 


u(x,0) =exp(-16x°)sin(Qox)+ {exp[—16(x—1.5)*]+exp[-16(x+1.5)°]}sin(@x) (10-6-151) 


而 且 对 于 每 一 种 差分 格式 都 分 别 计算 了 w =25 而 =100,157,197 时 的 情况 。 图 10.10 给 出 了 
0 =25,ao =157,1=0.5 时 刻 的 计算 结果 ， 图 中 还 给 出 了 在 该 时 刻下 微分 方程 的 精确 解 。 值 得 


1.00 -| 精确 解 
u 人 多 I 人 
-100 十 - TTT r 


-4.00 -2.00 x 000 


图 10.10 不 同 差分 格式 下 数值 解 中 波 的 传播 (+ = 0.5 时 刻 ) 
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注意 的 是 @@ 号 差分 格式 的 高 频 波 基本 上 已 耗 散 掉 ， 也 就 是 说 该 格式 对 高 频 波 有 很 强 的 衰减 效 
应 ，@@ 号 差分 格式 的 高 频 波 基本 上 停 在 原 地 。 显 然 ， 在 上 述 情况 下 加 号 差分 格式 能 够 较 好 的 
模拟 高 频 波 的 运动 规律 。 如 果 上 述 算 例 的 初 值 分 布 取 为 

xu(x0)= sin(kx)exp[—16(x—0.5)*] (10-6-152) 
而 差分 格式 采用 Leap-Frog ( 蛙 跳 ) 格式 


全 ) (10-6-153) 


计算 时 选取 的 计算 域 为 [0，3]，Ax=1/160 ， 如 果 要 在 一 个 波长 中 选取 8 个 计算 点 的 话 ， 则 
由 6=kAx=2n/8=0.79 的 关系 便 推 出 波 数 上 为 125.7; 图 10.11 给 出 了 t=0 与 :=2 时 刻 函 数 
4 的 分 布 。 在 t=2 时 ， 理 论 上 波 包 的 中 心 应 在 x=2.5 处， 而 采用 (10-6-153) 式 的 差分 格 
式 计算 出 的 波 包 中 心 在 x=1.97 处 ( 当 +=2 时 刻 )。 理 论 上 微分 方程 (10-6-102) 的 解 以 1 
的 速度 向 右 传播 ， 而 在 +=2 时 刻 时 计算 出 的 波 速 大 约 为 0.735; 显然 用 该 格式 计算 出 的 波 速 
比 理论 值 小 。 


00 05 10 四 20 25 30 
() 初 始 时 刻 分 布 图 


10 T Tr 


00 05 10 15 2.0 25 30 
人 )o=2 时 刻 分 布 图 


图 10.11 蛙 跳 格式 下 不 同时 刻 w 的 分 布 


下 面 简单 讨论 一 下 由 于 时 间 离散 而 引入 的 附加 色 耗 与 耗 散 效 应 问题 。 例 如 当时 间 方 向 
采用 一 阶 精度 的 显 式 差分 逼近 式 ， 即 


am =u" +(ADD, (u") (10-6-154) 
时 ， 这 将 主要 引入 负 耗 散 效应 ， a 
=L(W")-— 全 Ce (10-6-155) 


而 时 间 方 向 采用 一 阶 隐 式 格式 时 ， 和 显然 这 对 格式 的 稳定 性 
有 益 。 如 果 时 间 方 向 上 采用 二 阶 差分 逼近 ， 例 如 采用 二 步 时 间 离散 
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wi l(a)n(e) 


(10-6-156) 
=u" +(ADD, (7) 
可 以 证 明 ， 上 述 格 式 所 对 应 的 修正 方程 为 
EA + A 下 + -+o 人 Ap) (10-6-157) 
也 就 是 说 ， 上 述 过 程 引进 了 新 的 色 耗 和 耗 散 误 差 ， 并 且 其 主导 项 是 色散 效应 ws1。 
二 、 差 分 格式 在 空间 与 时 间 上 的 优化 


为 了 说 明 差分 格式 在 空间 与 时 间 上 的 优化 问题 ， 以 下 分 三 个 小 方面 进行 讨论 ; 
1. 空间 导数 差分 逼近 的 优化 问题 


考虑 模型 方程 a (10-6-158) 
如 果 空 间 导 数 的 逼近 采用 下 面 形式 的 三 点 迎风 紧 致 格式 
Ft+aF,, =bAu 1+bAn | (10-6-159) 
3 hz 

式 中 Au 1 =u Au |=-—u (10-6-160) 
人 nn 

显然 ， 对 于 空间 一 阶 精度 ， 应 满足 Qa+1=b+b, (10-6-161) 

对 于 空间 二 阶 精度 ， 应 满足 从 (10-6-162) 
癌 二 阶 精度 ， 应 注 人 
ae+1= 甩 + 包 

对 于 空间 三 阶 精度 ， 应 满足 2a =b, —b, (10-6-163) 
30 =b +b, 


假设 只 需要 满足 二 阶 精 度 ， 这 时 可 以 选取 cx 为 自由 参数 ， 因 此 ， 对 含 w 的 这 类 二 阶 三 点 迎风 
紧 致 格式 便 可 以 进行 优化 ， 使 之 满足 某 一 个 规定 的 目标 函数 的 要 求 。 因 此 ， 很 容易 求 出 这 类 
二 阶 三 点 迎风 紧 致 格式 的 数值 波 数 k"， 它 满足 
(1+0)sin(kAx)+ 20i[l — cos(kAx)] 

1+Q cos(kAx)+ia sin(kAx) 
式 中 ，i=V-1; k=k+ 光 ; 这 里 下 标 r 表 示 复 数 的 实 部 ， 下 标 i 表示 复数 的 虚 部 。 显 然 @ 
的 变化 将 引起 太 与 如 的 相应 变化 。 目 标 函 数 可 以 取 为 


eno 了 从 -下 (10-6-165) 
1 


有 Ar= (10-6-164) 
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因此 格式 优化 的 问题 就 变 成 借助 于 91/3a =0 的 关系 式 去 寻求 a 的 最 佳 值 以 达到 使 1 值 最 
小 。 显 然 上 述 过 程 可 采用 数值 搜索 的 方法 得 到 。 如 果 选 取 优化 的 范围 为 [0,(kAx)o。] 〈 这 里 
(kAoD。 =1.1) 时 ， 由 
2 

PPW。。 
可 得 到 PPWu。= 5.7 ， 最 佳 的 c 值 为 xou =0.48848 ， 此 时 1 =3.781x10* ; 当然， 上述 方法 
原则 上 也 可 以 推广 到 一 般 高 精度 格式 的 优化 问题 。 

2. 时 间 导 数 差分 逼近 的 优化 问题 


(kAro = (10-6-166) 


考虑 常 微 方程 煤 =Ru (10-6-167) 
采用 时 间 上 三 阶 精度 显 式 的 Runge-Kutta 格式 ， 即 
um =u" +(A[bR"] 
uu =u" +(ADLSR" +(r—s)R!'] (10-6-168) 
ae =u" +(AD[aR" +aR +aR2] 


式 中 R"=R(u",t"), R'=R(u®,t"), R=R(u®,") (10-6-169) 
常用 的 有 两 种 三 阶 R-K 格式 ， 其 系数 为 


= t= b= Dr hs (10-6-170) 
= =0b= 二 r=,s = 二 (10-6-171) 
具有 TVD 保持 性 的 三 阶 R-K 最 优 格 式 为 
im =u" +(AD)R(e",1") 
a =3w + ADRGe rm) (10-6-172) 


ln 2 2 (2) nm 
w= +34 +3(A)R(u 中 二 | 
如 果 将 式 〈10-6-168) 以 及 式 〈10-6-167) 与 式 (10-6-102) 采用 von Neumann 误差 
分 析 便 可 得 到 该 问题 的 放大 因子 为 
8 =|gle’* =(a +a, +a)AAD) + (ab+ar)(AA): +ab(r—s)AAt)’ (10-6-173) 
式 中 ，4 =iak"; 为 数值 波 数 。 如 果 空间 离散 采用 二 阶 三 点 迎风 紧 致 格式 时 ， 则 k 便 由 式 
(10-6-164) 给 出 。 因 此 ， 当 空间 离散 采用 二 阶 三 点 迎风 紧 致 格式 、 而 时 间 离 散 采 用 三 阶 
R-K 格式 时 ， 该 问题 放大 因子 的 幅 值 误差 以 及 相位 误差 与 (kAx) 的 变化 曲线 是 随 着 不 同 的 o 
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值 而 发 生变 化 的 ， 如 图 10.12(a) 与 (b) 所 示 ， 这 里 o 为 CFL 数 ， 它 可 由 式 (10-6-111) 所 定 
义 。 而 马 中 的 w 值 可 取 最 佳 的 wo 值 ， 该 值 可 将 式 (10-6-165) 求 最 佳 值得 到 。 图 中 给 出 
了 =0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7 时 的 变化 曲线 。 在 本 问题 中 ， 由 于 c 的 优化 使 数值 波 的 幅 值 误差 
与 相位 误差 均 有 改善 。 由 于 这 里 图 10.12 是 在 最 佳 的 w 下 得 到 的 结果 ， 是 在 这 种 情况 下 考察 
a 的 不 同 取 值 所 导致 的 曲线 变化 ， 所 以 上 述 计 算 结 果 表 明 : 格式 优化 是 必要 的 ， 而 且 为 了 
节省 计算 时 间 ， 对 上 述 问 题 允 许 采 用 较 大 的 CFL 数 。 最 后 应 该 指出 的 是 ， 上 面 所 给 出 的 例 
子 其 格式 的 空间 精度 选取 的 较 低 ， 下 面 将 要 介绍 的 空间 格式 精度 较 高 。 另 外 ， 结 合 着 下 面 介 
绍 有 限 体 积 法 中 常用 的 恢复 函数 三 阶 迎 风 紧 致 格式 (PFDD3 ) 和 五 阶 迎 风 紧 致 格式 
(PFDD5)， 也 想 扼 要 的 介绍 一 下 这 类 格式 的 优化 问题 。 


lg 


图 10.12 不 同 o 下 放大 因子 的 幅 值 误差 、 相 位 误差 随 (kAx) 的 变化 曲线 


3. 恢复 函数 的 迎风 紧 致 格式 及 其 优化 
在 有 限 体积 法 的 高 精度 格式 构造 时 , 恢复 函数 是 一 个 经 常 使 用 的 重要 概念 %' 5" "41。 
考虑 单 波 方程 式 (10-6-102)， 在 + 时 刻 将 方程 在 了 单元 [x 1 !] 内 对 空间 积分 便 得 到 如 
mm 
下 的 常 微 方程 
a(was) 
一 一 +[f(e(x 1,1)-f(ulx ,=0 (10-6-174) 
ba De 3 


式 中 ， 是 单元 j 对 于 uw 的 平均 值 ， 即 


五 = 二 ju (10-6-175) 


假设 总 (x) 在 单元 了 内 是 满足 “平均 值 的 分 段 光滑 函数 ， 定 义 原 函 数 〈Primitive Function ) 
w(x)， 即 
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w(x) = j 而 CDdx (10-6-176) 
二 


式 中 ， 力 为 任意 参考 点 。 显 然 原 函数 w(x) 在 单元 边界 处 满足 


A = 全 aan) (10-6-177) 
Hi eh 
因此 重 构 函数 (又 称 恢复 函数 ) 避 () 便 可 由 原本 数 w( 罗 的 导数 来 获得 ， 即 
AD = dyCD = wx) (10-6-178) 


由 黎 昌 问题 近似 解 的 概念 ， 因 此 半点 处 状态 变量 〈 或 者 通 量 ) 的 数据 重 构 问 题 就 转化 为 求 原 
函数 在 半点 处 的 导数 逼近 问题 ， 以 w(x 1) 与 w(x ,1)" 的 通 近 为 例 (这 里 上 标 L 与 R 分 别 
上 日 


表示 左 与 右 两 侧 状态 )， 如 采用 三 阶 迎 分 紧 致 格式 ， 则 有 
wx et ws 4) Wx 3)— wx 1) 


BW VY tw =a en 人 (10-6-179) 
WS wn we, lr wo A 
WE tw a) = i hy (10-6-180) 
式 中 (Ap sx -x (10-6-181) 


2 2 
注意 到 式 (10-6-176) 与 式 (10-6-178)， 则 上 面 两 式 可 改写 为 
ix tax 1)” =an() + hi) = (a tb) +hlA a] (10-6-182) 
2 2 2 
Hx, + YH 3) = ox) + bi(xjn) =(0s + bh) + hlA, 7m] (10-6-183) 
2 2 
式 中 A Ta- (10-6-184) 
二 
为 了 提高 捕捉 激 波 的 分 辩 率 ， 抑 制 激 波 附近 的 非 物 理 振荡 ， 对 式 (10-6-182) 与 式 
(10-6-183) 右 端 最 后 一 项 即 [A,., 右 进行 了 限制 2 5 0， 因 限于 篇 幅 ， 此 处 不 予 装 述 。 
上 


为 了 方便 下 文 的 讨论 ， 将 式 〈10-6-182) 与 式 (10-6-183) 简单 的 概括 为 
+ 于 |, =a, +biy (10-6-185) 
i 


可 以 证 明 : 当 有 =,a = 了 4 = 时 ， 差分 格式 式 (10-6- 185) 具有 三 阶 精度 。 仿 照 上 面 的 
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过 程 ， 可 以 得 到 有 限 体积 法 的 迎风 紧 致 五 阶 格式 ， 即 
Bi + 下 = + a + + a (10-6-186) 
三 二 


= 十 GB-D，a= 十 038+7) 
当 : 1 (10-6-187) 
4% = 五 0-5p)， a = 到 -1 


时 ， 格 式 式 (10-6-186) 具有 四 阶 精度 ， 这 里 5 作为 调节 参数 。 当 有 = 时， 格式 式 


(10-6-186) 具有 五 阶 精 度 。 在 进行 格式 优化 时 ， 目 标 函数 仍 可 以 取 为 式 (10-6-165)， 
这 时 月 可 作为 调节 参数 。 通 过 优化 ， 使 了 值 达到 最 小 以 得 到 最 佳 的 6 值 。 大 量 的 数值 实验 表 
明 : 调整 B 值 对 色散 误差 和 耗 散 误差 都 会 带 来 影响 ， 但 相 比 之 下 色散 误差 对 有 的 变化 更 敏感 。 


10.6.6 非 结构 网 格 下 双 时 间 步 长 迭代 格式 


在 计算 声学 中 ， 较 准确 的 计算 出 非 定常 流动 的 流 场 非常 重要 。 它 是 进一步 去 确定 声场 的 
基础 。 目 前 ， 非 定常 计算 有 许多 方法 ， 其 中 有 显 式 的 ， 也 有 隐 式 的 ， 这 里 仅 想 扼要 介绍 一 下 
双 时 间 步 长 迭代 算法 。 这 种 方法 最 早 是 Jameson 提出 的 em 并 用 于 结构 网 格 ， 这 种 方法 也 同 
样 可 用 于 非 结构 网 格 。 在 非 定常 计算 方面 , 国内 外 有 大 量 数值 计算 的 结果 , 例如 文献 [88 一 95] 
等 。 大 量 的 数值 实验 证 实 : 双 时 间 步 长 选 代 算法 是 求解 非 定常 流 场 的 有 效 方法 之 一 。 下 面 分 
两 个 小 问题 进行 介绍 。 

1. 非 结构 网 格 下 的 有 限 体积 方法 

不 失 一 般 性 ， 今 取 相对 直角 笛 卡 尔 坐标 系 (x yz) ， 三 维 、 可 压缩、 非 定常 、 雷 诺 平均 
N-S 方程 组 的 无 量 纲 形式 为 "I 

0 ,NB+E,), AR+R,) ,9G+G,) _ 


和 Se Es 3 Su (10-6-188) 
式 中 
Q@=[p,pu,pz,pwe 
E, =-[0rn,roTe,G 了 了 
i (10-6-189) 


F, =-[0r rwTea 本 


Gy = Ota tos Ta 
这 里 思 , 忆 ,G, 为 (x,y,z) 坐标 系 下 沿 总 %z 方 向 上 的 无 粘 通 量 ， EE,,F, 与 Gy 代表 该 坐标 系 
下 沿 相应 方向 上 的 粘性 项 ， S。 为 方程 的 右 端 源 项 。 显 然 ， 如 果 将 式 10-6- 188》 在 求解 
域 上 积分 并 注意 将 物理 量 置 于 网 格 单元 中 心 ， 于 是 对 于 网 格 单元 i 便 有 
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QQ Bm)s = (80 (10-6-190) 
Wo A 
这 里 了 为 矢 通 量 ， 其 定义 为 
f=(E+E)i+(F +F)j+(G, +G,)k (10-6-191) 
在 上 面 两 个 表达 式 中 ， 矢 量 i,j,k 分 别 代表 沿 xm yz 方向 的 单位 矢量 ， 而 下 标 i, 站) 表示 单元 i 
与 单元 j 的 交界 面 ，f， 表示 交界 面 (i,j) 处 的 矢 通 量 ， 矢 量 m， 表示 界面 (i,j) 的 外 法 线 单位 
矢量 : 下 标 nb(i) 表示 单元 i 的 相 邻 单元 ， Q, 为 单元 i 的 体积 ，5, ,为 交界 面 (i,j) 的 面积 ， 令 
fi = +e (10-6-192) 
f=(EitFj+Gh), en, (10-6-193) 
式 中 ， /为 交界 面 (i,j) 处 的 无 粘 通 量 ， ji 为 相应 的 粘性 通 量 。 将 式 〈10-6-190) 在 时 间 
方向 上 采用 Euler 向 后 差分 ， 便 有 


网 
o 0 -0 ,pt -0 (10-6-194) 
四 
Rs-(S)"Q,+ Df + Ys] (10-6-195) 
mb 
将 及 ”采用 如 下 的 局 部 线 化 ， 即 吕 


Rt =RE+ D, [M+AY)S,60:]+ 半 [A+AY))S,60:]-(A):Q60: 
2 /St 


(10-6-196) 
tee QQ) 
So ) 1 ) 
(4 = OA No 
y Se vy a 
i » (10-6-197) 
A = 5 和 0 ,多 0 
fi(Q,Q) = + 万 -|4u|(2 -2 
£0,0) = NA (0 -on，or=[owowZ2T， 
kl (10-6-198) 
二 1 
A = diagl0.L hl DEr 


式 中 ,为 单元 i 与 单元 j 之 间 的 距离 矢量 ; Pr 为 普 朗 特 数 ; 值得 注意 的 是 , 式 (10-6-198) 
采用 了 文献 [96] 的 近似 处 理 ， 大 量 的 计算 表明 ， 这 种 近似 是 可 以 接受 的 。 借 助 于 式 
(10-6-196)， 则 式 〈10-6-194) 可 被 整理 为 如 下 形式 的 隐 格 式 : 
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(1- pA +op 和 [Si (A + AY SO: 
(Am (10-6-199) 


pg - -ap $, [Su(4 + 必 )509 
j=mb(i) 


式 中 ，B 为 格式 开关 ， 当 =1 时 为 隐 格 式 ，a 为 加 权 系 数 ， 显 然 对 于 B =1 的 隐 格 式 ， 可 以 
采用 Gauss-Seidel 点 迭代 进行 求解 。 

在 定常 问题 的 求解 中 ， 并 不 要 求 在 每 一 个 时 间 步 时 上 述 和 迭代 都 严格 收敛， 一 般 和 迭代 到 
反映 方程 式 (10-6-199) 不 满足 程度 的 最 大 残 差 下 降 到 一 定 的 数量 级 〈 通 常 可 取 为 三 个 数 
量 级 ) 时 即 可 停止 欠 代 。 另 外 ， 式 〈10-6-199) 中 5Q: 定义 为 

50: =O0 -0 (10-6-200) 

2. 非 结 构 网 格 下 有 限 体积 法 的 双 时 间 步 长 迭代 格式 

首先 将 式 〈10-6-194) 改写 为 


吧 ，R 2 
Ey + 0 (10-6-201) 
引进 伪 时 间 项 ， 则 上 式 变 为 2 (10-6-202) 
or 0 Q, 


这 里 + 代表 伪 时 间 ，+ 为 物理 时 间 ; 对 物理 时 间 项 采用 二 阶 甬 近 ， 而 伪 时 间 项 用 一 阶 盟 近 时 ， 
式 (10-6-202) 变 为 中 


N+) OD ED AAO 十 Do-D RO 
一 一 十 
et 


Ar 2Ar 9, 
~ 立马 [A +A)™®S, ,00m®]+ (10-6-203) 
Q, jt 
1 FAL + A)YYS,60m 0] -A INH"H)=0 
夺 马 如 人 4 


这 就 是 本 节 给 出 的 非 结 构 网 格 下 有 限 体积 法 的 双 时 间 步 长 迭代 格式 ， 它 对 物理 时 间 具 有 2 阶 
精度 。 式 中 上 标 〈m) 代表 物理 时 间 层 ，(k) 代表 伪 时 间 层 ;而 符号 560 的 定义 为 


CO = OM 一 Oo (10-6-204) 
当选 代 收 敛 时 ，Q™ 一 Oo ， 于 是 这 时 有 
Oo := Co (10-6-205) 


这 也 就 是 说 通过 内 和 迭代 获得 了 (n+D 物理 时 间 层 的 C 值 。 这 里 内 迭代 的 收敛 准则 可 取 为 
| 一 Co | 


oo 5 <a (10-6-206) 
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这 里 & 在 10? 一 107 的 范围 内 。 大 量 的 数值 实践 验 表明 : 使 用 式 〈10-6-203) 可 以 较 方便 
的 获得 非 定常 三 维 流 场 的 数值 解 。 当 然 ， 也 可 以 像 文献 [99] 那 样 ， 空 间 离散 采用 高 精度 、 高 
分 辨 率 的 紧 致 格式 或 其 它 高 精度 格式 "” '0， 时 间 离 散 采 用 双 时 间 步 长 从 代 格式 ， 使 最 终 
所 构造 的 差分 格式 能 直接 用 于 气动 声学 的 计算 。 
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习 题 


1. 考 虚 密 度 分 层 流 "" ， 并 假设 该 流体 原来 处 于 静止 状态 ， 今 讨论 声波 在 该 流体 中 的 传 
播 问 题 。 令 其 控制 方程 为 


Ey’ p=0 
PV.V’=0 C#1) 
0 p 
=p'f -Vy 
万 3 a 
Sa 10P J ， 
由 上 式 出 发 试 证 明 下 式 成 立 ， rv P=-V.(p'f). (*2) 


2. 如 果 在 没有 声 扰动 时 媒质 的 静态 密度 是 不 均匀 的 ， 即 p= po(x,y,z)， 试 证 明 在 这 种 
情况 下 的 声波 方程 为 
wp- 计 守 (VP)van py] (13) 
3. 设 声波 在 空间 中 传播 ， 如 仍 考 虑 声波 为 小 振幅 时 的 情况 ， 则 线 化 的 运动 方程 为 


时- (Cr4) 


物 态 方程 为 p=ap” (*5) 
设 在 > 处 波 阵 面 的 面积 为 S ， 对 于 小 振幅 声波 ， 其 连续 方程 为 
ac5) _ ap’ 


-mm 一 一 


# 
or ot Ce 


试 证 明 ，@ 声波 方程 为 


¥p ap ons)] 1 op , 
| 品 Tar | Ea he 
@ 如 果 声 波 的 波 阵 面 按 S =5。[1+a,(r 一 )] 的 军 指 数 规律 变化 ， 其 中 5, 为 r= 处 的 面积 ，a， 
为 常数 ， 试 导出 声波 方程 的 具体 形式 。 

4. 设 有 一 平面 声波 ， 其 声 压 马 = 已 cos(ot- 心 -9) ， 这 里 9 为 初 相 角 ;， 试 求 出 该 声场 的 
平均 能 量 密度 以 及 声 能 量 通 量 〈 声 强 )。 

5. 假设 声场 作 简 谐振 荡 ， 声 压 具 有 如 下 形式 : 

P'(r,t) = P(r)exp(-i@) 

它 满足 下 面 的 非 齐 次 波动 方程 ， 即 


637 


Vv 气体 动力 学 
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试 证 明 : 
@ 声 压 幅 值 P'(r) 满足 Helmholtz 方程 ， 这 里 @ 是 振荡 圆 频率 ，a 为 声速 。 
@ 如 果 利 用 格林 函数 法 ， 则 声 压 的 幅 值 可 以 用 下 式 表达 ， 即 
En) =-fror, rp) pr) 0s, + ff GG, rar (#9) 
9m 9m a 
式 中 ，3Q 是 域 Q 的 边界 ，G(r,n) 为 格林 函数 。 当 Tr 趋 于 无 限 大 时 ， 上 式 的 面积 分 趋 于 零 ， 
于 是 这 时 (*9) 式 退 化 为 


En)=Jf Gar (*10) 
a 
试 由 (*10) 式 出 发 ， 并 借助 于 Fourier 变换 ， 证 明 下 式 成 立 
Pr,D=- nil LR pio -Bolar (#11) 


式 中 ，R=|r-n|。 显 然 ， 如 果 利用 高 等 数学 中 著名 的 卷 积 公式 ， 便 可 将 频 域 内 函数 的 积分 
变 为 时 间 域 内 的 积分 ， 试 证 明 由 〈*11) 式 还 可 推出 〈*12) 式 ， 即 


P=-]ax f(t- Dar Cx12) 


6. 仔细 分 析 一 下 Lighthill 方程 式 (10-2-22) 可 
以 发 现 ， 方 程 两 边 的 变量 是 互相 包含 的 。 原 则 上 ， 这 个 


方程 是 可 以 由 解析 办 法 或 者 数值 计算 的 方法 进行 求解 
寂 的 。 然 而 ， 人 们 大 量 数值 计算 的 实践 证 实 ， 该 方程 在 收 
鞋 但 问题 上 遇 到 困难 。 试 分 析 数 值 求解 式 (10-2-22) 


时 收敛 困难 的 原因 ? 能 否 给 出 一 些 解决 收敛 的 办 法 ? 

7. 设 有 两 个 频率 相同 、 源 强 分 别 为 Qu 与 Cu 的 同 

10.13 相距 为 1 的 两 个 点 声 源 相 振动 的 点 声 源 ， 它们 相距 为 1， 其 排列 形式 如 图 10.13 
所 示 。 试 证 明 离 声 源 很 远 处 〈 即 r 交 1 时 ) 的 声 压 为 

-ia (OW + Qa) cos E00) +i(Ow ~ Qn)sin( Em)] (#13) 


4 4 
式 中 ，4 为 波长 ， 上 为 波 数 ; 为 频率 。 
8. 在 题 7 中 ， 如 果 令 Qu = -Cu ， 即 两 个 点 源 组 成 为 偶 极 子 ， 试 证 明 这 时 (*13) 式 可 
以 简化 为 如 下 形式 
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)] (*14) 


p= se-o[2i aintktcosb 
r 


并 确定 这 时 4 的 具体 形式 。 

9. 试 分 析 喷 流 噪声 产生 的 主要 原因 ? 采用 双 涵 道 涡轮 喷气 发 动机 为 什么 会 对 排 气 降 品 
产生 良好 效果 呢 ? 你 可 和 否 再 给 一 些 喷 流 降 噪 的 办 法 ? 

10. 试 分 析 压 气 机 与 涡轮 产生 噪声 的 主要 原因 ? 可 否 给 出 一 些 使 压气 机 或 涡轮 降 噪 的 措 
施 呢 ? 

11. 利用 式 〈10-6-9)， 讨 论 单行 波 方程 的 Lax 格式 ，Lax-Wendroff 格式 是 否 满足 TVD 
条 件 ? 


12. 考虑 方程 中 +a 下 =0， 利 用 单 步 Lax-Wendroff 格式 并 且 以 单个 Fourier 分 量 e 为 
初 值 ， 给 出 差分 方程 的 精确 解 。 如 果 将 解 写 为 如 下 形式 ， 即 
w=exp(-KA/ADexplik(x ae)] (#15) 
式 中 ,与 K, 的 关系 为 
K*=K,+iK, (*16) 


这 里 a=kAx，K' 为 数值 波 数 。 试 给 出 K,,K, 随 a 的 变化 曲线 (0 过 w<r)。 

13. @ 紧 致 格式 与 强 紧 致 格式 的 区 别 是 什么 ? 与 普通 差分 格式 相 比 ， 这 两 种 格式 在 边 
界 条 件 处 理 、 内 点 计算 以 及 计算 中 的 数据 存 贮 上 各 具有 什么 特点 ? 

@ 对 于 奇 次 导数 项 ， 试 推导 出 左边 界 点 上 的 四 阶 、 六 阶 以 及 八 阶 精度 的 强 紧 致 格式 ? 

@ 对 于 混合 导数 项 ， 试 说 明 在 左边 界 点 上 如 何 构造 强 紧 致 格式 ? 

14. 在 波动 方程 及 计算 声学 的 数值 计算 中 ，PPW 数 是 经 常 要 过 到 的 一 个 重要 概念 ， 试 
用 自己 的 语言 描述 一 下 PPW 数 的 含义 ? 在 网 格 设计 中 ， 如 何 获得 满足 PPW 数 要 求 的 合理 
网 格 呢 ? 并 用 FORTRAN 语言 或 C 语言 编制 相应 的 二 维 网 格 生成 程序 。 

15. @ 非 定 常 计算 中 ， 为 什么 要 对 时 间 精 度 提出 要 求 ? 采用 时 间 上 具有 一 阶 精度 的 格 
式 去 计算 非 定常 流动 问题 ， 能 否 得 到 物理 上 非 定常 过 程 的 数值 解 ? 为 什么 ? 

@ 能 否 给 出 一 些 获得 时 间 上 高 精度 的 数值 方法 ? 除了 双 时 间 步 长 迭代 格式 之 外 ， 你 能 
否 给 出 一 些 适 用 于 非 定常 流 场 计算 的 高 效 、 高 精度 算法 ? 

16. @ 你 认为 计算 气动 声学 中 的 难点 是 什么 ? 与 普通 计算 流体 力学 相 比 ， 为 什么 计算 
气动 声学 对 数值 方法 要 提出 更 高 的 要 求 ? 你 认为 如 何 才能 逐步 实现 这 些 要 求 ? 

@ 古典 声学 与 气动 声学 之 间 的 区 别 有 哪 些 ? 可 否 扼要 叙述 一 下 近 20 年 气动 声学 的 主要 
进展 ? 在 计算 气动 声学 中 ， 你 认为 当前 主攻 的 方向 是 什么 ? 
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表 1 ”二 维 超声 速 等 炳 流动 函数 表 〈 Y =1.4 的 量 热 完全 气体 ) 


上 


0°007 %0 | 
13°08’ 77°02' 
16°05’ 74"15' 
18"24 ) 人 72"06 
20°25’ 70°15' 


22°06" . 68°44" 
23°32" 67°28" 
27°06" E 64°24' 
30"00' 62"00' 
32°33" 59°57" 


34°54' 58"06’ 
37°00" 56"30' 
38° 52' 有 55"08 
40°39" i 
42°18" y $2°42' 


45°24" ) 50°36" 
48" 18" ): 148 42 
51°00" 47°00" 
53°28" 45°32 
55° 50" 44°10" 


58°06" F ): 42°54" 
60°20" . 41°40" 
62°24" 40°36" 
64°25' 9°35" 
66°24" ): 38" 36" 


68°24" . 37"36" 
70°18" 36"42" 
72°06" 35°54" 
73°57" F ): 35°03" 
75°42" 34"18 


77"277 33°33" 
79° 12" | 32°48" 
80° 52" 
82°30" 
84° 10" 
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Vv 


续 表 


85° 48" 
87°24" 
89°00" 
90°30" 
92°00" 


93°36" 
95°05" 
96°33" 
98°03" 
99°33" 


101°00" 
102° 33" 
103°57" 
105°24" 
106" 48" 


108" 12" 
109" 36' 
111°00’ 
112°21 
113°48’ 


115°12 
116"36' 
117"54' 
119°15" 
120° 36" 


121°57" 
123° 18" 
124° 38" 
126* 00' 
127°18" 


128* 36" 
129°55" 
131°15" 
132° 36" 
133°54" 


135° 10" 
136° 30" 
137°48" 
139°03” 
140°20" 


141° 36" 
142° 54" 
144° 12" 
145°27" 


30°12" 
29"33/ 
29"00' 
28° 30' 
28" 00’ 


27°24" 
26°55" 
26°27' 
25°57' 
25°27" 


25*00' 
24"30' 
24"03/ 
23"36! 
23"127 


22°48" 
22°24" 
22°00" 
21°36" 
21°12" 


20°48" 
20°24' 
20"06’ 
19°45" 
19°24" 


19°03" 
18°42" 
18" 22” 
18*00" 
17°42" 


17°24' 
17°05’ 
16°45" 
16°24° 
16*06" 


15°50" 
15°30" 
15°12" 
14°57’ 
14°40" 


14"24' 
14°02 
13°48’ 
13°33” 
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Plpo p/p 四 
146° 42" 5 0426" 103 | 00203 13°18" 


147°57' 0380. 103 | 00187 13°03" 
149° 12" 0339° 10? | 00172 12°48" 
150"30' 0301. 103 | 00158 12°30" 
151°42" 0270. 103 | 00146 12°18" 
153°00’ ; 0241° 103 | 00135 12°00" 


154°15’ y 0214. 103 | 0.0124 11°45' 
155°30’ 0.186° 103 | 0.0112 11°30" 
156"45" 0.165* 102 | 0.0103 11°15" 
158"* 00” 0.145° 102 | 0940* 10* 11°00" 
159°15" x 0.126° 10* | 0.851° 107 10°45" 


160"30' 0.112. 103 | 0.780° 103 10"30/ 
161°42' 0971°10 | 0705.10? 10°18" 
162°57" 0836. 103 | 0.633° 10* 10"03 
164° 12 0722. 103 | 0570 107 9 48 
165°27' : . 0.631° 103 | 0518: 10? 9°33" 


166° 42' . 0.545* 10” | 0.466* 107 9°18 


167°54' 2 0.460* 103 | 0.413* 107 9°06" 
169"*06" 2315 0.398* 103 | 0.373* 107 8°54' 
170°21’ 2.321 0340. 103 | 0333* 10? 8°39" 
171"36/ 2328 0285. 107 | 0294. 107 8°24 


172°48" 2334 | 0236°10 | 0257.102 1 8°12" 
174*00' 2340 | 0197°10 | 0226°107 | 8°00" 
175"15' 2345 | 0168. 103 | 0202.10? 7"45/ 
176"27' 2350 | 0.139°10 |,0.176°107 ): 7"33/ 
177°40" 2.356 0.114° 10 | 0.153° 107 7°20" 


178°54' 2.361 0954. 104 | 0.134. 102 7"06' 
180°06’ 2.366 0.778*10* | 0116. 10? 6°54' 
181°21’ 2.371 0.628. 10+ | 0996. 103 6°39" 
182° 34’ 2.376 0.502* 104 | 0.849* 103 6°26" 
183°48” 2.380 0.403* 10* | 0.726* 103 6°12" 


185"00/ 2.385 0321°10* | 0617: 103 6°00° 
186° 12° 2.389 0257. 10+* | 0526. 103 5°48’ 
187°24" 2.393 0202. 10* | 0444. 103 5*36’ 
104° 188° 36" 2.397 0.156* 10+ | 0368: 103 5°24’ 
105° 189° 48" 2.401 0.118*10* | 0302. 10° : 5°12° 


130°27’ | 220°27' 2.449 0 0 0°00’ 
注 : 0 为 马赫 波 方向 角 ， 且 a= 8+90° -J 

7 表示 从 壁面 上 某 点 沿 着 马赫 线 到 流 线 的 距离 

表示 对 应 于 M=1 处 之 r 值 
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T/T 


1.00000 
1.00665 
1.01325 
1.01981 
1.02634 0.99994 


0.99987 
0.99976 
0.99962 
0.99944 
0.99921 


0.95312 
0.94444 
0.93598 
0.92772 
0.91965 


091177 让 kK 0.99892 
0.90408 : n 4 0.99858 
0.89656 k 0.99820 
0.88922 让 0.99776 
0.88204 下 0.99726 


0.87502 : 0.99669 
0.86816 : 四 0.99605 
0.86145 : . 0.99534 
0.85488 。 0.99455 
0.84846 : k 0.99371 


0.84217 F . > 0.99280 
0.83601 有 0.99180 
0.82998 0.99073 
0.82408 0.98957 
0.81830 上 : ly 0.98835 


0.81264 : 0.98706 
0.80709 4 : a 0.98568 
0.80165 . : 3. 0.98422 
0.79631 tv | A 0.98268 
0.79108 下 。 0.98106 


0.78596 . 0.97935 
0.78093 E : a 097758 
0.77600 ; K 0.97574 
077116 : 0.97382 
0.76641 lj 097181 


076175 0.96972 
0.75718 i ,| 0.96756 
0.75269 k . 0.96534 
0.74828 4 4 下 0.96304 
0.74396 Ek 0.96065 
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Pa/Pm 


0.73971 
0.73554 
0.73144 
0.72741 
0.72345 


0.71956 
0.71574 
0.71198 
0.70829 
0.70466 


0.70109 
0.69758 
0.69413 
0.69073 
0.68739 


0.68410 
0.68086 
0.67768 
0.67455 
0.67147 


0.66844 


0.95819 
0.95566 
0.95306 
0.95039 
0.94765 


0.94483 
0.94196 
0.93901 
0.93600 
0.93392 


0.92978 
0.92658 
0.92331 
0.91999 
0.91662 


091319 
0.90970 
0.90615 
0.90255 
0.89889 


0.89520 
0.89144 
0.88764 
0.88380 
0.87992 


0.87598 
0.87201 
0.86800 
0.86396 
0.85987 


0.85573 
0.85155 
0.84735 
0.84312 
0.83886 


0.83456 
0.83024 
0.82589 
0.82152 
0.81711 
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M, PulPpo 


0.61650 Y K 0.81268 
0.61428 0.80823 
0.61209 0.80376 
0.60993 0.79926 
0.60780 0.79474 


0.60570 : 0.79021 
0.60363 0.78567 
0.60159 i; 0.78112 
0.59957 L 0.77656 
0.59758 : 0.77197 


0.59562 0.76735 
0.59368 0.76273 
0.59177 0.75812 
0.58988 0.75347 
0.58802 4 0.74883 


0.58618 上 4 0.74418 
0.58437 . | 4 0.73954 
0.58258 :4 0.73437 
0.58081 : 4 0.73021 
0.57907 . 4 0.72554 


0.57735 R 0.72088 
0.57565 kK 071619 
0.57397 0.71152 
0.57231 . 0.70686 
0.57068 . L y 0.70218 


0.56907 : L 0.69752 
0.56747 : ; 0.69284 
0.56589 0.68817 
0.56433 : 0.68351 
0.56280 : : 0.67886 


0.56128 ‘ 1 大 0.67422 
0.55978 > 0.66957 
0.55830 0.66492 
0.55683 : 0.66029 
0.55538 . 0.65567 


0.55395 E 0.65105 
0.55254 E 0.64644 
0.55114 ; 0.64185 
0.54976 0.63728 
0.54841 E 0.63270 


0.54706 0.62812 
0.54572 0.62358 
0.54440 : E 0.61905 
0.54310 A 人 Ek 0.61453 


Pal Po 


0.54182 


0.54055 
0.53929 
0.53805 
0.53683 
0.53561 


0.53441 
0.53322 
0.53205 
0.53089 
0.52974 


0.52861 
0.52749 
0.52638 
0.52528 
0.52419 


0.52312 
0.52206 
0.52100 
0.51996 
0.51894 


0.51792 
0.51691 
0.51592 
0.51493 
0.51395 


0.51299 
0.51204 
0.51109 
0.51015 
0.50923 


0.50831 
0.50740 
0.50651 
0.50562 
0.50474 


0.50387 
0.50301 
0.50216 
0.50132 
0.50048 


0.49965 
0.49883， 


0.61002 


0.60554 
0.60106 
0.59659 
0.59214 
0.58772 


0.58331 
0.57891 
0.57452 
0.57015. 
0.56580 


0.56148 
0.55717 
0.55288 
0.54862 
0.54438 


0.54015 
0.53594 
0.53175 
0.52758 
0.52344 


0.51932 
0.51521 
051112 
0.50706 
0.50303 


0.49902 
0.49502 
0.49104 
0.48709 
0.48317 


0.47927 
0.47540 
0.47155 
0.46772 
0.46391 


0.46012 
0.45636 
0.45262 
0.44891 
0.44522 


0.44155 
0.43791 


附录 “气体 动力 学 函数 表 vy 


续 表 


Mm Pa/Pm Pulp 


0.49807 L 0.43429 9.6553 
0.49722 : 0.43070 9.7241 
0.49642 : 0.42713 9.7932 


0.49563 : 0.42359 9.8625 
0.49485 : 0.42007 9.9320 
0.49408 0.41657 10.0017 
0.49332 0.41310 10.0718 
0.49256 0.40965 10.1421 


0.49181 : 4 0.40622 10.212 
0.49107 x 0.40282 10.283 
0.49033 和 0.39945 10.354 
0.48960 0.39610 10.426 
0.48888 大 0.39276 )498 


0.48817 : : 0.38946 10.569 
0.48746 0.38618 10.641 
0.48676 0.38293 10.714 
0.48607 4 0.37970 10.787 
0.48538 : 0.37649 10.860 


0.48470 0.37330 10.933 
0.48402 0.37013 11.006 
0.48334 。 0.36700 11.080 
0.48268 0.36389 11.154 
0.48203 . 0.36080 11.228 


0.48138 . Y 0.35773 11.302 
0.48074 i. 0.35469 11.377 
0.48010 : 0.35167 11.452 
0.47946 : t 0.34867 11.527 
0.47883 ; k | 0.34570 11.603 


0.47821 ): . 0.34275 11.679 
0.47760 | 0.33982 11.755 
0.47699 . 0.33692 11.831 
0.47638 ); | 0.33404 11.907 
0.47578 : 0.33118 11.984 


0.47519 ) 1 0.32834 12.061 
0.45115 . 0.21295 16.242 
0.43496 4 0.13876 21.068 
0.42355 : Tt i 0.09170 26.539 
0.41523 | I 0.06172 32.654 


0.40416 0.02965 46.815 
0.39736 4 0.01535 63.552 
0.39289 0.00849 82.865 
0.38980 . 0.00496 104.753 
0.38757 0.00304 129217 


0.37796 | 0 
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表 3 和 斜 激 波 前 后 气流 参数 表 〈 y =1.4 的 量 热 完全 气体 ) 
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附录 “气体 动力 学 函数 表 


100 
(10.79) 


00 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
8.0 
9.0 
10.0 
11.0 
12.0 
(12.11) 


00 
10 
2.0 
3.0 
40 
5.0 
60 
70 
8.0 
9.0 
100 
11.0 
12.0 
130 
(13.40) 


00 
10 
2.0 
3.0 
4.0 
50 


100 
11.0 
12.0 
13.0 
14.0 
(14.65) 


00 
1.0 
2.0 
30 
4.0 
5.0 
60 
70 
8.0 
9.0 
100 
11.0 
12.0 
13.0 
14.0 
15.0 

(15.86) 


00 
10 
20 
3.0 
4.0 
5.0 
60 
7.0 
8.0 
9.0 
10.0 
11.0 
12.0 
13.0 
14.0 
15.0 
16.0 
17.0 
(17.01) 


00 
10 
2.0 
3.0 
4.0 


650 


8 


附录 “气体 动力 学 函数 表 


1.80 


1.85 


50 
60 
70 
8.0 
9.0 
10.0 
11.0 
120 
13.0 
14.0 
15.0 
16.0 
17.0 
18.0 
(18.12) 


00 
10 
2.0 
3.0 
4.0 
5.0 
60 
7.0 
8.0 
9.0 
10.0 
11.0 
12.0 
13.0 
14.0 
15.0 
16.0 
17.0 
18.0 
19.0 
(19.18) 


00 
10 
2.0 
3.0 
4.0 
5.0 
60 
7.0 
8.0 
9.0 
100 
11.0 
12.0 
13.0 
14.0 
15.0 


200 
(20.20) 


00 
1.0 
2.0 
30 
4.0 
50 
60 
70 
80 
90 
100 
11.0 
12.0 
13.0 
14.0 
15.0 
16.0 
17.0 
180 
190 
200 
21.0 
QLID 


00 
10 
2.0 
3.0 
4.0 
5.0 
60 
70 
8.0 
9.0 
100 
11.0 
12.0 
13.0 
14.0 
15.0 
16.0 
17.0 
18.0 
19.0 
200 
21.0 
220 
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附录 “气体 动力 学 函数 表 Vv 


240 
26.0 
(26.10) 


2.30 00 
20 
40 
60 
8.0 

100 
12.0 
14.0 
160 
18.0 
20.0 
22.0 
24.0 
26.0 
(27.45) 


2.40 00 
2.0 
4.0 
60 
8.0 

100 
12.0 
14.0 
16.0 
18.0 
200 
220 
24.0 
26.0 
28.0 
(28.68) 


2.50 00 
2.0 
40 
60 
8.0 

100 

12.0 

14.0 

16.0 

18.0 
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1.000 
1.131 
1.275 
1.434 
1.607 
1.796 
2.002 
2.226 
2.470 
2.736 
3.028 
3.351 
3.722 
4.182 
4.874 


1.000 
1.136 
1.286 
1.451 
1.631 
1.829 
2.045 
2.280 
2.535 
2.813 
3.116 
3.448 
3.820 
4.252 
4.838 
5.327 


1.000 
1.141 
1.296 
1.468 
1.657 
1.864 
2.090 
2.336 
2.604 
2.895 
3.211 
3.556 
3.936 
4.366 
4.884 
5.801 


6.005 
6.003 
5.998 
5.989 
5.976 
5.959 
5.936 
5.907 
5.871 
5.824 
5.763 
5.682 
5.565 
5.368 
4.874 


6.553 
6.552 
6.547 
6.538 
6.525 
6.509 
6.487 
6.460 
6.425 
6.382 
6.326 
6.253 
6.154 
6.005 
5.713 
5.327 


7.125 
7.123 
7.118 
7.110 
7.098 
7.082 
7.061 
7.034 
7.001 
6.960 
6.908 
6.841 
6753 
6.627 
6.425 
5.801 


附录 气体 动力 学 函数 表 vy 


100 
12.0 
14.0 
16.0 
18.0 
200 
22.0 
24.0 
26.0 
28.0 
300 
(30.81) 


00 
2.0 
4.0 
60 
8.0 
100 
12.0 
14.0 
160 
18.0 
20.0 
22.0 
24.0 
26.0 
28.0 
300 
G174) 


2.80 00 2093 1.000 2.800 90.00 8.980 0.488 
20 22.35 1.155 2.706 89.25 8.978 0.489 
40 23.85 1.329 2.613 88.49 8.974 0.491 
60 25.46 1.523 2.522 87.73 8.966 0.494 
8.0 27.15 1.738 2.431 86.95 8.954 0.498 

100 28.94 1.975 2.340 86.14 8.939 0.503 
12.0 30.83 2.236 2.248 85.31 8.919 0.510 
14.0 32.82 2.521 2.154 84.44 8.894 0.519 
16.0 34.92 2.831 2.059 83.53 8.864 0.530 
18.0 37.14 3.168 1.961 82.55 8.826 0.543 
200 39.49 3.532 1.861 81.50 8.780 0.558 
22.0 41.99 3.927 1.758 8034 8.722 0.577 
24.0 44.68 4.355 1.651 79.05 8.650 0.600 
26.0 47.61 4.822 1538 77.55 8.554 0.630 
28.0 50.89 5.340 1416 75.73 8.424 0.668 
30.0 54.79 5.939 1.278 7333 8.227 0.724 
32.0 6043 6.753 1.091 69.21 7.828 0.831 
(32.59) 65.05 1352 0949 65.05 7.352 0.949 
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附录 “气体 动力 学 函数 表 


100 
120 
14.0 
16.0 
18.0 
200 
22.0 
24.0 
26.0 
28.0 
30.0 
32.0 
34.0 
(3533) 


00 
2.0 
4.0 
60 
8.0 
100 
120 
14.0 
160 
18.0 
20.0 
22.0 
24.0 
26.0 
28.0 
300 


340 
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附录 “气体 动力 学 函数 表 vy 


8 


220 


24.0 38.90 5.795 2.097 81.62 14.632 0.532 
26.0 41.48 6.466 1.966 80.62 14.551 0.551 
28.0 4422 7.186 1.834 79.49 14.450 0.575 
300 47.15 7.961 1.697 78.19 14.320 0.604 
32.0 5038 8.804 1.555 76.64 14.145 0.642 
34.0 54.07 9.746 1.400 7464 13.892 0.695 
36.0 58.80 10.894 1215 71.62 13.450 0.781 
G73D) 65.77 12.407 0.966 65.77 12.407 0.966 


3.70 00 15.68 3.700 90.00 15.805 0.444 
2.0 17.03 3.567 89.41 15.803 0.444 

4.0 18.48 3.439 88.82 15.798 0.446 

60 20.03 3312 88.22 15.790 0.448 

8.0 21.69 3.186 87.61 15.777 0.452 
100 23.44 3.059 86.99 15.761 0.456 
12.0 25.30 2.931 8635 15.740 0.461 
140 27.25 2.803 85.69 15.715 0.468 
16.0 2929 2.673 85.00 15.684 0.476 
18.0 31.42 2.542 84.28 15.646 0.486 

” 200 33.65 2.410 83.51 15.601 0.497 
22.0 35.99 2.278 82.69 15.546 0.510 
24.0 38.43 2.145 81.80 15.480 0.526 
260 4099 2.011 80.83 15.399 0.545 
28.0 43.71 1.876 79.74 15.298 0.568 
300 46.61 1.738 78.49 15.169 0.596 
32.0 49.77 1.594 77.01 14.998 0.632 
340 53.35 1.440 75.14 14.754 0.681 
360 57.76 1.262 72.45 14.352 0.758 
G771) 65.85 0.968 65.85 13.131 0.968 


3.80 00 15.26 1.000 3.800 90.00 16.680 0.441 
2.0 16.60 1.208 3.662 89.42 16.678 0.441 
40 18.05 1.450 3.529 88.84 16.673 0.443 
60 19.60 1.729 3.398 88.25 16.664 0.445 
80 21.26 2.048 3.267 87.66 16.652 0.448 

100 23.02 2.409 3.135 87.05 16.635 0.452 
12.0 24.87 2.813 2.003 86.42 16.614 0.458 
140 26.82 3.263 2.870 85.77 16.588 0.464 
16.0 28.87 3.759 2.735 85.09 16.557 0.472 
18.0 31.00 4.302 2.600 84.39 16519 0.482 
200 33.23 4.892 2.464 83.64 16.473 0.493 
22.0 35.56 5.530 2.328 82.84 16.418 0.506 
24.0 37.99 6216 2.192 81.97 16.351 0.521 
260 40.54 6.951 2.055 81.02 16270 0.540 
28.0 43.24 7.738 1917 7997 16.169 0.562 
300 46.11 8.581 1776 78.77 16.040 0.589 
320 49.22 9.492 1.631 7734 15.871 0.624 
340 52.70 10.494 1.478 7557 15.634 0.670 
36.0 56.90 11.654 1.304 73.12 


38.0 64.19 13.487 1.029 67357 
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附录 “气体 动力 学 函数 表 vy 


表 4 (a) ”一 维 等 炳 流 气 动画 数 表 (Y=1.4) 


4 元 四 


ELE 


0.00000 0.10000+1 0.10000+1 0.10000+1 一 ~- 

0.01095 0.99998+0 0.99993+0 0.99995+0 0.45649+2 0.57870+2 | 0.57874+2 
0.02191 0.99992+0 0.99972+0 0.99980+0 0.22834+2 0.28934+2 | 0.28942+2 
0.03286 0.99982+0 0.9993740 0.9995540 0.15232+2 0.19288+2 | 0.19301+2 
0.04381 0.9996840 0.99888+0 0.99920+0 0.11435+2 0.14465+2 | 0.14481+2 


0.05476 0.99950+0 0.99825+0 0.99875+0 0.91584+1 0.1157142 | 0.11591+2 
0.06570 0.99928+0 0.99748+0 0.99820+0 0.76428+1 0.96416+1 | 0.96659+1 
0.07664 0.99902+0 0.99658+0 0.9975540 0.65620+1 0.82631+1 | 0.82915+1 
0.08758 0.9987240 0.99553+0 0.99681+0 0.57529+1 0.72292+1 | 0.72616+1 
0.09851 0.99838+0 0.99435+0 0.99596+0 0.51249+1 0.64248+1 | 0.64613+1 


0.10944 04 0.99303+0 0.99502+0 0.46236+1 0.57813+1 | 0.58218+1 
0.12035 0.9975: 0.99158+0 0.99398+0 0.42146+1 0.52546+1 | 0.52992+1 
0.13126 0.9971340 0.98998+0 0.99284+0 0.38747+1 0.48156+1 | 0.48643+1 


0.14217 0.99663+0 0.98826+0 0.99160+0 0.35881+1 0.44441+1 | 0.44969+1 
0.15306 0.99610+0 0.98640+0 0.9902740 0.33432+1 0.41255+1 | 0.41824+1 


0.16395 0.99552+0 0.98441+0 0.98884+0 0.31317+1 0.38494+1 | 0.39103+1 
0.17482 0.9949140 0.98228+0 0.9873140 0.29474+1 0.36077+1 | 0.36727+1 
0.18569 0.99425+0 0.98003+0 0.98569+0 0.27855+1 0.33943+1 | 0.34635+1 
0.19654 0.99356+0 0.97765+0 0.98398+0 0.26422+1 0.32047+1 | 0.32779+1 
0.20739 0.99283+0 0.97514+0 0.98218+0 0.25146+1 0.30349+1 | 031123+1 


0.21822 0.99206+0 0.9725040 0.98028+0 0.24004+1 0.28820+1 | 0.29635+1 
0.22904 0.99126+0 0.9697340 0.9782940 0.22976+1 0.27437+1 | 0.28293+1 
0.23984 0.99041+0 0.96685+0 0.9762040 0.22046+1 0.26178+1 | 0.27076+1 
0.25063 0.98953+0 0.96383+0 0.97403+0 0.21203+1 0.25029+1 | 0.25968+1 
0.26141 0.98861+0 0.96070+0 09717740 0.20434+1 0.23975+1 | 0.24956+1 


0.27217 0.98765+0 0.95745+0 0.9694240 0.19732+1 0.23005+1 | 0.24027+1 
0.28291 0.98666+0 0.95408+0 0.96698+0 0.19038+1 0.22109+1 | 0.23173+1 
0.29364 0.98563+0 0.95060+0 0.96446+0 0.18496+1 0.21279+1 | 0.22385+1 
0.30435 0.98456+0 0.94700+0 0.96185+0 0.17950+1 0.20508+1 =| 0.21656+1 
0.31504 0.9834640 0.9432940 0.95916+0 0.17446+1 0.19790+1 | 0.20979+1 


0.32572 0.9823240 0.9394740 0.95638+0 0.16979+1 0.19119+1 | 0.20351+1 
0.33637 0.98114+0 0.93554+0 0.9535240 0.16546+1 0.18491+1 | 0.19765+1 
0.34701 0.97993+0 0.93150+0 0.95058+0 0.16144+1 0.17902+1 | 0.19219+1 
0.35762 0.97868+0 0.92736+0 0.9475640 0.15769+1 0.17349+1 | 0.18707+1 
0.36822 0.97740+0 092312+0 0.9444640 0.15420+1 0.16827+1 | 0.18229+1 


0.37879 0.97609+0 0.91877+0 0.94128+0 0.15094+1 0.16335+1 | 0.17780+1 
0.38935 0.97473+0 0.91433+0 0.93803+0 0.14789+1 0.15871+1 | 0.17358+1 
0.39988 0.9733540 0.90979+0 0.93470+0 0.14503+1 0.15431+1 | 0.16961+1 
0.41039 0.9719340 0.90516+0 0.93130+0 0.14236+1 0.15014+1 | 0.16587+1 
0.42087 0.9704840 0.90043+0 0.92782+0 0.13985+1 0.14618+1 | 0.16234+1 


0.43133 0.96899+0 
0.44177 0.96747+0 


0.8956140 0.92427+0 0.13749+1 0.14242+1 | 0.15901+1 
0.8907140 0.92066+0 0.13527+1 0.13883+1 | 0.15587+1 
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p 


p 


Po 


po 


回国 


0.45218 
0.46257 
0.47293 


0.48326 
0.49357 
0.50385 
0.51410 
0.52433 


0.53452 
0.54469 
0.55483 
0.56493 
0.57501 


0.58506 
0.59507 
0.60505 
0.61501 
0.62492 


0.63481 
0.64466 
0.65448 
0.66427 
0.67402 


0.68374 
0.69342 
0.70307 
0.71268 
0.72225 


0.73179 
0.74129 
0.75076 
0.76019 
0.76958 


0.77894 
0.78825 
0.79753 
0.80677 
0.81597 


0.82514 
0.83426 
0.84335 
0.85239 


0.95595+0 
0.95418+0 


0.95238+0 
0.95055+0 
0.94869+0 
0.94681+0 
0.94489+0 


0.94295+0 
0.94098+0 
0.93898+0 
0.93696+0 
0.93491+0 


0.93284+0 
0.93073+0 
0.9286140 
0.92646+0 
0.92428+0 


0.92208+0 
0.91986+0 
0.91762+0 
0.9153540 


0.89152+0 
0.88903+0 


0.8865240 
0.88400+0 
0.88146+0 
0.87890+0 


0.88572+0 
0.88065+0 
0.8755040 


0.8702740 
0.86496+0 
0.85958+0 
0.8541340 
0.84861+0 


0.84302+0 
0.8373740 
0.8316540 
0.82588+0 
0.82005+0 


08141740 
0.80823+0 
0.80224+0 
0.7962140 
0.79013+0 


0.7840040 
0.7778440 
0.77164+0 
0.76540+0 
07591340 


0.75283+0 
0.74650+0 
0.74014+0 
0.73376+40 
0.7273540 


0.7209340 
0.71448+0 
070103+0 
07015540 
0.6950740 


0.68857+0 
0.68207+0 
0.67556+0 
0.66905+0 
0.6625440 


0.6560240 
0.6495140 
0.64300+0 
0.63650+0 


0.91697+0 
0.91322+0 
0.90940+0 


0.9055140 
0.90157+0 
0.89756+0 
0.8934940 
0.88936+0 


0.88517+0 
0.88093+0 
0.87663+0 
0.87228+0 
0.86788+0 


0.8634240 
0.8589240 
0.8543740 
0.84978+0 
0.84514+0 


0.84045+0 
0.8357340 
0.83096+0 
0.82616+0 
0.8213240 


0.8164440 
0.81153+0 
0.80659+0 
0.80162+0 
0.79661+0 


079158+0 
0.7865240 
0.78143+0 
07763240 
07711940 


0.76604+0 
0.76086+0 
0.7556740 
0.75046+0 
0.74523+0 


0.73999+0 
0.7347440 
07294740 
0.72419+40 


0.13318+1 
0.13122+1 
0.12937+1 


0.12763+1 
0.12598+1 
0.12443+1 
0.12296+1 
0.12158+1 


0.12027+1 
0.11903+1 
0.11786+1 
0.11675+1 
0.11571+1 


0.11471+1 
0.11378+1 
1289+1 
1205+1 
0.11126+1 


0.11050+1 
0.10979+1 
0.10912+1 
0.10848+1 
0.10788+1 


0.10731+1 
0.10678+1 
0.10627+1 
0.10579+1 
0.10534+1 


0.10492+1 
0.10451+1 
0.10414+1 
0.10378+1 
0.10345+1 


0.10314+1 
0.10284+1 
0.10257+1 
0.10231+1 
0.10208+1 


0.10185+1 
0.10165+1 
0.10145+1 
0.10128+1 


0.13542+1 
0.13216+1 
0.12905+1 


0.12607+1 
0.12322+1 
0.12050+1 
0.11788+1 
0.11537+1 


0.11295+1 
0.11063+1 
0.10840+1 
0.10625+1 
0.10417+1 


0.10217+1 
0.10024+1 
0.98381+0 
0.96580+0 
0.94840+0 


0.93155+0 
0.9152540 
0.89946+0 
0.88416+0 
0.86932+0 


0.85493+0 
0.84096+0 
0.82739+0 
0.81422+0 
0.8014140 


0.78896+0 
0.77685+0 
0.76507+0 
0.75360+0 
0.7424340 


0.73155+0 
0.72095+0 
071061+0 
0.70053+0 
0.69070+0 


0.68110+0 
0.67173+0 
0.6625940 
0.6536640 


0.15289+1 
0.15007+1 
0.14740+1 


0.14487+1 
0.14246+1 
0.14018+1 
0.13801+1 
0.13595+1 


0.13398+1 
0.13212+1 
0.13034+1 
0.12865+1 
0.12703+1 


0.12549+1 
0.12403+1 
0.12263+1 
0.12130+1 
0.12003+1 


0.11882+1 
0.11767+1 
0.11656+1 
0.11552+1 
0.11451+1 


0.11356+1 
0.11265+1 
0.11179+1 
0.11097+1 
0.11018+1 


0.10944+1 
0.10873+1 
0.10806+1 
0.10742+1 
0.10681+1 


0.10624+1 
0.10570+1 
0.10519+1 
0.10471+1 
0.10425+1 


0.10382+1 
0.10342+1 
0.10305+1 
0.10270+1 


附录 “气体 动力 学 函数 表 Vv 


EA p p p (E) 
有 五 po po po 


0.86140 0.87633+0 0.63000+0 07189140 0.10112+1 0.64493+0 | 0.10237+1 


0.87037 0.87374+0 0.6235140 07136140 0.10097+1 0.63640+0 | 0.10207+1 
0.87929 0.87114+0 0.61703+0 07083140 0.10083+1 0.62806+0 | 0.10179+1 
0.88818 0.86852+0 0.61057+0 070300+0 0.10070+1 0.6199140 | 0.10153+1 
0.89703 0.86589+0 0.60412+0 0.69768+0 0.10059+1 0.61193+0 | 0.10129+1 
0.90583 0.86324+0 0.59768+0 0.69236+0 0.10049+1 0.60413+0 | 0.10108+1 


0.91460 0.86059+0 0.59126+0 0.68704+0 0.10040+1 0.59650+0 | 0.10089+1 
0.92332 0.8579140 0.5848640 0.6817240 0.10032+1 0.58903+0 | 0.10071+1 
0.93201 0.8552340 0.5784840 0.67640+0 0.10025+1 0.58171+0 | 0.10056+1 
0.94065 0.8525340 0.5721140 0.67108+0 0.10019+1 0.57455+0 | 0.10043+1 


0.94925 0.8498240 0.56578+0 0.6657640 0.10014+1 0.56753+40 | 0.10031+1 


0.95781 0.84710+0 0.55946+0 0.66044+0 0.10009+1 0.56066+0 | 0.10021+1 
0.96633 0.8443740 0.5531740 0.6551340 0.10006+1 0.55392+0 | 0.10014+1 
0.97481 0.84162+0 0.5469140 0.6498240 0.10003+1 0.54732+0 | 0.10008+1 
0.98325 0.83887+0 0.54067+0 0.64452+0 0.10001+1 0.54085+0 | 0.10003+1 
0.99165 0.83611+0 0.53446+0 0.63923+0 0.10000+1 0.53451H0 | 0.10001+1 


1.00000 0.83333+0 0.52828+0 0.6339440 0.10000+1 0.52828+0 | 0.10000+1 
1.00831 0.8305540 0.5221340 0.62866+0 0.10000+1 0.52218+0 | 0.10001+1 
1.01658 0.82776+0 0.51602+0 0.6233940 0.10001+1 0.51619+0 | 0.10003+1 
1.02481 0.82496+0 0.50994+0 0.61813+0 0.10003+1 0.5103140 | 0.10007+1 
1.03300 0.8221540 0.5038940 0.61289+0 0.10005+1 0.50454+0 | 0.10013+1 


1.04114 0.8193440 0.4978740 0.60765+0 0.10008+1 0.49888+0 | 0.10020+1 
1.04925 0.8165140 0.49189+0 0.6024340 0.10012+1 0.4933240 | 0.10029+1 
1.05731 0.81368+0 0.4859540 0.5972240 0.10016+1 0.48787+40 | 0.10039+1 
1.06533 0.81085+0 0.48005+0 0.5920340 0.10020+1 0.48250+0 | 0.10051+1 
1.07331 0.80800+0 0.47418+0 0.58686+0 0.10025+1 0.4772410 | 0.10064+1 


1.08124 0.80515+0 0.46835+0 0.58170+0 0.10031+1 0.47207+0 | 0.10079+1 
1.08913 0.80230+0 0.4625740 0.57655+0 0.10036+1 0.46698+0 | 0.10095+1 
1.09699 0.79944+0 0.45682+0 05714340 0.10043+1 0.4619940 | 0.10113+1 
1.10479 0.7965740 045111+0 0.5663240 0.10050+1 0.45708+0 | 0.10132+1 
1.11256 0.79370+0 0.44545+0 0.56123+40 0.10057+1 0.4522540 | 0.10153+1 


1.12029 0.7908340 0.4398340 0.55616+0 0.10065+1 0.4475140 | 0.10175+1 
1.12797 0.7879540 0.4342540 0.5511240 0.10073+1 0.4428440 | 0.10198+1 
1.13561 0.78506+0 0.42872+0 0.54609+0 0.10081+1 0.4382540 | 0.10222+1 
1.14321 0.78218+0 0.4232240 0.5410840 0.10090+1 0.43374+0 | 0.10248+1 
1.15077 0.77929+0 0.41778+0 0.5361040 0.10099+1 0.42930+0 | 0.10276+1 


1.15828 0.77640+0 0.41238+0 053114+0 0.10108+1 0.4249340 | 0.10304+1 
1.16575 0.77350+0 0.40702+0 0.5262040 0.10118+1 0.42063+0 | 0.10334+1 
1.17319 0.7706140 0.4017140 0.5212940 0.10128+1 0.41640+0 | 0.10366+1 
1.18057 0.7677140 0.39645+0 0.51640+0 0.10138+1 0.41224+0 | 0.10398+1 
1.18792 0.76481+0 039123+0 05115410 0.10149+1 0.40814+0 | 0.10432+1 
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气体 动力 学 
续 表 
* | | 天 | 六 回国 
n Po po FY pho” o” 
1.19523 0.76190+0 0.38606+0 0.50670+0 0.10159+1 0.40411+0 0.10468+1 
1.20249 0.75900+0 0.38093+0 0.50189+0 0.10170+1 0.40014+0 0.10504+1 
1.20972 0.75610+0 0.37586+0 0.49710+0 0.10182+1 0.39622+0 0.10542+1 
1.21690 0.75319+0 0.37083+0 0.49234+0 0.10193+1 0.39237+0 0.10581+1 
1.22404 0.750294+0 0.36585+0 0.48761+0 0.10205+1 0.38858+0 0.10621+1 
1.23114 0.74738+0 0.3609140 0.48290+0 0.10217+1 0.38484+0 0.10663+1 
1.23819 0.74448+0 0.35603+0 0.47822+0 0.10229+1 0.38116+0 0.10706+1 
1.24521 0.74158+0 0.351194+0 0.47357+0 0.10241+1 0.37754+0 0.10750+1 
1.25218 0.73867+0 0.34640+0 0.46895+0 0.10254+1 0.37396+0 0.10796+1 
1.25912 0.73577+0 0.34166+0 0.46436+0 0.10267+1 0.37044+0 0.10842+1 
1.35 1.26601 0.73287+0 0.3369740 0.45980+0 0.10279+1 0.36697+0 0.10890+1 
1.36 1.27286 0.72997+0 0.3323340 0.45526+0 0.10292+1 0.36355+0 0.10940+1 
1.37 1.27968 0.72707+0 0.32773+0 0.45076+0 0.10306+1 0.36018+0 0.10990+1 
1.38 1.28645 0.72418+0 0.32319+0 0.44628+0 0.10319+1 0.35686+0 0.11042+1 
1.39 1.29318 0.72128+0 0.31869+0 0.44184+0 0.10332+1 0.35359+0 0.11095+1 
1.40 1.29987 0.71839+0 0.31424+0 0.43742+0 0.10346+1 0.35036+0 0.11149+1 
1.41 1.30652 0.71550+0 0.30984+0 0.43304+0 0.10360+1 0.34717+0 0.11205+1 
1.42 1.31313 0.71262+0 0.30549+0 0.42869+0 0.10373+1 0.34403+0 0.11262+1 
1.43 1.31970 0.70973+0 0.30118+0 0.42436+0 0.10387+1 0.34093+0 0.11320+1 
144 1.32623 0.70685+0 0.29693+0 0.42007+0 0.10401+1 0.33788+0 0.11379+1 
1.45 1.33272 0.70398+0 0.29272+0 0.41581+0 0.10415+1 0.33486+0 0.11440+1 
1.46 1.33917 0.70110+0 0.28856+0 0.41158+0 0.10430+1 0.33189+0 0.11501+1 
1.47 1.34558 0.69824+0 0.28445+0 0.40739+0 0.10444+1 0.32896+0 0.11565+1 
1.48 1.35195 0.69537+0 0.28039+0 0.40322+0 0.10458+1 0.32606+0 0.11629+1 
1.49 1.35828 0.69251+0 0.27637+0 0.39909+0 0.10473+1 0.32321+0 0.11695+1 
1.50 1.36458 0.68966+0 0.27240+0 0.39498+0 0.10487+1 0.32039+0 0.11762+1 
1.51 1.37083 0.68680+0 0.26848+0 0.39091+0 0.10502+1 0.31761+0 0.11830+1 
1.52 1.37705 0.68396+0 0.26461+40 0.38688+0 0.10516+1 0.31487+0 0.11899+1 
1.53 1.38322 0.68112+0 0.26078+0 0.38287+0 0.10531+1 0.31216+0 0.11970+1 
1.54 1.38936 0.67828+0 0.25700+0 0.37890+0 0.10546+1 0.30949+0 0.12042+1 
1.55 1.39546 0.67545+0 0.25326+0 0.37495+40 0.10560+1 0.30685+0 0.12116+1 
1.56 1.40152 0.67262+0 0.2495740 0.3710540 0.10575+1 0.30424+0 0.12190+1 
1.57 1.40755 0.66980+0 0.245934+0 0.36717+0 0.10590+1 0.30167+0 0.12266+1 
1.58 1.41353 0.66699+0 0.24233+0 0.3633240 0.10605+1 0.29913+0 0.12344+1 
1.41948 0.66418+0 0.23878+0 0.35951+0 0.10620+1 0.29662+0 0.12422+1 
1.42539 0.66138+0 0.23527+0 0.3557340 0.10635+1 0.29414+0 0.12502+1 
1.43127 0.65858+0 0.2318140 0.351984+0 0.10650+1 0.29170+0 0.12584+1 
1.43710 0.65579+0 0.22839+0 0.34827+0 0.10665+1 0.28928+0 0.12666+1 
1.44290 0.65301+0 0.2250140 0.34458+0 0.10680+1 0.28690+0 0.12750+1 
1.44866 0.65023+0 0.22168+0 0.34093+0 0.10695+1 0.28454+0 0.12836+1 
1.45439 0.64746+0 0.21839+0 03373140 0.10710+1 0.28221+0 0.12922+1 
1.46008 0.64470+0 0.21515+0 0.3337240 0.10725+1 0.27991+0 0.13010+1 
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附录 “气体 动力 学 函数 表 VY 


过 p F p |(# ) 
M A ry 
三 po F Po No bad 
167 1.46573 0.64194+0 0.3301740 0.10740+1 0.27764+0 0.13100+1 
1.68 1.47135 0.63919+0 0.3266440 0.10755+1 0.27540+0 0.13190+1 
1.69 1.47693 0.63645+0 0.32315+0 0.10770+1 0.2731840 0.13283+1 
170 1.48247 0.63371+0 0.3196940 0.10785+1 0.2709940 0.13376+1 
1.71 1.48798 0.63099+0 0.31626+0 0.10800+1 0.26883+0 0.13471+1 
1.72 1.49345 0.62827+0 0.3128740 0.10815+1 0.2666940 0.13567+1 
1.73 1.49889 0.62556+0 0.30950+0 0.10830+1 0.26457+0 0.13665+1 
1.74 1.50429 0.62285+0 0.3061740 0.10845+1 0.26248+0 0.13764+1 
1.75 1.50966 0.62016+0 0.30287+0 0.10860+1 0.26042+0 0.13865+1 
1.76 1.51499 0.61747+0 0.29959+0 0.10875+1 0.25837+0 0.13967+1 
0.61479+0 0.29635+0 0.10890+1 0.25636+0 0.14070+1 
0.61211+0 0.2931540 0.10905+1 0.25436+0 0.14175+1 


0.60945+0 0.1767240 0.28997+0 0.10920+1 0.25239+0 | 0.14282+1 


0.60680+0 0.17404+0 0.28682+0 0.10935+1 0.25044+0 | 0.14390+1 
0.60415+0 0.17140+0 0.28370+0 0.10950+1 0.2485140 | 0.14499+1 
0.60151+0 0.16879+0 0.28061+0 0.10965+1 0.24661+40 | 0.14610+1 
0.59888+0 0.16622+0 0.27756+0 0.10980+1 0.24472+0 | 0.14723+1 
0.59626+0 0.1636940 0.27453+0 0.10995+1 0.24286+0 | 0.14836+1 


1.85 1.56145 0.5936540 0.16119+0 027153+0 0.11009+1 0.24102+0 | 0.14952+1 
1.86 1.56644 0.59104+0 0.1587340 0.26857+0 0.11024+1 0.23920+0 | 0.15069+1 
1.87 1.57140 0.58845+0 0.1563140 0.26563+0 0.11039+1 0.23739+0 | 0.15187+1 
1.88 1.57633 0.58586+0 0.15392+0 0.26272+0 0.11054+1 0.23561+40 | 0.15308+1 
1.89 1.58123 0.5832940 0.15156+0 0.25984+0 0.11068+1 0.23385+0 | 0.15429+1 
1.90 1.58609 0.58072+0 0.14924+0 0.25699+0 0.11083+1 0.2321140 | 0.15553+1 
1.91 1.59092 0.57816+0 0.14695+0 0.2541740 0.11097+1 0.23038+0 | 0.15677+1 
192 1.59572 0.57561+0 0.1447040 0.2513840 0.11112+1 0.22868+0 | 0.15804+1 
1.93 1.60049 0.57307+0 0.1424740 0.2486140 0.11126+1 0.22699+0 | 0.15932+1 
1.94 1.60523 0.57054+0 0.14023+0 0.24588+0 0.1114140 0.2253240 | 0.16062+1 
1.95 1.60993 0.56802+0 0.13813+0 02431740 0.11155+1 0.2236740 | 0.16193+1 
1.96 1.61460 0.56551+0 0.13600+0 0.24049+0 0.11170+1 0.22203+0 | 0.16326+1 
1.97 1.61925 0.56301+0 0.13390+0 0.23784+0 0.1184+1 0.22042+0 | 0.16461+1 
1.98 1.62386 0.56051+0 0.13184+0 0.2352140 0.11198+1 0.21882+0 | 0.16597+1 
1.99 1.62814 0.55803+0 0.12981+0 0.2326240 0.11213+1 0.21724+0 | 0.16735+1 
2.00 1.63299 0.55556+0 0.12780+0 0.2300540 0.11227+1 0.21567+0 | 0.16875+1 
2.02 0.55064+0 0.12389+0 0.22499+0 0.11255+1 0.21259+0 | 0.17160+1 
2.04 0.54576+0 0.12009+0 0.22004+0 0.11283+1 0.20957+0 | 0.17451+1 
2.06 0.54001+0 0.11640+0 0.21519+0 0.0311+1 0.20661+0 | 0.17750+1 
2.08 0.53611+0 0.11282+0 0.21045+0 0.11339+1 0.2037140 | 0.18056+1 
2.10 1.67687 0.5313540 0.1093540 0.20580+0 0.11366+1 0.20088+0 | 0.18369+1 
2.12 1.68530 0.52663+0 0.10599+0 0.20126+0 0.11393+1 0.19809+0 | 0.18690+1 
2.14 1.69362 0.5219440 0.102734+0 0.19681+0 0.11420+1 0.1953740 | 0.19018+1 
2.16 1.70183 0.5173040 0.99562-1 0.19247+0 0.11447+1 0.19270+0 | 0.19354+1 
2.18 1.70992 0.51269+0 0.96495-1 0.18821+0 0.11474+1 0.19008+0 | 0.19698+1 
2.20 1.71791 0.5081340 0.93522_1 0.18405+0 0.11500+1 0.1875140 | 0.20050+1 


0.50361+0 0.90640-1 0.17998+0 0.11526+1 0.18499+0 | 0.20409+1 
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工 
五 


p 


F 


Po 


Po 


Fr 


四 日 


173357 
1.74125 
1.74882 


1.75629 
1.76366 
1.77093 
1.77811 
1.78519 


1.79218 
1.79907 
1.80587 
1.81258 
1.81921 


1.82574 
1.83219 
1.83855 
1.84483 
1.85103 


1.85714 
1.86318 
1.86913 
1.87501 
1.88081 


1.88653 
1.89218 
1.89775 
1.90325 
1.90868 


1.91404 
1.91933 
1.92455 
1.92970 
1.93479 


1.93981 
1.94477 
1.94966 
1.95449 
1.95925 


1.96396 
1.98661 
2.00786 
2.02781 
2.04656 


2.06419 
2.08077 


0.49912+0 
0.49468+0 
0.4902740 


0.48501+0 
0.48158+0 
0.47730+0 
0.47305+0 
0.46885+0 


0.46463+0 
0.46056+0 
0.45647+0 
0.45242+0 
0.44841+0 


0.44444+0 
0.44051+0 
0.43632+0 
0.43277+0 
0.42895+0 


0.42517+0 
0.42143+0 
0.41772+0 
0.41406+0 
0.41043+0 


0.4068340 
0.40328+0 
0.39976+0 
0.3962740 
0.3928240 


0.38941+0 
0.38603+0 
0.38268+0 
0.3793740 
0.37610+0 


0.37286+0 
0.36965+0 
0.36647+0 
0.3633340 
036022+0 


0.35714+0 
0.34223+0 
0.32808+0 
0.31466+0 
0.30193+0 


0.28986+0 
0.27840+0， 


0.87846-1 
0.85139-1 
0.82515-1 


0.79973-1 
0.77509-1 
0.75122-1 
0.72810-1 
0.70570-1 


0.68399-1 
0.66297-1 
0.64261-1 
0.62288-1 
0.60378-1 


0.58528-1 
0.56736-1 
0.55000-1 
0.53319-1 
0.51692-1 


0.50115-1 
0.48589_1 
0.47110-1 
0.45679-1 
0.44292-1 


0.42950-1 
0.41650-1 
0.40391-1 
0.39172-1 
0.37992-1 


0.36848-1 
0.35741-1 
0.34669-1 
0.33631-1 
0.32625-1 


031651-1 
0.30708-1 
0.29795-1 
0.28910-1 
0.28054-1 


0.27224-1 
0.23449_1 
0.20228-1 
0.17477-1 
0.15125-1 


0.13111-1 
0.11385-1 


0.17600+0 
0.1721140 
0.16830+0 


0.1645840 
0.16095+0 
0.1573940 
0.1539140 
0.1505240 


0.1472040 
0.1439540 
0.14078+0 
0.13768+0 
0.1346540 


0.13169+0 
0.12879+0 
0.12507+0 
0.1232140 
0.1205140 


0.11787+0 
0.11530+0 
0.11278+0 
0.11032+0 
0.10792+0 


0.10557+0 
0.10328+0 
0.10104+0 
0.98851-1 
0.96714-1 


0.94626-1 
0.92587-1 
0.90594_1 
0.88648-1 
0.86747-1 


0.84889-1 
0.83075-1 
0.81302-1 
0.79571-1 
0.77879-1 


0.76226-1 
0.68517-1 
0.61654-1 
0.55541-1 
0.50093-1 


0.45233-1 
0.40894-1 


G11552+1 
0.11578+1 
0.11603+1 


0.11628+1 

11653+1 
0.11678+1 
0.11703+1 
O11727+1 


0.11751+1 
0.11775+1 
0.11798+1 
11821+1 
11844+1 


0.11867+1 
0.11890+1 
0.11912+1 
0.11934+1 
0.11956+1 


0.11978+1 


0.12042+1 
0.12062+1 


0.12083+1 
0.12103+1 
0.12123+1 

12143+1 
0.12163+1 


0.12182+1 
0.12202+1 
0.12221+1 
0.12240+1 
0.12258+1 


0.12277+1 
0.12295+1 
0.12313+1 
0.12331+1 
0.12348+1 


0.12366+1 
0.12450+1 
0.12530+1 
0.12605+1 
0.12676+1 


0.12743+1 
0.12807+1 


0.18252+0 
0.18010+0 
0.1777240 


0.1753940 
0.1731040 
0.17086+0 
0.1686640 
0.16649+0 


0.16437+0 
0.16229+0 
0.16024+0 
0.15823+0 
0.15626+0 


0.15432+0 
0.15242+0 
0.15055+0 
0.1487140 
0.1469140 


0.14513+0 
0.14339+0 
0.14168+0 
0.13999+0 
0.13834+0 


0.1367140 
0.13511+0 
0.13354+0 
0.13199+0 
0.13047+0 


0.12897+0 
0.12750+0 
0.12605+0 
0.12463+0 
0.12323+0 


0.12185+0 
0.12049+0 
0.11916+0 
0.11785+0 
0.11655+0 


0.11528+0 
0.1092140 
0.1035940 
0.98371-1 
0.93526-1 


0.89018-1 
0.84818-1 


0.20777+1 
0.21153+1 
0.21538+1 


0.21981+1 
0.22333+1 
0.22744+1 
0.23164+1 
0.23593+1 


0.24031+1 
0.24479+1 
0.24936+1 
0.25403+1 
0.25880+1 


0.26367+1 
0.26865+1 
0.27372+1 
0.27891+1 
0.28420+1 


0.28960+1 
0.29511+1 
0.30073+1 
0.30647+1 
0.31233+1 


0.31830+1 
0.32440+1 
0.33061+1 
0.33695+1 
0.34342+1 


0.35001+1 
0.35674+1 
0.36359+1 
0.37058+1 
0.37771+1 


0.38498+1 
0.39238+1 
0.39993+1 
0.40763+1 
0.41547+1 


0.42346+1 
0.46573+1 
0.51210+1 
0.56286+1 
0.61837+1 


0.67896+1 
0.74501+1 


附录 “气体 动力 学 函数 表 Vv 


I p p p 的 
瑟 Po po Po ho 


2.09639 0.26752+0 0.99029-2 0.37017-1 0.12867+1 0.80897-1 | 0.81691+1 
2.1H11 0.2572040 0.86290-2 0.33549-1 0.12924+1 0.77234-1 | 0.89506+1 
2.12499 0.2474040 0.75320-2 0.30445-1 0.12978+1 0.73806-1 | 097990+1 


2.13809 0.23810+0 0.65861-2 0.27662-1 0.13029+1 0.70595-1 | 0.10719+2 
2.15046 0.22925+0 0.57690-2 0.25164-1 0.13077+1 0.67582-1 | 0.11715+2 
2.16215 0.22085+0 0.50621-2 0.22921-1 0.13123+1 0.64752-1 | 0.12792+2 
2.17321 0.21286+0 0.44494-2 0.20903-1 0.13167+1 0.62091-1 | 0.13955+2 
2.18368 0.20525+0 0.39176-2 0.19087-1 0.13208+1 0.59587-1 | 0.15210+2 


2.19360 0.19802+0 0.34553-2 0.17449-1 0.13247+1 0.57227-1 | 0.16562+2 
2.20300 0.19113+0 0.30526-2 0.15971-1 0.13285+1 0.55000-1 | 0.18018+2 
2.21192 0.18457+0 0.27012-2 0.14635-1 0.13320+1 0.52898-1 | 0.19583+2 
2.22038 0.17832+0 0.23943-2 0.13427-1 0.13354+1 0.50911-1 | 0.21264+2 
2.22842 0.17235+0 021256-2 0.12333-1 0.13386+1 0.49031-1 | 0.23067+2 


2.23607 0.16667+0 0.18900-2 0.11340-1 0.13416+1 0.47251-1 | 0.25000+2 
2.24334 0.16124+0 0.16832-2 0.10439-1 0.13446+1 0.45564-1 | 0.27070+2 
2.25026 0.15605+0 0.15013-2 0.96204-2 0.13473+1 0.43963-1 | 0.29283+2 
2.25685 0.15110+0 0.88753-2 0.13500+1 0.42444-1 | 0.31649+2 
2.26313 0.14637+0 0.81965-2 0.13525+1 0.41000-1 | 0.34175+2 


2.26913 0.14184+0 ), 0.75775-2 0.13549+1 0.39628-1 | 0.36869+2 
2.27484 0.1375140 ): 0.70124-2 0.13572+1 0.38321-1 | 0.39740+2 
2.28030 0.1333740 0.64959-2 0.13594+1 0.37077-1 | 0.42797+2 
2.28552 0.12940+0 ) 0.60233-2 0.13615+1 0.35892-1 | 0.46050+2 
2.29051 0.12560+0 0.55904-2 0.13635+1 0.34761-1 | 0.49507+2 


2.29528 0.12195+0 0.63336-3 0.51936-2 0.13655+1 0.33682-1 | 0.53180+2 
2.31626 0.10582+0 0.38547-3 0.36427-2 0.13740+1 0.28962-1 | 0.75134+2 
2.33333 0.92593-1 0.24156-3 0.26088-2 0.13810+1 0.25156-1 | 0.10414+3 
2.34738 0.81633-1 0.15543-3 0.19040-2 0.13907+1 0.22046-1 | 0.14184+3 
2.35907 0.72464-1 0.10243-3 0.14135-2 0.13915+1 0.19473-1 | 0.19011+3 


2.36889 0.64725-1 0.68984 4 0.10658-2 0.13955+1 0.17321-1 | 0.25109+3 
2.37722 0.58140-1 0.47386-4 0.81504-3 0.13989+1 0.15504-1 | 0.32719+3 
2.38433 0.52493-1 033141-4 0.63134-3 0.14019+1 0.13957-1 | 0.42113+3 
2.39046 0.47619-1 0.23563-4 0.49483-3 0.14044+1 0.12628-1 | 0.53594+3 
2.40040 0.39683-1 .12448-4 0.31369-3 0.14085+1 0.10480-1 | 0.84191+3 


2.40804 0.33557-1 0.69222-5 0.20628-3 0.14117+1 0.88342-2 | 0.12762+4 
2.41404 0.28736-1 0.40223-5 0.13998-3 0.14141+1 0.75461-2 | 0.18761+4 
2.41883 0.24876-1 0.24278-5 0.97597-4 0.14161+1 0.65195-2 | 0.26854+4 
2.42272 0.21739-1 0.15148-5 0.69680-4 0.14177+1 0.56883-2 | 0.37552+4 
2.42591 0.19157-1 0.97309-6 0.50795-4 0.14191+1 0.50061-2 | 0.51446+4 


2.42857 0.17007-1 0.64147-6 0.37719-4 0.14202+1 0.44393-2 | 0.69205+4 
2.43081 0.15198-1 0.43272-6 0.28473-4 0.14211+1 0.39634-2 | 0.91593+4 
2.43270 0.13661-1 0.29800-6 021813-4 0.14219+1 0.35600-2 | 0.11946+5 
2.43432 0.12346-1 0.20908-6 0.16935-4 0.14226+1 0.32150-2 | 0.15377+5 
2.44949 00 00 00 0.14289+1 00 ~ 
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表 4 (b) ”一 维 等 炳 流 气动 函数 表 (Y=1.33) 
(以 1 数 为 自 变 量 ) 


附录 “气体 动力 学 函数 表 Vv 


附录 ”气体 动力 学 函数 表 Vv 


力学 


| TO EX EC gn) yO fT 
in 5.4459 0.6329 
5.5297 0.6197 
5.6153 0.6063 
5.6835 0.5930 
5.7928 0.5797 
5.8850 0.5664 
5.9795 0.5531 
60764 0.5398 
6.1757 0.5266 
6.2779 05134 
6.3820 0.5002 
6.4899 0.4871 
6.5949 0.4740 
67128 0.4609 
6.8289 0.4480 
69487 0.4352 
7.0720 0.4224 
7.1985 0.4097 
7.3288 03971 
7.4635 0.3845 
7.6020 03723 
7.7448 0.3600 
7.8923 03477 
8.0444 03357 
8.2016 0.3240 
8.3639 03122 
8.5323 0.3005 
8.7059 0.2891 
8.8854 02778 
9.0725 0.2668 
9.2652 0.2559 
9.4829 0.2451 
9.6737 02345 
9.8903 0.2242 
10.116 0.2140 
10.349 0.2041 
10.592 0.1943 
10.847 0.1847 
11.111 0.1755 
11.388 0.1664 
11.678 0.1575 
11.980 0.1488 
12.297 0.1404 
12.629 0.1323 
12.978 0.1243 
13.345 0.1167 
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rw 
0.0426 
0.0412 


0.0399 
0.0385 
0.0372 
0.0360 
0.0347 


0.0334 
0.0321 
0.0309 
0.0297 
0.0285 


0.0272 
0.0261 
0.0249 
0.0237 
0.0036 0.0225 


0.0032 0.0214 
0.0027 0.0203 
0.0024 0.0191 
0.0020 | 0.0180 
0.0017 0.0169 


0.001420 0.01580 
0.001169 | 0.00466 0.01480 
0.000949 | 0.00380 0.01370 
0.000759 | 0.00305 0.01273 
0.000596 | 0.00240 | 001160 


0.000457 | 0.00185 0.00343 0.01050 8.4028 
0.000342 | 0.00139 0.00258 0.00952 8.8506 
0.000248 | 000101 0.00188 0.00850 93716 
0.000172 | 000070 0.00132 0.00748 9.9892 
0.000114 | 0.00047 0.00088 0.00648 10.7387 


0702. 10* | 0.00029 0.00054 0.00548 11.6736 
0394. 10* | 0.00016 0.00031 0.00450 | 12.8883 
0.193* 10* | 0.802* 10* 0152. 103 | 000353 | 145579 
0750* 105 | 0313 .10 0.594* 10* 0.00257 17.0777 
0.188* 105 | 0.782° 10 0.150°* 10* 21.5366 


0.135* 104 | 0.567.105 0.108* 105 33.3991 


0 0 0 
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表 5 等 截面 绝热 摩擦 管 流 (y=1.4) 


Pupm 


wm 或 p1p 


674 


1194 
1.10650 
1.09290 


1.07856 
1.06383 
1.04849 
1.03270 
1.01652 


1.00000 
0.98320 
0.96618 
0.94899 
0.93168 


0.91429 
0.89686 
0.87944 
0.86207 
0.84477 


0.82759 
0.81054 
0.79365 
0.77695 
076046 


0.74419 
0.72816 
0.71238 
0.69686 
0.68162 


0.66667 
0.65200 


1.00000 
0.94435 
0.89359 
0.84710 
0.80436 


0.76495 
0.72848 
0.69466 
0.66320 
0.63387 


0.60648 
0.58084 
0.55679 
0.53421 
0.51297 


0.49295 
0.47407 
0.45623. 
0.43936 
0.42339 


0.40825 
0.39389 


11.5914 
5.8218 
3.9103 
2.9635 


2.4027 
2.0351 
1.7780 
1.5901 
1.4486 


1.3399 
1.2549 
1.1882 
1.1356 
1.09436 


1.06242 
1.03823 
1.02067 
1.00887 
1.00215 


0.00000 
0.05476 
0.10943 
0.16395 
021822 


027217 
0.32572 
0.37880 
0.43133 
0.48326 


0.53453 
0.58506 
0.63481 
0.68374 
0.73179 


0.77893 
0.82514 
0.87037 
0.91459 
0.95782 


1.00000 


2.4004 


1.9732 
1.6979 
1.5094 
1.3749 
1.2763 


1.2027 
1.1472 
1.10504 
1.07314 
1.04915 


1.03137 
1.01853 
1.00966 
1.00399 
1.00093 


1.00000 
1.00082 
1.00305 
1.00646 
1.01082 


1.01594 
1.02169 
1.02794 
1.03458 
1.04153 


1.04870 
1.05604 
1.06348 
1.07098 
1.07851 


1.08603 
1.09352 
1.1009 
1.1083 
1.1155 


1.1227 
1.1297 


0.12728 
0.07229 
0.03632 
0.014513 
0.003280 


0 
0.002712 
0.009933 
0.02053 
0.03364 


0.04858 
0.06483 
0.08199 
0.09974 
0.11782 


0.13605 
0.15427 
0.17236 
0.19022 
0.20780 


0.22504 
0.24189 
0.25832 
0.27433 
0.28989 


0.30499 
0.31965 


TT. 


Ptp- 


附录 ”气体 动力 学 函数 表 Vv 


0.63762 
0.62354 
0.60976 


0.59627 
0.58309 
0.57021 
0.55762 
0.54533 


0.53333 
0.52163 
0.51020 
0.49906 
0.48820 


0.47761 
0.46729 
0.45723 
0.44743 
0.43788 


0.42857 
0.34783 
0.28571 
0.23762 
0.20000 


0.14634 
OU 

0.08696 
0.06977 
0.05714 


0.38024 
0.36728 
0.35494 


0.34319 
0.33200 
032133 
031114 
030141 


029212 
0.28323 
0.27473 
0.26658 
0.25878 


025131 
0.24414 
0.23726 
0.23066 
0.22431 


0.21822 
0.16850 
0.13363 
0.10833 
0.08944 


0.06376 
0.04762 
0.03686 
0.02935 
0.02390 


0.37378 
0.38623 
0.39826 
0.40989 
0.42113 


0.43197 
0.44247 
0.45259 
0.46237 
0.47182 


0.48095 
0.48976 
0.49828 
0.50651 
0.51447 


0.52216 
0.58643 
0.63306 
0.66764 
0.69381 


0.72987 
0.75281 
0.76820 
0.77898 
0.78683 


0.82153 
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表 6 等 截面 管道 有 热 交 换 无 摩擦 的 定常 流动 (Y= 1.4) 


工 p 

工 La 
00 0.24000+1 0.12679+1 00 
0.57584-3 0.23997+1 0.12678+1 0.47988-3 
0.23014-2 0.23987+1 0.12675+1 0.19180-2 
0.00216 0.51710-2 0.23970+1 0.12671+1 0.43099-2 
0.00383 0.91749-2 0.23946+1 0.12665+1 0.76482-2 
0.00598 0.14300-1 0.23916+1 0.12657+1 0.11922-1 
0.00860 0.20529-1 0.23880+1 0.12647+1 0.17119-1 
0.01163 0.27841-1 0.23836+1 0.12636+1 0.23223-1 
0.01522 0.36212-1 0.23787+1 0.12623+1 0.30215-1 
0.01922 0.45616-1 0.23731+1 0.12608+1 0.38075-1 
0.02367 0.56020-1 0.23669+1 0.12591+1 0.46777-1 
0.02856 0.67593-1 0.23600+1 0.12573+1 0.56297-1 
0.03388 0.79698-1 0.23526+1 0.12554+1 0.66606-1 
0.03962 0.92896-1 0.23445+1 0.12533+1 0.77675-1 
0.04578 0.10695+0 0.23359+1 0.12510+1 0.89471-1 
0.05235 0.1218140 0.23267+1 0.12486+1 0196+0 
0.05931 0.1374340 0.23170+1 0.12461+1 0.11511+40 
0.06666 0.1537740 0.23067+1 0.12434+1 0.12888+0 
0.07439 0.17078+0 0.22959+1 0.12406+1 0.14324+0 
0.08247 0.18841+0 0.22845+1 0.12377+1 0.15814+0 
0.09091 0.20661+0 0.22727+1 0.12346+1 0.17355+0 
0.09969 0.2253340 0.22604+1 0.12314+1 0.18943+0 
0.10879 0.2445240 0.22477+1 0.12281+1 0.20574+0 
0.11821 0.26413+0 0.22345+1 0.12247+1 0.22244+0 
0.12792 0.28411+0 0.22209+1 0.12213+1 0.2394840 
0.13793 0.30440+0 0.22069+1 0.12177+1 0.25684+0 
0.14821 0.32496+0 0.21925+1 0.12140+1 0.27446+0 
0.15876 0.34573+0 O021777+1 0.12102+1 0.2923140 
0.16955 0.36667+0 0.21626+1 0.12064+1 0.31035+0 
0.18053 0.38774+0 0.21472+1 0.12025+1 0.32855+0 
0.19183 0.40887+0 0.21314+1 0.11985+1 0.34686+0 
0.20329 0.43004+0 021154+1 0.11945+1 0.36525+0 
0.21495 0.45119+0 0.20991+1 0.11904+1 0.38369+0 
0.22678 0.47228+0 0.20825+1 0.11863+1 0.40214+0 
0.23879 0.4932740 0.20657+1 0.11822+1 0.42056+0 
0.25096 0.51413+40 0.20487+1 0.11779+1 0.43894+0 
0.26327 0.53482+0 0.20314+1 0.11737+1 0.45723+0 
0.27572 0.55529+0 0.20140+1 0.11695+1 0.4754140 
0.28828 0.5755340 0.19964+1 0.11652+1 0.49346+0 
0.30095 0.59549+0 0.19787+1 0.11609+1 0.51134+0 
031373 0.61515+0 0.19608+1 0.11566+1 0.5290340 
0.32658 0.63448+0 0.19428+1 0.11523+1 0.5465140 
0.33951 0.65346+0 0.19247+1 0.11480+1 0.56376+0 
0.35251 0.67205+0 0.19065+1 0.11437+1 0.58076+0 
0.36556 0.69025+0 0.18882+1 0.11394+1 0.59748+0 
0.37865 0.70804+0 0.18699+1 0.11351+1 0.61393+0 
0.39178 0.72538+0 0.18515+1 0.11308+1 0.63007+0 
0.40493 0.74228+0 0.18331+1 0.11266+1 0.64589+0 
041810 0.7587140 0.18147+1 0.11224+1 0.66139+0 
0.43127 0.77466+0 0.17962+1 O11182+1 0.67655+0 
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六 


p 


p* 


& 
B 


0.81013 
0.83125 
0.85190 
0.87207 
0.89175 
0.91097 
0.92970 
0.94797 
0.96577 
0.98311 
1.00000 
1.01645 
1.03246 
1.04804 
1.06320 
1.07795 
1.09230 
1.10626 
1.11984 
1.13305 
1.14589 
1.15838 
1.17052 
1.18233 
1.19382 
1.20499 
1.21585 
1.22642 
1.23669 
1.24669 
1.25641 
1.26587 
1.27507 
1.28402 
1.29273 


07901240 
0.81955+0 
0.84695+0 
0.8722740 
0.8955240 
0.91670+0 
0.93584+0 
0.95298+0 
0.96816+0 
0.98144+0 
0.99290+0 
0.10026+1 
0.10106+1 
0.10171+1 
0.10220+1 
0.10255+1 
0.10276+1 
0.10285+1 
0.10283+1 
0.10269+1 
0.10245+1 
0.10212+1 
0.10170+1 
0.10121+1 
0.10064+1 
0.10000+1 
0.99304+0 
0.9855440 
0.9775540 
0.9691340 
0.9603140 
095115+0 
0.94169+0 
0.93196+0 
0.9220040 
0.91185+0 
0.9015340 
0.89108+0 
0.88052+0 
0.86988+0 
0.85917+0 
0.84843+0 
0.83766+0 
0.82689+0 
0.81613+40 
0.80539+0 
0.79469+0 
0.78405+0 
0.77346+0 
0.76294+0 


0417778+1 
0.17409+1 
0.17043+1 
0.16678+1 
0.16316+1 
0.15957+1 
0.15603+1 
0.15253+1 
0.14908+1 
0.14569+1 
0.14235+1 
0.13907+1 
0.13585+1 
0.13270+1 
0.12961+1 
0.12658+1 
0.12362+1 
0.12073+1 
0.11791+1 
0.11515+1 
0.11246+1 
0.10984+1 
0.10728+1 
0.10479+1 
0.10236+1 
0.10000+1 
0.97698+0 
0.95456+0 
0.9327540 
0.91152+0 
0.8908740 
0.87078+0 
0.85123+0 
0.83222+0 
0.81374+0 
0.79576+0 
0.77827+0 
0.7612740 
0.7447340 
0.7286540 
0.7130140 
0.69780+0 
0.6830140 
0.6686340 
0.6546440 
0.6410340 
0.6277940 
0.6149140 
0.6023740 
0.5901840 


OUU4IT 
0.11059+1 
0.10979+1 
0.10901+1 
0.10826+1 
0.10753+1 
0.10682+1 
0.10615+1 
0.10550+1 
0.10489+1 
0.10431+1 
0.10376+1 
0.10325+1 
0.10278+1 
0.10234+1 
0.10193+1 
0.10157+1 
0.10124+1 
0.10095+1 
0.10070+1 
0.10049+1 
0.10031+1 
0.10017+1 
0.10008+1 
0.10002+1 
0.10000+1 
0.10002+1 
0.10008+1 
0.10017+1 
0.10031+1 
0.10049+1 
0.10070+1 
0.10095+1 
0.10124+1 
0.10157+1 
0.10194+1 
0.10235+1 
0.10279+1 
0.10328+1 
0.10380+1 
0.10437+1 
0.10497+1 
0.10561+1 
0.10629+1 
0.10701+1 
0.10777+1 
0.10856+1 
0.10940+1 
0.11028+1 
0.11120+1 


0.8189240 
0.83983+0 
0.8592040 
0.8770840 
0.8935040 
0.9085040 
0.9221240 
0.9344240 
0.94546+0 
0.95528+0 
0.9639540 
0.9715240 
0.9780740 
0.9836340 
0.9882840 
0.9920740 
0.99506+0 
0.99729+0 
0.99883+0 
0.99971+0 
0.10000+1 
0.99973+0 
0.99895+0 
0.99769+0 
0.99601+0 
0.99392+0 
0.99148+0 
0.98871+0 
0.98564+0 
0.98230+0 
0.97872+0 
0.97492+0 
0.97092+0 
0.96675+0 
0.96243+0 
0.95798+0 
0.95341+0 
0.94873+0 
0.94398+0 
0.93914+0 
0.93425+0 
0.9293140 
0.92434+0 
0.9193340 
0.91431+0 
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p 


p* 


五 


La 
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1.32142 
1.34031 
1.35800 
1.37455 
1.39007 
1.40462 
1.41829 
1.43112 
1.44319 
1.45455 
1.47533 
1.49383 
1.51035 
1.52515 
1.53846 
1.55046 
1.56131 
1.57114 
1.58008 
1.58824 
1.59568 
1.60250 
1.60877 
1.61453 
1.61983 
1.62474 

52928 
.63348 
1.63739 
1.64103 
1.65588 
1.66667 
1.67474 
1.68093 
1.68579 
1.68966 
1.69279 
1.69536 
1.69750 
1.69930 
1.70082 
1.70213 
1.70423 
1.70582 
1.70707 
1.70806 
1.70886 
1.71429 


0.75250+0 
0.72680+0 
0.7017410 
0.67738+0 
0.65377+0 
0.63095+0 
0.60894+0 
0.58774+0 
0.5673410 
0.5477440 
0.52893+0 
0.49356+0 
0.46106+0 
0.4312240 
0.40384+0 
0.37870+0 
0.3556140 
0.33439+0 
0.31486+0 
0.29687+0 
0.28028+0 
0.26495+0 
0.25078+0 
0.23766+0 
0.22549+0 
0.21419+0 
0.20369+0 
0.19390+0 
0.1847840 
0.1762740 
0.1683140 
0.13540+0 
QM140 
0.92719-1 
078487-1 
0.67263-1 
0.58264-1 
0.50943-1 
0.44910-1 
0.39883-1 
0.35650-1 
0.32053-1 
0.28972-1 
0.24003-1 
0.20207-1 
0.17243-1 
0.14885-1 
0.12979-1 
0 


0.57831+0 
0.55002+0 
0.52356+0 
0.49880+0 
0.47562+0 
0.45390+0 
0.4335340 
0.41440+0 
0.3964340 
0.37954+40 
036364+0 
03345440 
0.30864+0 
02855140 
0.26478+0 
0.24615+0 
0.22936+0 
021417+0 
0.20040+0 
0.18788+0 
0.17647+0 
0.16604+0 
0.15649+0 
0.14773+0 
0.13966+0 
0.1322340 
0.1253740 
0.11901+0 
0.11312+0 
0.10765+40 
0.10256+0 
081772-1 

0.66667-1 

0.55363-1 

0.46693-1 
0.39900-1 
0.34483-1 
0.30094-1 

0.26490-1 

0.23495-1 

0.20979-1 

0.18846-1 

0.17021-1 

0.14085-1 

0.11846-1 

0.10101-1 

0.87146-2 
0.75949-2 
0 


GMI215+1 
0.11473+1 
0.11756+1 
0.12066+1 
0.12402+1 
0.12767+1 
0.13159+1 
0.13581+1 
0.14033+1 
0.14516+1 
0.15031+1 
0.16162+1 
0.17434+1 
0.18860+1 
0.20451+1 
0.22218+1 
0.24177+1 
0.26343+1 
0.28751+1 
0.31359+1 
0.34245+1 
0.37408+1 
0.40871+1 
0.44655+1 
0.48783+1 
0.53280+1 
0.58173+1 
0.63488+1 
0.69256+1 
0.75505+1 
0.82268+1 
0.12502+2 
0.18634+2 
027211+2 
0.38946+2 
0.54683+2 
0.75414+2 
0.10229+3 
0.13662+3 
0.17992+3 
0.23388+3 
0.30041+3 
0.38161+3 
0.59774+3 
0.90405+3 
0.13267+4 
0.18963+4 
0.26488+4 


0.85971+0 
0.84784+0 
0.83628+0 
0.8250440 
0.8141440 
0.80358+0 
0.7933940 
0.77406+0 
0.7561340 
0.7395440 
0.72421+0 
0.71006+0 
0.69700+0 
0.68494+0 
0.67380+0 
0.66350+0 
0.65398+0 
0.64516+0 
0.63699+0 
0.62940+0 
0.62236+0 
0.61580+0 
0.60970+0 
0.6040140 
0.59870+0 
0.59373+0 
0.58909+0 
0.56982+0 
0.55556+0 
0.54473+0 
0.53633+0 
0.5297040 
0.5243840 
0.5200440 
0.5164740 
0.51349+0 
0.51098+0 
0.50885+0 
0.50702+0 
0.50407+0 
0.50181+0 
0.5000540 
0.49865+0 
0.49752+0 
0.48980+0 


附录 ”气体 动力 学 函数 表 


垂直 于 主流 的 添 质 流动 (y=1.4) 


0.19654 
0.20739 


0.21822 
0.22904 
0.23984 
0.25063 
0.26141 


0.27217 
0.28291 
0.29364 
0.30435 
0.31504 


0.32572 
0.33637 
0.34701 
0.35762 
0.36822 


0.37879 
0.38935 
0.39988 
0.41039 
0.42087 


0.43133 
0.44177 
0.45218 
0.46257 
0.47293 


0.48326 
0.49357 
0.50385 
051410 


0.31931 
0.33928 
0.35900 
0.37847 
0.39767 


0.41660 
0.43524 
0.45359 


0.58895 
0.60436 
0.61943 
0.63414 
0.64851 


0.66253 
0.67619 
0.68950 
0.70246 
0.71508 


0.72734 
0.73926 
0.75084 
0.76207 
0.77297 


0.78353 
0.79377 
0.80367 
0.81326 
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去 去世 三 


0.82514 
0.84335 
0.86140 
0.87929 
0.89703 


0.91460 
0.93201 
0.94925 
0.96633 
0.98325 


1.00000 
1.01658 
1.03300 
1.04925 
1.06533 


1.08124 
1.09699 
1.11256 
1.12797 
1.14321 


1.15828 
1.17319 
1.18792 
1.20249 
1.21690 


1.23114 
1.24521 
1.25912 
1.27286 
1.28645 


1.29987 
1.31313, 


0.85514 


1.0000 
0.97698 
0.95456 
0.93275 
091152 


0.89087 
0.87078 
0.85123 
0.83222 
0.81374 


0.79576 


0.90770 
0.89374 
0.88016 
0.86695 


0.85411 
0.84162 
0.82948 
0.81767 
0.80618 


0.79501 
0.78415 
0.77358 
0.76331 
0.75331 


0.74359 
0.73413 


0.82253 


0.83148 
0.84847 
0.86426 
0.87891 
0.89246 


0.90494 
0.91642 
0.92693 
0.93653 
0.94525 


0.95315 
0.96027 
0.96666 
0.97235 
0.97738 


0.98181 
0.98566 
0.98897 
0.99178 
0.99412 


0.99603 
0.99753 


0.97158 
096909 


0.96657 
0.96401 


附录 气体 动力 学 函数 表 Vv 


£ 2 
Pp p. pe 

761491 072493 T0540 0596142 

0.60237 071598 1.1028 0.95882 

0.59018 070727 1.1120 0.95620 

0.57831 069880 1.1215 0.95356 

0.55002 0.67858 1.1473 0.94694 

0.52356 0.65969 1.1756 0.94031 

0.49880 0.64200 1.2066 0.93372 

0.47562 0.62545 1.2402 0.92721 

0.45390 0.60993 1.2767 0.92078 

0.43353 0.59538 1.3159 0.91448 

0.41440 0.58171 1.3581 0.90832 

0.69686 0.39643 0.56888 1.4033 0.90229 

0.68162 0.37954 0.55681 1.4516 0.89643 

0.66667 0.36364 0.54545 1.5031 0.89072 

0.63762 0.33454 0.52467 1.6162 0.87981 

0.60976 0.30864 0.50617 1.7434 0.86956 

0.58309 0.28551 0.48965 1.8860 0.85997 

0.55762 0.26478 0.47485 2.0451 0.85101 

0.53333 0.24615 0.46154 2.2218 0.84265 

0.51020 0.22936 0.44954 2.4177 0.83486 

0.48820 0.21417 0.43869 2.6343 0.82761 

0.46729 0.20040 0.42886 2.8731 0.82085 

0.44743 0.18788 0.41992 3.1359 0.81456 

0.42857 0.17647 041176 3.4245 0.80869 

0.41068 0.16604 0.40432 3.7408 0.80322 

039370 1.15649 039750 4.0871 0.79812 

037760 0.14773 039123 4.4655 0.79335 

036232 0.13966 038547 4.8783 0.78890 

034783 0.13223 038017 5.3280 0.78473 

0.33408 0.12537 0.37526 5.8173 0.78083 

0.32103 0.11901 037072 6.3488 0.77718 

0.30864 0.11312 036652 6.9256 0.77376 

029688 0.10765 036261 7.5505 0.77054 

0.28571 0.10256 0.35897 8.2268 0.76752 

023762 0.081772 034412 12.502 0.75487 

0.20000 0.066667 033333 18.634 0.74536 

0.17021 0.055363 0.32526 27.211 0.73806 

0.14634 0.046693 031907 38.946 0.73234 

0.12698 0.039900 031421 54.683 0.72780 

2.33333 Ol 0.034483 0.31034 75.414 0.72414 
2.34738 0.097959 0.030094 030721 102.29 0.72114 
2.35907 0.086957 0.026490 0.30464 136.62 0.71866 
2.36889 0.077670 0.023495 0.30250 179.92 0.71658 
2.37722 0.069767 0.020979 0.30070 233.88 0.71483 
2.38433 0.062992 0.018846 029918 300.41 0.71333 
2.39046 0.057143 0.017021 0.29787 381.61 0.71205 
2.44949 00 00 028571 .69985 
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表 7 (b) 


垂直 于 主流 的 添 质 流动 (y=1.2) 


由 


0.00000 
0.02098 
0.04195 
0.06292 
0.08388 


0.10483 
0.12577 
0.14669 
0.16760 
0.18848 


0.20934 
0.23018 
0.25099 
027177 
0.29252 


031324 
0.33391 
0.35455 
0.37515 
0.39570 


0.41621 
0.43667 
0.45707 
0.47743 
0.49773 


0.51797 
0.56831 
0.61826 
0.66777 
0.71681 


0.76537 
0.81342 
0.86093 
0.90787 
0.95424 


1.00000 
1.04514 
1.08965 
1.13350 
1.17670 


1.21922 
1.26105 
1.30219 
1.34264 
1.38238 


1.42141 


1.0809 


.0772 
1.0752 


1.0732 
1.0677 
1.0618 
1.0554 
1.0486 


1.0414 
1.0338 
1.0259 
1.0176 
1.0089 


1.0000 

0.99077 
0.98127 
0.97152 
0.96154 


0.95135 
0.94098 
0.93043 
0.91973 
0.90890 


0.89796 


00 
0.041933 
0.083751 
0.12534 
0.16658 


0.20738 
0.24762 
0.28720 
0.32603 
0.36403 


040111 
0.43720 
0.47224 
0.50616 
0.53893 


0.57050 
0.60084 
0.62992 
0.65773 
0.68426 


0.70951 
0.73347 
0.75617 
0.77761 
0.79781 


0.81680 
0.85914 
0.89457 
0.92366 
0.94703 


0.96529 
0.97905 
0.98889 
0.99535 
0.99890 


1.0000 
0.99903 
0.99633 
0.99220 
0.98691 


0.98067 
0.97369 
0.96612 
0.95811 
0.94977 


0.94120 


附录 “气体 动力 学 函数 表 vy 


p p 
p. p. 


a 


1.45973 O88697 0.56657 0.63881 0593249 
1.49734 0.87580 0.54028 0.61690 0.92371 
1.53424 0.86461 0.51558 0.59632 
1.57043 0.85337 0.49239 0.57699 


1.60591 0.84211 0.47059 0.55882 
1.64068 0.83082 0.45008 0.54173 
1.67476 0.81952 0.43078 0.52565 
0.80823 0.41260 0.51050 
0.79696 0.39547 0.49623 


0.78571 0.37931 0.48276 
0.74124 0.32315 0.43596 
0.69797 0.27806 0.39838 
0.65632 0.24144 0.36787 
0.61659 021138 0.34281 


0.57895 0.18644 0.32203 0.73509 
0.54348 0.16556 0.30464 0.71866 
2.42857 0.51020 0.14793 0.28994 0.70414 
2.49180 0.47909 0.13291 0.27743 0.69130 
2.54935 0.45008 0.12003 0.26670 0.67990 


0.42308 0.10891 0.25743 0.66976 
0.31429 0.070968 0.22581 0.63295 
0.23913 0.049774 0.20814 0.61071 
0.18644 0.036789 0.19732 0.59642 
0.14865 0.028278 0.19023 0.58675 


0.12088 0.022403 0.18534 0.57993 
3.16228 0.10000 0.018182 0.18182 0.57496, 


表 8 (a) ”空气 主要 组 元 的 量 纲 为 1 的 比 定 容 热 容 C,,/R; 


组 元 上 

TIK Na oO: N 0 N’ Oo 加 

500 2.55 272 

1000 2.92 3.16 

2000 3.29 3.46 150 

3000 340 3.71 152 

4000 3.44 3.88 1.62 

5000 3.46 3.97 1.82 1.63 1.57 1.50 
6000 3.47 4.00 2.07 1.69 1.67 150 
7000 3.48 3.98 2.30 有 1.74 1.82 1.50 
8000 3.48 3.96 2.49 177 2.00 1.50 
9000 3.49 392 2.61 1.79 2.18 1.50 
10000 3.49 3.88 2.66 1.81 234 1.50 
11000 2.67 L182 2.46 1.50 
12000 2.64 1.83 2.56 1.50 
13000 2.57 1.84 2.63 1.50 
14000 252 - 1.85 2.66 1.50 
15000 2.45 E 1.85 2.66 150 
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压力 /101325Pa 


103 


表 8 (ec) 


1.000 
1.000 
1.001 
1.072 
L1195 


1252 
1.527 
1.900 
1.986 
2.052 
2.150 
2.352 
2.696 
3.136 
3.526 
3.770 


平衡 空气 的 量 纲 为 1 的 声速 a?plp 
压力 /101325Pa 
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附录 “气体 动力 学 函数 表 vy 


表 8 (d) ” 纯 空 气 的 一 些 化 学 反应 速率 常数 


速球 常数 ML mo 5 ) 


M 
oO 
0 
Ar 


, Ny, 0» 0 


k,=1x10°exp(-59 400/T) 
k=3x10° exp(-59 400/7) 
k=2.5x10°7"?exp(-59 40017) 
k,=10° -10? 


No， N 
Ar Ne 


大 :=7.1x10%T ”exp(-113 200/7) 
ks =4x10*T"'exp(-113 200/7) 
5x10? 


大 :=2x10? 


ks =3.9x107T exp(-75 500/7) 
ks =8x10"T""sexp(-75 500/7) 
ks=3x1D 


ks =3.2x105Texp(-19 100/T) 
k,=2x10"exp(-3 000/T) 


ks =5x10" exp(-37 750/7) 
ks=2x10° 


(6) 


ks =2x10" exp(-31 900/7) 
ks =5x18"7"'3 


(D ol+M= 一 20+M 
(2) Ni+ME—= 2N+M 
(3) NO+M— N+0+M 


表 8 (e) 


(4) NO+0©—= 0,+N 
(5) Ni+0 一 一 NO+N 
(6) N+0—= NO'+e 


平衡 空气 的 粘性 系数 Wp 
压力 /101325Pa 


| 气体 动力 学 


表 8 (f) 平衡 空气 的 冻结 热传导 系数 kj/k。 
压力 /101325Pa 4.1868 
107 102 1 103 ee 


1021 1.021 1.021 0.087 


L1100 1.100 0.135 
L177 L177 0.202 
1.235 1.268 0.252 
1.329 - 0.293 
1.428 0330 


1.824 3 * 0.363 


238 . 0.393 


0.422 


0.447 


0.472 


By /101325/(em* $1) 


N-O 


0940 
179 
2.83 
4.04 
5.40 
691 
8.53 
103 


10000 122 


注 : 参数 Yun K S, Weissman S, Mason E A. 
The physics of Fluids, 1962, 5:6 
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表 8 (h) ”空气 主要 组 元 的 一 些 光 谱 数据 
炉子 分 子 量 | 转动 特征 温度 | 振动 特征 温度 | 离 解 特征 温度 | 电子 简 并 度 | 电子 特征 温度 | 


M/(g* mol') | - Own/K Ou /IK DIUK 站 @/K TK/IK, 
N; 28 578 3390 13200 0 
0, 32 416 2270 59000 0 


11820 


表 9 地 球 标准 大 气 层 表 


xl10414.1868， 


P/Pa pi(kg* me 


1.0133X10 | 12250x10 
9.5461X10' | 1.1673 
8.9876 L117 
8.4560 1.0581 
7.9501 1.0066 
7.4692 9.5695X 10"! 
7.0121 9.0925 
6.5780 8.6340 
6.1660 8.1935 
5.7753 7.7704 
5.4048 73643 
47218 6.6011 
4.1105 5.9002 
3.5652 5.2579 
3.0801 4.6706 


一 
YY/m TIK P/Pa pig mm | gm's9 
| 0000 22325 | 26500 4.1351 9.7759 
11000 21677 | 22700 3.6480 9.7728 
12000 216.65 1.9399 3.1194 9.7697 
13000 21665 | 1.6580 2.6660 9.7667 
14000 21665 | 14170 2.2786 9.7636 
15000 21665 | 12112 1.9475 9.7605 
16000 21665 | 1.0353 1.6647 97575 
17000 216.65 8.8497X10 1.4230 9.7544 
18000 21665 。 | 7.5652 12165 97513 
19000 216.65 6.4675 1.0400 9.7483 
20000 21665 | 5.5293 8.8910x103 | 9.7452 
21000 217.58 | 47289 75715 9.7422 
22000 218.57 4.0475 6.4510 9.7391 
23000 219.57 | 3.4669 5.5006 9.7361 
24000 22056 | 29717 4.6938 9.7330 
25000 221.55 | 2.5492 4.0084 9.7300 
26000 222.54 |2.1884 3.4257 9.7269 
27000 22354 | 1.8800 2.9298 9.7239 
28000 22453 | 1.6162 2.5076 9.7208 
29000 225.52 | 13904 2.1478 9.7178 
30000 22651 1.1970 1.8410 9.7147 
31000 22750 | L0313 1.5792 9717 
32000 228.49 | 8.8906x10 | 13555 9.7086 
33000 23097 | 7.6731 1.1573 97056 
34000 233.74 | 66341 9.8874X103 | 9.7026 
35000 23651 |5.7459 8.4634 9.6995 
36000 239.28 。 | 4.9852 7.2579 9.6965 
37000 242.05 | 43325 62355 9.6935 
38000 244.82 | 37714 5.3666 9.6904 
39000 247.58 | 3.2882 4.6267 9.6874 
40000 25035 | 2.8714 3.9957 9.6844 
42000 255.88 2.1997 2.9948 9.6783 
44000 261.40 | 1.6950 2.2589 9.6723 
46000 26693 | 13134 17141 9.6662 
48000 270.65 1.0230 1.3167 9.6602 
50000 27065 |79779xi0' | 10269 9.6542 
55000 265.59 | 42752 5.6075X104 | 9.6391 
60000 25577 | 22461 3.0592 9.6241 
65000 239.28 1.1446 1.6665 9.6091 
70000 21970 |5s205xio |87535x10s | 9.5941 
75000 200.15 2.4904 4.335 9.579 
80000 180.65 | 1.0366 1.999 9.564 
85000 18065 |4.1250x10' | 7955x10* 9.550 
90000 180.65 1.6438 3.170 9.535 
95000 195.51 6.8012x 107 1211 9.520 
100000 210.02 .0075 4974X107 9.505 
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表 10 气体 常数 表 


EE 单位 ST 单 位 
A 此 洛 bh 
op R=RIM oo (在 77"F) cx 在 298.15K) 
Aft* lbf/lbm* R) | ABtwlbm* R) HJ/kg* K) AJ/kg* K) 
fr 53352 02398 287.06 1004.0 
38.687 0.1253 208.15 524.61 
55.170 0249 296.83 1042.5 
35.112 0202 188.92 84573 
38633 1250 2078.2 52333 
76652 3.149 4124.2 14315.0 
96322 0.531 518.25 2233.2 
55.664 0248 296.80 1038.3 
48.291 0219 259.82 916.90 
85.774 0445 461.50 1863.1 


1.400 


表 11 普 适 物理 常数 表 
c=2.997295(10mvs) 
=186282.4milsec 
重力 加 速度 go=9.80665m/s*=32.174fUsec? 
Boltzmann 常数 k=1.38054X 10PJ/K 


光速 〈 在 真空 中 ) 


Planck 常数 h=6.626196X 10-™J-S 
Avogadro 常数 N,=6.02252 x 10°Particles/mol 
R=8.31434J/mol-k 
=(1545.3ft-lbf/lbmele-R) 


气体 常数 
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